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Prologo

Este libro, dedicado al estudio de sistemas algebraicos, tiene por fin servir de complemento a los
textos corrientes o bien ser utilizido como texto, por si solo, en cursos de algebra abstracta moderna
a nivel medio y superior. Como tal, su propdsito, mds que ofrecer un estudio en profundidad de uno o
més sistemas algebraicos, es proporcionar sdlidos fundamentos para el ulterior estudio de toda una
serie de ellos, '

En los dos primeros capitulos se trata de los componentes fundamentales de los sistemas algebraicos
—conjuntos de elementos, relaciones, operaciones, aplicaciones—. El plan del libro ha quedado asi
establecido.

1) presentacion concisa del tema,

2) amplia variedad de ejemplos,

3) demostraciones de la mayoria de los teoremas entre los problemas resueltos,
4) una serie de ejercicios propucstos cuidadosamente escogida.

El Capitulo 3 comienza con los postulados de Peano para los niimeros naturales, a los que sigue
la interpretacién de los diversos sistemas de nimeros algebraicos y se completa con la deduccién de
sus propiedades mds sobresalientes. Siguiendo este orden de exposicién no solamente se introduce al
lector en el desarrollo detallado y riguroso de estos sistemas de nimeros, sino que se le provee de la prac-
tica necesaria para la deduccion de propiedades de los sisternas abstractos que siguen a continuacion.

El primer sistema algebraico —el grupo— se cstudia en el Capitulo 9. Se examinan las clases late-
rales segiin un subgrupo, los subgrupos invariantes y sus grupos cocientes; y el capitulo termina con
el teorema de Jordan-Holder para grupos finitos.

Los Capitulos 10-11 tratan de los anillos, dominios de integridad y cuerpos. A continuacién, en
el Capitulo 12, se estudian los polinomios sobre anillos y cuerpos a la vez que algunos conceptos de la
teoria elemental de ecuaciones. En todos estos capitulos se presta mucha atencion a los anillos finitos.

El Capitulo 13 trata de los espacios vectoriales. El algebra de las transformaciones lineales en un
espacio. vectorial de dimensién finita conduce naturalmente al algebra de matrices (Capitulo 14), Las
mafrices se emplean. pues, para resolver sistemas de ecuaciones lineales y proporcionar asi soluciones
mas simples a cierlos problemas relacionados con los espacios vectoriales. En el Capitulo 15 se tratan
los, polinomios de matrices como un ejemplo de anillo de polinomios no conmutativo. Se define luego
el polinomio caracteristico de una matriz cuadrada sobre un cuerpo. Las raices caracteristi¢as y los
vectores invariantes asociados de las matrices simétricas reales se utilizan para reducir las ecuaciones
de las conicas y de las superficies cuddricas a la forma candnica. En el Capitulo 16 se definen formalmente
las algebras lineales y se consideran brevemente otros ejemplos. :

En el capitulo final se exponen las dlgebras boolianas y se indican las importantes aplicaciones que
tienen en circuitos eléctricos simples.

El autor aprovecha esta oportunidad para expresar su agradecimiento al personal de la Schaum
Publishing Company, en especial a Jeffrey Albert y a Alan Hopenwasser, por su cooperacion incon-
dicional.

FRANK AYRES _JR.
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Capitulo 1

Conjuntos
CONJUNTOS

Cualquier coleccion de objetos como () los puntos de un segmento dado, () las rectas que pasan
por un punto en el espacio ordinario, (¢) los numeros naturales menores que diez, () los cinco chicos
Rodriguez y su perro, (¢) las paginas de este libro..., se dice un conjunto o clase. Los puntos, las rectas,
los ntimeros, los chicos y ¢l perro, las paginas..., se diran elementos de los conjuntos respectivos. Por
lo general, los conjuntos se denotan con letras maytisculas y los elementos cualesquiera de los conjuntos
se denotan con minusculas.

Sea A un conjunto dado y scan p y ¢ ciertos objetos. Si p es un elemento de A, se indicara esto es-
cribiendo p- € 4; si tanto p como ¢ son elementos de A4, se escribird p, ¢ € Aenvezdep €4 Yg €A:
cuando g no es elemento de A, se escribe g ¢ A.

Si bien en gran parte de nuestro estudio no tendrd nada que verel tipo de los elementos. en muchos
de los ejemplos y problemas aparecen naturalmente conjuntos de ntmeros. Por comodidad. se reser-
van desde ahora.

N para denotar el conjunto de todos los numeros naturales
Z para denotar el conjunto de todos los enteros

Q para denotar el conjunto de todos los niimeros racionales
R para denotar el conjunto de todos los nimeros reales

Ejemplo 1: {a) 1eNy205e N puesto que | y 205 son numeros nalurales: L —5¢Nyaquetyv —5Sno
son numeros naturales.

{h) El simbolo € indica pertenencia y puedc leerse wen», westd en», «estan cnm, «elemento
de» segtin ¢l contexto. Asi, «Sea r € O» puede leerse como «Sea r elemento de O»; y «Para
cualesquiera p, g € Z» se puede leer «Para cualesquicra p y g en Z», Escribiremos a veces
n¥0eZenvezden+# 0.neZ, también p+ 0,geZ en vez de p.ge Z con p = 0,

Los conjuntos que se van a introducir aqui serdn siempre bien definidos, esto es, que siempre serd
posible determinar si un objeto dado pertenece o no a un cierlo conjunto. Los conjuntos del primer
parrafo vienen definidos por enunciados precisos en palabras. A veces se da un conjunto en forma ta-
bular, escribiendo sus elementos entre llaves, por ejemplo:

A = {a} es el conjunto que consta del solo elemento a.

B = {a, b} es cl conjunto que consta de los clementos a y b.

C = {1,234} es el conjunto dc nimeros naturales menores que 5.

K =1{246....} eselconjunto de todos los ntimeros naturales pares.
L={..., =15 —10, =5, 0, 5, 10, 15,...} es el conjunio de todos

los enteros divisibles por 5.
Los conjuntos C, K y L, dados antes. se pueden definir también como sigue:

C={x:x eN, x< 5}

K= {x:x €N, x es par}

L ={x: x eZ. x es divisible por 5
Aqui cada conjunto consiste en rodos los objetos x que satisfacen las condiciones que siguen a los dos
puntos.

Veéase Pre




2 CONJUNTOS [CAP. 1

Conjuntos iguales

Cuando dos conjuntos 4 y B constan de los mismos elementos, se dicen iguales y escribiremos
A = B. Para indicar que 4 y B no son iguales, escribiremos A == 2k
Ejemplo 2: (i) Si A = {Maria, Elena, Juanj y B = [Elena, Juan, Mariaj. entonces A4 = B, Obsér-
vese que una variacion del orden en que se presentan los elementos de un conjunto no
tiene influencia.

(i) SiAd=1{234yB=13232 4}, es A = B, pues cada elemento de 4 estd en By
cada elemento de B estd en 4. Chsérvese que un conjunto no se altera por que se repi-
tan uno o mas elementos suyos.

(iii) Si 4={1,2} y B={1,2, 3,4}, entonces 4 = B porque 3 es elemento de B pero
no de 4.

SUBCONJUNTOS DE UN CONJUNTO

Sea S un conjunto dado. Se dice de cualquier conjunto A cada uno de cuyos elementos es también
elemento de S, que estd contenido en Sy se le llama subconjunto de S.
Ejemplo 3: Los conjuntos 4 = {2}, B={1.2.3] yC = {4, 5} son subconjuntos del S = {1,2,3,4,5].
También P = {1.2, 3 4.5] = S es subconjunto de S.
El conjunto E = {1.2. 6] no es subconjunto de S puesto que 6= E pero 6 ¢ S.

Sea A un subconjunto de S. Si A = S se dice que 4 s un subconjunig propio-de-S-y-se cscribe
A C S (léase «A es subconjunto propio de S», o bien «A estd propiamente contenido en S»). Mas fre-
cuentemente, y en particular cuando no s sxcluye la posibilidad 4 — S. escribiremos 4 C S (Iéase
«A es subconjunto de S» o bien «A esta contenido en S»). De todos los subconjuntos de un conjunto

dado S, solamente S mismo es impropio, s decir, no es subconjunto propio de S.

Ejemplo 4: Para los conjuntos del Ejemplo 3 se puede escribir 4 C S. BC B EE S, DS ELS
Los enunciados precisos son, desde luego, A C S, BC S CCS. D=S.EJ 5.
Notese bien que & vincula un‘elemento y un conjunto, en tanto que C y C vinculan dos
conjuntos. Asi, 2e S y {2} C S son enunciados correctos, pero 2C Sy {2] S no lo son.
Sea A un subconjunto propio de S. S contiene, pues, los elementos de A junto con ciertos elementos
que no estan en 4. Todos estos ultimos elementos, o sea los que no éstdn en A, constituyen ofro subcon-
junto propio de S que se llama complemento del subconjunto 4 en S.
Ejemplo 5: Para el conjunto S = {1,2,3, 4, 5) del Ejemplo 3, ¢l complemento de 4 ={2} en § es
=41, 3.4.5). Asimismo, B = {1,2,3}yC = {4, 5} son subconjuntos complementarios en §.

En nuestra discusién de los subconjuntos complementarios de un conjunto dado se da por senta-
do que estos subconjuntos son propios. La razén es que, hasta aqui, hemos estado dependiendo de la
intuicion en lo'que respecta a los conjuntos; es decir, que hemos supuesto tacitamente que todo con-
junto debe tener al menos un elemento. Para librarnos de esta restriccion (y también para que el sub-
conjunto impropio S de S tenga complemento) introducimos el conjunto vacio o nulo @ como el con-
junto que carece de elementos. Se sigue facilmente que

(i) & es subconjunto de todo conjunto S.
(i) & es subconjunto propio de todo conjunto S = (.

Ejemplo 6{?&@@2 “de. S = {a.h, c] son: {a. 1hls {eb labY. fa.cl, th.cl, Jab.c} y B./

0s pares de subconjuntos complementarios son:

la.b, e} y & {a. b} ¥ 1)
lacep v {by b, e} y {a)

Hay un numero par de subconjuntos y, por tanto, un numero impar de subconjuntos propios
de un conjunto de 3 elementos. ¢ Es esto cierto para un conjunto de 303 elementos? ; De 303 000
elementos?

CONJUNTOS UNIVERSALES

Si U =+ ¢ es un cierto conjunto cuyos subconjuntos estan en consideracidn, suele decirse que el
conjunto dado es un conjunto universal.



CAP. 1] CONJUNTOS 3

Ejemplo 7: Sca la ecuacion
(v )2y — 3By + 4 =2t + 1) =0

cuyo conjunto solucion, es decir, el conjunto cuyos elementos son las raices de la ecuacion, cs
§= [ —1,32. —4/3, \/5 —\/E, i, —i! si el conjunto universal es ¢l conjunto de los nume-
ros complejos. No obstante, si el conjunto eniversal es /R, ¢l conjunto solucion es A =
(—1,3/2. —4/3, \,.-’E —J?}. ;Cudl es el conjunto solucidn si el conjunto universal es 0
(Sioes 27 (Sies N?

Si, por el contrario, se nos dan dos conjuntos 4 = {1,2,3} y B = {4.5.6,7} y nada méas, sabe-
mos poco del conjunto universal U del cual aquéllos son subconjuntos. Por ejemplo, U podria ser
1,2,3,...,7}, {x:x eN, x =1000}, N, Z, . .. No obstante, cuando se trata de ciertos conjuntos
A, B, C, ..., siempre los consideraremos como subconjuntos de cierto conjunto universal U no ne-
cesariamente definido de manera explicita. Con respecto a este conjunto universal, los complementos

de los subconjuntos 4, B, C. ..., se denotaran 4', B, C", ..., respectivamente.

INTERSECCION Y UNION DE CONJUNTOS

~Sean A y B conjuntos dados. El conjunto de todos los elementos que pertenecen tanto a A4 como
a B se llama interseccion de A y B. Se le denotard por 4 M B (léase «interseccion de 4 y B» o bien «A4
interseccién Bw», 0 aun «A inter B»). Asi, pues,

AMNB={xix e€dyx B

El conjunto de todos los elementos que pertenecen ya a A, ya a B, yaa ambos 4 y B se llama union
de A y B. Se le denota por 4 | B (léase «unién de A y B». o bien «A4unidn B»). Asi que,

AlUB={x:x edox eBox edAdN B} f\
s MY

Escribiremos mas a menudo, sin embargo, on- b
A\ B={x: xe 4 o xeB} e
Que da lo mismo, ya que todo clemento de A4 (M) B lo es de A. \
Ejemplo 8: Sean 4= 11,234 y B= (235 8 10!; entonces ALJ B={1.2.3.4.58. 10! ¥
AMB=1{223]

Véanse también los Problemas 2-4.

| Dos conjuntos A y B sellaman.disjuntos si no ticnen ningun clemento comun. es decir, si 4.0 B =3

En el Ejemplo 6, cada dos de los conjuntos f{a}, {b}, {c} son disjuntos; asimismo, los conjuntos
{a. b} y {c}, los {a, ¢} y {b} y los conjuntos {b,c} y {a} son disjuntos.

DIAGRAMAS DE VENN

Complemento, interseccion y union se pueden representar mediante los diagramas de Venn. En
los diagramas de abajo el conjunto universal U esta representado por puntos (que no sc indican) en el
interior de un rectangulo y cualquiera de sus subconjuntos no vacios por puntos dentro de las curvas
cerradas. (Para evitar confusién, convendremos en que ningin elemento de U esta representado por
un punto del contorno de alguna de estas curvas.) En la Fig. 1-1(a), los subconjuntos 4 y B de U son
tales, que 4 C B:enla Fig 1-1(h), AN B = @ :en la Fig. 1-1(¢); A y B tienen al menos un elemento
comtn, de modo quc 4 N B #+ . I

51 [96) [T

(a) (b) fe)
Fig.1-1




4 CONJUNTOS [CAP. 1

Supodngase ahora que en el diagrama anterior se sombrea el interior de U exeeptuando el interior
de 4. En cada caso. el area sombreada representara el conjunto complementario 4" de A4 en U.

La union 4\ B y la interseccion 4 () 8 de los conjuntos 4 y B de la Fig. 1-1(c) se representan
por el area sombreada en las Figs. 1-2(a) v (b). respectivamente. En la Fig. 1-2(a). el darea no sombrea-
da representa (4 | B)', complemento de 4\ B en U: en la Fig. 1-2(b), el drea no sombreada repre-
senta (4 (M B)'. De estos diagramas, como también de las definiciones de |_J y (7). se desprende claramen-
teque A\UB=8BlUJAy AN B=B8BMNA.

Veéanse Problemas 5-7.

U

(a) (&)
Fig. 1-2

OPERACIONES CON CONJUNTOS

Ademas de la complementacion. union € inierseccion, gue llamaremos eperaciones con conjun-
tos. definimos:

La diferencia A — B. en ese orden. de dos conjuntes 4 ¥ B es el conjunto de todos los elementos
de 4 que no pertenccen a B cslo es.

v A—B=|x: xed xé&Bj
En la Fig. 1-3. 4 — B se representa por ¢l drea sombreada y
B — 4 por el drea de doble rayado. De aqui se sigue
- B=ANB =8B —4'
- B=@ siysolosi, ACB
— B=B—4 i, y solosi, 4 =18
—B=4 si,yswolosi. AyB=@

) R

Fig. 1-3

Ejemplo 9: Demostrar: (a4 — B=AM B =8 - A': |b) A — B = (& si. y solamente si, 4 C B:
le) A — B = A s,y solamente si. 4 () B = @.

.f'l ity “"'--., ‘;;' ] la) A —-—B=3x:xed. xeB ={x: xedyxeBt=AMNEB
I - \ ={x: xed, xeB} =B — A
Vi ¢ } (b) Supongase A — B = (7. Entonces. por (a). A (M B = @. esto es A y B’ son disjuntos.
P Ahora bien. B y B son disjuntos: luego. como 81 8 = U. se tienc A C 8.
Reciprocamente, supongase A C 8. Entonces A B = J. y 4 — 8= ¢f.
f( SN (c) Supongase 4 — B = 4. Entonces A\ B = A. esto es. AC B". Luego. por (h).
S S A £ II

AMB) =ANB=@&
e 1 Reciprocamente, supongase 4\ 8= . Entonces 4 - B =@ . AC B . ANE =4
Al | y 4 — B = A.

En los Problemas 5-7 se han empleado diagramas de Vemn para ilustrar algunas propiedades de
las operaciones con conjuntos. Por ejemplo. la Fig. [-3 sugiere que

(A= B)UI(B —d)=(A\UB) - (AN B)

Hay que entender, no obstante. que si bien cualquier teorema o propiedad se puede ilustrar con un dia-
grama de Venn. ningin teorema se puede demostrar con ¢l diagrama.
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Ejemplo 1u: Demostrar: (4 — B)\J (B — A) = {A\J B) — (A N B).

La demostracion consiste en probar gue lodo elemento de (4 — B} (B — A) es cle-
mento de (4 |J B) — {4 N B) y, reciprocamente, que todo elemento de (4 \J B) — (4 M B)
es elemento de (4 — B)\J (B — 4). Cada paso sc da a partir de una definicion previa y se
deja al lector la justificacion de ellos.

Sea xe(d — B)\J (B ~ A4); entonces xe A — B o bien xe B — 4. Si xe A — B, s
sigue que xe 4 pero xg B:sixe B — 4, es xe B pero x € A. En cualguier caso, xe A \J B
pero x€ A () B. Luego, xe(4A U Bl —(AMNB)y

(A—B)\U(B—-A)C(4\)B)— (4N B)

Reciprocamente. sea xe(4\UJ B) — (A M B); entonces xeA\JB pero x¢ AN B
Ahora bien, o es xe 4 pero x¢ B, es decir xe 4 — B, o bien x€ B pero x € A, es decir,
xeB— A Portanto. xe{d — B) U (B—A)y(A\UB) - (ANB)C (4 - B\ (B— A)

Porultimo. (4 — BI\WUI(B - A)C(AUB — (AN B)y(A\UB) — (AN BIC (4 - B)

~ \J (B — A) implican (4 — B)\U (B — 4) = (41J B) — (4N B). =

Para referencia posterior, damos aqui una lista de las leyes mds importantes que rigen las opera-
ciones con conjuntos. Aqui, los conjuntos 4, B, C son subconjuntos de U, el conjunto universal.

LEYES DE OPERACIONES CON CONJUNTOS

alny @Ay = 4

(12 @ = U a2 UEd 0 Padd R
as A—-A4 =-¢, A-@ =A, A—B = Ang B eI l_,““;"
(14 Auvp = A Gds oo g e ol T adeat 2
(15 AuvU =U ; a5y Ang =9

16, AuAd = A (16) And =4 R AW

a0 AUVA = U (A7) AnA =0

Leyes asociativas
(18 (AuB)uUC = AUIBLC) (18) (AnBinC = An(BnC)

Leyes conmutativas
(19) AuB = BuAd %) AnEB = BnA

Leyes distributivas
(10 A u(BnC) = (AuB)n(AUQ) (1.10) A n(Bul) = (AnB)u (AnC)

Leyes de DDe Morgan
I (AuBy = A'n B (LII) (AnB) = A'UB'
(112) A— (BuC) = (A-B)n (4 -C) (112) A —(Bn(C) = A-B)uA—-0C)

Véanse Problemas 8-16.

CONJUNTO PRODUCTO
Sean A = {a, b} y B = |b, c.d}. El conjunto de pares ordenados distintos
C = {(a. b). (@, ¢), (a.d), (b,Db), (b,c), (bd)}

en que el primer componente de cada par es un elemento de 4 en 1anto que el segundo es un clemen-
1o de B, se llama conjunto producto C = A4 x B (en ese orden) de los conjuntos dados. Asique. s 4 v B
son conjunios cualesquiera, definimos

Ax B=I{x.y): x eA.y €B}

p——
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Ejemplo 11: Identificar los elementos de X = {1, 2. 3] como coor-
denadas de puntos sobre el eje X {vease Fig. 1-4) con-
siderado como escald numérica, y los clementos de
¥=11,2734; como coordenadas de puntos sobre
¢l eje 1 considerado como escala numeérica. Entonces los:
clementos de X x ¥ son las coordenadas rectanguluares
delos 12 puntos indicados. De igual manera, siA=Y=
N, el conjunto X x Yeseldelas coordenadas de todos
los puntos del primer cuadrante que tienen coordenadas
naturales.

L] L L]
(1,4) (2,4) (3.4)
o ° ®
1,3 (2,3 (3,3
e ® .
1,2) (2,2 (85D

] ] L)
(1,13 €2, 1) 3, 1)

1 2 3

Fig. 14

APLICACIONES

Considérese el conjunto H = Lhys hsy Bas oo+ s hg) de todas las casas de una manzana que dan d

la calle Mayor y el conjunto C = [€1.C2: €35 - - - , ¢35} de todos ios nifios que viven en la manza-
na en dicha calle. Parece natural asociar cada nifio de C con la casa de H en la cual vive ese nifio. Su-
pongamos que se tiene asi asociados ¢; con h,. ¢ con ks, ¢3 con h,, ¢, con hs, cscon b, . . ., C30 COT hy.
Una asociacion semejante de elementos 0 correspondencia entre elementos de Cy H se dice aplicacion
de C en H. El elemento 1inico de H asociado con cualquier elemento de C se llama imagen de aquel ele-
mento (de C) en la aplicacion.

Se presentan dos posibilidades en esta aplicacion: (1) todo clemento de H es imagen, esto ¢s, en
cada casa vive por lo menos un nifio; (2) al menos un elemento de H no es imagen, €s decir, al menos
en una casa no viven ninos. En el caso (1) diremos que la correspondencia cs una aplicacion sobreyec-
tiva de C en H, o que se trata de una sobreyeccion de C en H o bien, simplemente, que s tiene una apli-
cacién C sobre H. Asi, pues, la presencia del «sobre» indica que en la aplicacion todo elemento de H
es imagen. En el caso (2), s¢ dice que la correspondencia es una aplicacion de C en H simplemente, pero
cuando se dice que «a es una aplicacion de A en B» no se excluye la posibilidad de que o sca efectiva-
mente una aplicacién de A sobre B. Solo cuando se precise distinguir entre dichos casos habrd que es-
cribir «x es una aplicacion de A sobre B» o bien «x es und aplicacion de A en B. pero no sobre B».

Una aplicacion « de un conjunto en otro se puede definir de varias maneras. Por ejemplo, la apli-
cacion de C en H anterior se puede definir enumerando los pares ordenados

o = {(cgs hiz2)s (€2 hs), (e3s iz)s (Cas hs), (es. Rali - 50 hs)j
Se ve ahora claro que « €8 simplemente un cierto subconjunto del conjunto producto C x H de Cy H.
Asi que definimos:

Una aplicacion de un conjunto A en un conjunto B es un subconjunto de 4 x B, en el cual
cada elemento de A4 aparece una vez.y solo una vez, como primer componente en 1os elementos del
subconjunto.

En toda aplicacion o de A4 en’ B, el conjunto A se llama dominio de definicion y el conjunto B se llama
codominio de a. Si la aplicacion es sobreyectiva, B se llama también dominio de imdgenes de o; en otro
caso, el dominio de imagenes de a es ¢l subconjunto propio de B formado por las imagenes de todos
los elementos de 4.

Una aplicacién de un conjunto A en un conjunto B también se puede poner de manifiesto median-
t= una flecha — que vincule los elementos asociados.

Ejemplo 12: Sean 4 = ta b, e} y B ={1.2}. Entonces
: o a—»l.h—»l,c'—rl
== es una aplicacion de A sobre B (cada elemento de B es imagen), en t4nto que
Bi l=ai2= b

es una aplicacion de B en A, pero mo sobre 4 (nio todo elemento de A €5 imagen).
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En la aplicacion a, A es el dominio de definicidn y B es el codominio y también el domi-
nio de imagenes. En la aplicacién f, B es el dominio de definicion, A es ¢l codominio y
C = {a, b} C A4 es el dominio de imdgenes. ’

Si es corto el nimero de elementos que intervienen, se pueden utilizar ventajosamen-
te los diagramas de Venn. La Fig. 1-5 muestra las aplicaciones « y f§ de este gjemplo.

A

5 ) P o

o B
Fig. 1-5

Una tercera manera de denotar una aplicacion viene en el
Ejemplo 13: Considérese la aplicacion o de N en si mismo, es decir, de N-en N,
g: 1—=3,2-553-74-9, ...
o mds brevemente, a: n—=2n+ 1, neN
Una aplicacion semejante se definird con frecuencia asi:
gl =3 2 =53u="7 4a=9. ...
0.mds brevemenie, a: na=2n+1, neN
Aqui es N ¢l dominio de definicién {también es el codomirljiol. pero no es ¢l dominio de ima-
genes de la aplicacién. Este es el subconjunto propio M He N dado por
M = # #=2Zr¥l. nEN}
o bien
M = {x: x€N, rimpar}
Las aplicaciones de un conjunto X en un conjunto Y, especialmente cuando X'y ¥ son conjuntos
de ntimeros, son mejor conocidas del lector como funciones. Por ejemplo, definiendo ¥ = Ny ¥ = M

en el Ejemplo 13 y empleando f en vez de «, la aplicacién (funcién) se puede expresar en notacion fun-
cional como

(i) Y= il = 12251
Se dice que aqui y estd definida como funcion de x. Hoy es usual distinguir entre «funcion» y «funcién
den. Asi, en el ejemplo, definiriamos la funcién f por

f= {{z,p): y=2z+1, x € X}

o hien

f {{z, 22 +1): x € X)
o sea como el subconjunto particular de X x Y determinado por la «regla» (i), considerando ésta como
tal, En gran parte de este libro diremos mejor aplicacion que funcion y asi se utilizard poco la notacién
funcional.

Sea o una aplicacién de 4 en B y sea ff una aplicacion de Ben C. Asi, pues, el efecto de o es ‘aplicar
ae A enaxe By el cfecto de B es aplicar ao e B en (ax)f € C. El resultado final de aplicar « y en se-
guida B es una aplicacion de 4 en C que definimos por

afi: afaf) = (ae)f, a € A
Diremos que 2f es el producto de composicién de las aplicaciones o y f en ese orden, o que ¢s la aplica-
cién compuesta de o y ff, Desafortunadaniente, la notacion no estd todavia normalizada. de manera
que of se utiliza a veces para denotar el efecto de la aplicacién f seguido de la aplicacion =
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Ejemplo 14: Sea A ={e,b,ct, B={dc} C={fig.hi} y
ol fw :Iﬂ', hae=¢, ca=e

fin odfp= 0 ef =h
Entonces. off - alaf) = (aa)g =dB =f, blaf) = ef = h, elaf) = h

Fig.1-A

APLICACIONES INYECTIVAS Y BIYECTIVAS

Una aplicacion @ — a’ de un conjunto A4 en un conjunto B, se dice aplicacion inyectiva de A en B,
o inveccion de A en B, si las imdgenes de clementos diferentes de 4 son elementos distintos de B; si, ade-
mas, cada elemento de B es imagen, o sea. si la aplicacion es también sobreyectiva, se dice que esta apli-
cacién es biyectiva, o que es una biyeccion de A sobre B o biyeccion entre los dos conjuntos. Anterior-
mente solia decirse que la aplicacién era una correspondencia biunivaca entre los conjuntos 4 y B; esto
es claro, pues la aplicacién @ — o' induce una aplicacion a’ — a de B sobre 4 y se pueden combinar
ambas aplicaciones cn la forma a < a'.

Ejemplo 15: {a) La aplicacién z del Ejemplo 14 no es una biyeccion de 4 en B (los elementos b y . dife-
rentes, de A. tienen la misma imagen),
(b) La aplicacién i del Ejemplo 14 es una inyeccidn de Ben C. pero no es sobreyeccion (g € C
no es imagen).
(e} Si A4 =lahecd yB=|pagrsp

(i i o asPp berg, eoTn, des

¥ (it} ay @, bep e g des
son cjemplos de aplicaciones biyectivas entre A y B.

Se dice que dos conjuntos A y B tienen el mismo numero de elementos si, y solamente si, existe una
biyeccion entre A y B. Se dice que un conjunto 4 tiene n elementos si hay una biveccion entre 4 y el sub-
sonjunte. S= {1,2.3, ... n! de N. En este caso, se dice que A es un conjunto Jinito.

La aplicacion ar nx=2nn eN

de N sobre el subconjunto propio M = {x: x € N, x es par} de N es inyectiva y sobreyectiva. pero aho-
ra N es un conjunto infinito; asi que se puede definir un conjunto infinito como el conjunto aplicable
biyectivamente en un subconjunto propio suyo; es decir, entre un conjunto infinito y un subconjunto

propio del mismo puede haber una biyeccién.
Se dice que un conjunto infinito es enumerable si hay biyeccidn entre ese conjunto y el conjunto N

de los numeros naturales.
BIYECCION DE UN CONJUNTO SOBRE SI MISMO

Sean gy x + 1, Brxerdx, prxe2x—35 o xex -1

aplicaciones biyectivas de R sobre si mismo. Como para todo x € R
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raf = (2 + DB = 3 +1)

en tanto que Ifa = (Br)e = 32+ 1
vemos que (i) uff * fo
No obstante. Ty8 = (2e—5)8 = 22—6
y Taly8) = (x4 1jyd = 2(x+1) -6 = 2r—4
en tanto que doy = (¥4 1)y = 24 -3
y r(oy)d = {Qx s 3} -1 = 2¢xr—14
Asi. pucs, (ii) oly8) = (ay)8
Ahora bien, Yed = (2410 = o
y 280 = (2 Da = x

0 sea, que o seguida de d (o también, J seguida de ) aplica cada x € R en si mismo. Denotando por
# la aplicacion idéntica (neutra),

Jirex

(iii'} o = e =

o anula el efecto de « (o también, x anula el de é) En vista de (iii). ¢ se llama
roca de o y se escribe § = o~ '; también es « la reciprocd de & y se eseribe x = 5.
_ Véase Problema 18.
En el Problema 19 se demuestra el
Teorema 1. Si « es una aplicacién biyectiva de un conjunto § sobre un conjunto 7, « tiene entonces
una reciproca Unica, y al contrario.

En el Problema 20 se demuestra el

Teorema II. Si « es una aplicacién biyectiva de un conjunto S sobre un conjunto T, y ff es una apli-
cacion biyectiva de T sobre un conjunto U, entonces es (xf) ! = B~ '-a™ !,

Problemas resueltos

1. Mostrar en forma tabular (¢) A = ja:a eN,2 <a <6}, (h) B=|p:p eN.p < |0, pespar],
(e C={x:x €Z, 2 + ¥ — 6 =0}, :

{a) Aqui A consta de todos los ndmeros naturales (@e V) entre 2y 6: asi, pues, 4 = [3.4. 5}
{b) B consiste en los nimeros naturales impares menores que 10; de modo que B= [1,3,5. 7.9

a1

{¢) Los elementos de C son las raices enteras de 2x 4+ x + 6 = (2x — (v + 2) =05 asi que C = -2

i
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Sean 4 = {a,b,¢,d}, B={a,c,g}, C = {c,g, mn, p}. Hallar:

AUB = {a,b,c,d, g}, AUC = [a,b,c,d,g,m,np}, BUC = (a,c,g,m,n,p);

ANB = {a,c¢}, ANC = (¢}, BNC = {¢,9}; AN(BUC) = {a,¢c};

(ANB)UC = {a,¢,9,mm,p}, (AUB)NC = {¢,g}, (ANB)U(ANC) = AN (BUC).
Sean los subconjuntos K = {2,4,6,8}, L = {1,2,3,4}, M = {3,4,5,6,8}de U = {1,2,3,...,10}.
(a) Poner K', L', M’ en forma tabular. () Mostrar que (K\J L) = KN L".

(@) K'=1{1,3,579,10}, L' = {5.6,7,.8,9,10}, M’ = {1,2,7,9, 10},
() KUL=11,2,3,468} yasi (KUL) = {57910} Con lo que K'(\ L' = {5,7.9.10} = (KU L}.

Para los conjuntos del Problema 2, mostrar (a) (A U B)\UC=4U(BUC),b)ANBNC=
ANBNOCQC).

la) Como A\ JB={abhecdgtyC={cg.mnp} setiene (4 B)UC = {a b.c,d g mn, p}. Como
A={ab e diyB\JC={acgmnplsetienedJ(BUC)={abcdgmnpl=(4)8)\C.

() Como A (M B = {a,c}, seliene (4 N B) N\ C = {c]. Como BN C = {c.g}, se tiene A N\ (BN C) = {c}
—(ANBNC.

En la Fig. l-1(c),sean C = A N\ B, D=ANB,E=BN A"y F= (4 ) B). Comprobar que:
(a) (AuB)y =A'"nB, (b)) (AnB)y = A’UB.

(o) A'nB’ = (BEUF)n(DUF) = F = (AuB)
(b) A’UB = (EUF)U(DUF) = (EuF)uD = € = (AnBY

Con el diagrama de Venn de la Fig. 1-7 comprobar que:

(e) E = (AnB)ncC (e) AU BN C esambiguo
(b)) AUBUC = (AUB)UC = AU (BUC) (d) A°'nC’ = GUL

{fa) AnB=DUE y C =EUFUGUL; luego U
ANBNC = E a
() AUBUC=EUFUGUDUHUJUK. Ahora, 4
AUB = EUFUGUDUHUJ dP
y ¢ = DuHUJUuK w L
de modo que

(AuByucC EurFruUGuDUHWIUE

i Fig.1-7
= AUBuUC
Asimismo, Bu€C =FEUGUDUHUJUK i A= WEuDuUH
con lo que AUVIBUEC) = BEUFUGUDUHUJUK = AUBUC

(e) AU BN Cse podria interpretar ya como (A4 | B) M Cyacomo A | (B () C). Ahora bien, (4 \J B) N\ C=
D\JH\JJ, mientras que A\ J (BN C)=AU(DUJ)= 4 J Asi, pues, 4 BN C es ambiguo.
d) A'=GUJJK\JLyC =E\JF\UGIL;de donde, A'MC" =G L.

Sean 4 y B subconjuntos de U. Ilustrar con diagramas de Venn: 4 N\ B' = 4 51, y solo si,
ANB=¢. i

Supodngase 4 () B = (J con referencia a la Fig. 1-1(b). Pero A C B'; luego 4 M B’ = A.
Supongase 4 () B # J con referencia a la Fig. 1-1(¢). Pero 4 @ B'; luego A M B" # A.
Asi, pues, 4 VB =4 s, ysolos, AN B=@.

Demostrar que (4 B)\U C= A (BU C).
[
Sea xe (A4 | B)\J C. Entonces xe 4 | B o bien xe C, de modo que x& 4 o bien x & B o bien xe C. Si

.Yt—:_A, entonces xe 4 ) (BLJ) C): si xe B o bien xe C, entonces xe B C y, por tanto, xe 4 \J (B C).
Asi, pues, (AUBUCCAU(BUC)
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Seaxe AU (B C). Entoncesxedobienxe Bl C,conloquexedoxeBoxeC. SixedoxeB,
esxed|J Byentoncesxe (4 B)U C;sixeCiesxe (4 B)\J C.Asiqued U (B acuUauBUC

Pero(4 UB)UCCAUBUOYAUBUCC (4 UB)U Cimplica(d UB)UC=4U(BUC)
como se afirmaba. Asi, pues, 4\J B C es inequivoco.

Demostrar; (AN B)NC=4N(BNC).

Sea xe(4d N B)( C. Entonces xe A B y xeC. de modo que xed y xeB y xeC. Como
xeB y xeC, entonces xeBMC; como xed y xeBNC, entonces xed M (BM C). Asi. pues,
ANnBNCcCAN(@BNC)

Sea xe AM (BN C). Entonces xed y xeBMC, con lo que xed y xeBy xeC. Como xed
y xe B, entonces xe A (| B; como xe A\ By xeC, entonces xe (4 () B) N C. Asi que AN (BN C)
CHUNBNCyANBNC=AN(BNC) como se afirmaba. Asi, A B M C es inequivoco.

Demostrar: ANBUC)=ANB)JANC).

Sea xe A\ (B\C). Entonces xed vy xeB\JC(xeB o xe(C), de modo que xe4d y xeB
o xed y xeC. Si xed y xeB. entonces xed M\ B y asi xe(4 M B} (4MNC); de igual modo,
sixedyxeCesxedNCyasixe(dNB)\J(ANC).Conloqued M (BJCLC (AN B (A4NC)

Sea xe(AMB)U(AMC) con lo que xed (VB o xedANC. Si xed (\ B, entonces x€ A .y
xe B de modo que xe 4 y xe B\J C; andlogamente, si xe A C, enionces xe 4 y xeC con lo que
xed y xeB\JC. Asi, pues, xedNBUC) ¥ (AﬂB}U{AﬂC}CAﬂ(BUC} Por altimo,
AN (BUC)= (4N B)U (4N C) segin lo afirmado. o

Demostrar: (4 \J B) = A' N B".

Sea x=(4\J B). Como x¢4\J B, entonces x¢A y x¢B O sea, que xed' y xeB', esto es,
xeA M B'; luego (4\U By C4A'NB.

Sea xed' M B'. Como xed' y xe B, se tiens x¢ 4 y x¢ B. Entonces x¢ 4| B, de modo que
xe(4\B); luego 4' N B (78 (4 \J B). Asi que (4'\J B) = A" N B' como se afirmaba.
Demostrar: (AN B)UC=(AUC)N (B C).

CUMANB)=(CUAMN(CU B) por (1.10), pagina 5.

Y entonces

ANBYUC=(AUC)N(BUC)  por (1.9), pagina 5.
Demostrar: 4 — (BUC)= (4 — B)N (4 — C).

Seaxed — (BUC) ComoxedyxéBI|JC, setiene, xe 4 pero x¢ By x & C. Entonces xe 4 — B

y xed—C, conlo que xe(d—B)N(A—-C)yA—(BUC)C(4d—B)Ni4d-C)

Sea xe{d — B)N\ (4 —C). Como xed—-B y xed —C, es decir, xeAd pero x¢ B y x¢C.
Se uenax&xf pero x@ BUJC, asi que xed — (BLJC)y (4d—-B)N (4 —-C)C 4— (B C) De modo
que 4 — (BIJC)= (4 —B)N (4 — C) segin lo afirmado.

Demostrar: (A \UB)N\ B = A si, ysolosi, ANB=.

Mediante (1,10') ¥ (1.7'), pagina 5, hallamos que
(AUB)N B = (4 ﬁB'}U(BEB)" AM B
Hay que demostrar, pues, que: ‘A B = 4 si, ysolo si,/ 4N B= .
(a) Supuesto ANB=CG. es ACB ydANE =
{b) Supuesto A B =4, e AT By A M B = @'
Asi que (4 1) B) M B’ = 4 si (por (a)) y solo si (por (b)) 4 M B = .
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Demostrar: X C Y si, v solo si. Y'C X%

(i) Supongase XCr Sea y & Y. Entonces y' ¢ X como yeY;de donde y'e X'y Y'C X
(it} Reciprocamente. supongase ¥ g X'. Ahora, por (i), (X (_}(Y'}': de donde X(;_ Y.

Demostrar la iidentidad (A — By\J (B — A) = (A1) B) — (4 M B) del Ejemplo 10 usando la
identidad 4, — B = A B del Ejemplo 9.

Tenemos
(A—B}u{!i‘—A: = (AHB‘)U{BHA’}

= [(ANnB) Y Bl n |(AnB)U A por (1.10), pagina 5
= (A U B) n(BuBlN [{AuA’}ﬁ (B'u A por (1.10)

= [(AuB)nl]n |Un(B'U ANl por (1.7)

- (AuB) ni(B"UA") por (14"

. (AuB)n(A w.E") por (1.9)

— (AuB)n (A BY por .11

= (AuB)——(AnB)
Demostrar que dos segmentos cualesquiera tienen {antos puntos el uno como el otro.

Sean los segmentos AB'Y 4'B’ de la Fig. 1-8, Vamos a demostrar que A & B
sigmpre €s posible una biyeccion entré ambos. Llamando P la intersec-
cion de AB' y BA', dado cualquier punto ¢ de ABsea C' 12 interseccion

de CP con A'B". La aplicacion P
(O o
a5 la biyeecion puscada, pues cada punto de A B tiene una imagen unica
en A’B’ y cada punto " ag la imagen de un {inico punto de AB. ,
A G B
Fig.1-8

Demostrar:  (a) x = X 4 2 es inyeccion, pero no sobreyeccion. de Nen N. (b) x— ix — 2 ¢8

biyeccion de 0 sobre Q. @ x= x = 3xT — xes sobreyeccion de R en R pero no inyeccion.
{a) Estd claro que x 4+ 2eNsixeN. La aplicacion no &3 sobreyectiva puesto que 2 no es imagen.
(b) Evidentemente, 3x —2eQ sixeE Q. Y también todo re @ os imagen de x = {r+2)3e@.

{¢) Claroesque ¥} — 3x> — xe Rsixe R. Asiquesire R =32—x= - tiene siempre una raiz real x cuya
imagen es £ S = A= 3t =y = {iene 3 raices reales x = _ 1.1, 3. Como cada una de éstas

lighe r = —3 por imagen. la aplicacion no es inyectivi.
Demostrar; St 2 €8 biyeccion entre Sy T, o tiene und reciproca ginica y al contrario.

Supangase que o ¢s una aplicacion biycetiva de § sobre T cntonces, pard éualgquier s S, s€ tiene
sosami=1TeT
Siendo I umico. s€ sigue que % induce und aplicacion inyectiva
g 1S

Ahora bien. s(aff) = (sa)ff = (f = 51 luego aff = # y fesuna reciproca de o Suponiendo que esla reciproca
no es Unica, sed p oird reciproca de o Puesto que

'xlﬁﬂﬁa:f ¥y wf—:ycx:.ﬁ‘

se sigue que
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Bay = Blay) = g+ 9
y Bay = (faly = Gey

"

Il
=

|1
b

Asi, pues, f = y: la reciproca de a es Unica.

Y al contrario, sea 2~ la reciproca unica de la aplicacion % de § en T, Supongase que para s,, §, € S, con
5y % 55 se tenga s,a = 5,z Entonces (v;2)a” ' = (s;2)e ', de modo que sifo-a” ) = sfacaTl) y s =5,y
cn contradiceion con lo supuesto. Asi, pues, o es una aplicacion inyectiva. Y como para todo 1€ T. se tiene
{te "= tlg™ ' ro)=1F =1 es r la imagen de s = ™' € § y la aplicacion es sobreyectiva, '

Demostrar: 8i o es una biyeccion entre S y T y fi es biyeccion entre T y U, entonces
(of) "t =p "ot

~ Como (@f)(f~'-a ) =alf-f ' =a-at =4, B! a7t es una reciproca de aff: y por el Pro-
blema 19 una reciproca sermejante es Gnica: luego () = 7' -a .

Ve
mdD

1 “J :,?‘." S

" Problemas propuestos

Indicar en forma tabular:

{a) el conjunto de los enteros negativos mayores que —6,
(h) el conjunto de los enteros entre —3 y 4.

(¢) e
() e

conjunto de los enteros cuyos cuadrados son menores gue 20,

conjunio de todes los factores positivos de 18,

(¢) el conjunto de tedos los factores positivos comunes de 16 y 24,

(f) {p: pEN, p* <10}

{g) {b: BEN,3=b=28}

(h), {z: €1, 3a2+ Ta +2= 0}

() fx: 2€Q, 222+ 5x+3 =0}

Respuesta parcial: (a) {—5,—4,—3,—2,—1}, (d) {1,2,3,6,9,18}, (f) {1,2,3}, (M) (-2}

Comprobar: (a) {x: xeN, x < 1} = @, (b) {x: xeZ 6x" +5x -4 =10} =@
Dar los 15 subconjuntos propios de § = {a, b, c. d}.
Demostrar gue los subconjuntos propios de S = {a,.a,,. ... a,} son 2" — 1 en namero.

Con los conjuntos del Problema 2, comprobar:
@) (AUBIJC=AUBUC), h)ANBNC=4NBACL @AUBINC+AUBMNCL

- Con los conjuntos del Problema 3, comprobar: («) (A7) = KA, (A} (KM L) = KL () (KULUMY =

KL M. dKOLUM = (KN L) uKnM).

Si wn|n» significa «n es factor de m», dados 4 = {x: x N, Ilxby B = {x: xeN, §x} enun.:cmr‘ius 4 clemen-
tos de cada uno de los conjuntos 4, B, A\ B AN B. AUB, AN B'. 4'\ B'. donde 4" y B son los com-
plementos respectives de 4 y B en N.

Demostrar las leyes de (1.8)-(1.12°), pagina 3. que no se han tratado en los Problemas S-13.
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Sean A y B subconjuntos de un conjunto universal U. Demostrar:
{a) 4\UB =AM B si, ysolo si, 4= B,

(h) A B=4A sl ysolosi.dC B.
(c) ANBYJIA' MB) =ABsi, ysolosi, ANB=@.
Dados n(U) = 692, n(A) = 300, a(B) = 230, n(C) = 370. n(4 N B) = 150, n(4 M C) = 180, n(B M C) =90,
A N B' M C’) = 10 siendo #(S) ¢l numero de elementos distintos del conjunto S, hallar:
(@) nACYBNC)=40 (€) mA"MVBNC)= 172
(b) n(A'MBMNC)=30 (d) nANBIUJANCII(BNC) =340
]

Dadas las aplicaciones 2z n—»n* + | y f: n—3n +2 de N en N, hallar: ex = nt+ 2w + 2, fRaff =
3n? + 5,y fx.
;Cudles de las siguientes aplicaciones de Z en Z:

G xSx 42, B i=3 (a3 (d) x4 —x, (e)x= 5 () ot =

son (i) aplicaciones de Z sobre Z, (i) biyecciones de Z sobre Z? Resp. (i), (ii); (@) (d)
Igual que el Problema 32 con @ en vez de Z. Resp. (1), (): («), (). (d)

Igual que el Problema 32 con R en vez de Z. Resp. (i), (ii); (a), (), {d), (e)

{a) SiEes el conjunto de todos los enteros pares positivos, demostrar que x — .x + 1, x€ £ no es una aplica-
cién sobreyectiva de E en el conjunto F de todos los pesitivos impares.

{h) Si E* cs el conjunto que consiste en ¢l cero y todos los enteros positivos pares (0 sea 10s enteros no nega-
vos). demostrar que x — x + 1. xe E* es una sobreyeccion de E* en F.

Dadas las aplicaciones sobreycctivas

P 14=1, 29=2, 3g=3, 49=14
o To: =2 2a =-3, S =4 da =1
B i =, 35 =1, 38 =2 4p =13
¥ Y = 2=y B =0
5 15 =1, 26 = 4, 8 =3, 456 — 2
de § = {1.2, 3,4} sobre si mismo. comprobar:
(@) aff = fou = &, luego f=a";(h) oy = yx = fii (¢) od # i (d) o = 0w = y: (e) y* = F, luego 77! = 3

(f) a* = £, luego o = a7 %5 (g) (@) ! = (2 ")



Capitulo 2

Relaciones y operaciones

RELACIONES
Sea el conjunto P = {a,b.¢...., .f_} de todas las personas que viven en una determinada man-
zana que da a la calle Mayor. Trataremos en esta seccion de enunciados, tales como «a es hermano de
p», «c es el padre de g», . . ., que se llaman relaciones sobre (0 en) el conjunto P. Andlogamente, «es
paralela a», «es perpendicular a», «forma un dngulo de 45% con», . . ., son relaciones en el conjunto L
de todas las rectas de un plano.
Supdngase en el conjunto P anterior que los dnicos padres son ¢, 4, g y que
: ¢ es el padre de a,g.m.p, g
d es el padre de [
£ es el padre de A, n
Entonces. haciendo que # signifique «es el padre de», podemos escribir
cHa, cRhg, cRm, cRp, cRqg, dRf, ¢ Rh, g Rn

Pero ¢ # a puede mirarse como la determinacién de un par ordenado, bien sea (a, ¢) o bien (c, @), del
conjunto producto P x P. Si bien se emplean ambas maneras, aqui siempre asociaremos

¢ # «a con el par ordenado (a.c)
‘Esto supuesto, # determina en P ¢l conjunto de pares ordenados
(a.c). (g.c) (m.c) (p.e) (g.¢) (f.d). (h.g) (ng)

“Asi como ocurrid con el término funcidn en el Capitulo 1, definimos la relacién # diciendo que es este
subconjunto de P x P. Asi. pues,
Una relacion 2 sobre un conjunto S (con mds precision, una relacion binaria sobre S, pues
es una relacion entre pares de elementos de S) es un subconjunto de § = S,

Ejemplo 1: () Sea § = 12.3.56! _v.d'ésf: a # ¢l significado «divide ax.
Como 2#2, 286, 383 3#6, 545 646, s¢ ticne
#=1(2.2), (6,2}, (3,3), (6,3}, (5.5) (6,6}
0 O o e = 200 y & signifique «es triple den. .
Entonces 3# 1. 682, 9#3, 12904, 15H5, 1846y
= [(1,3)(2,6) (3.9) (4, 12), (5.15). (6. 18)]

ﬁ {¢) Examinese ahora # = {(x,3): 2x — y = 6, x € #}. Geométricamente, cada (v, yv)e#
es un punto del gralo de la ecuacidn 2x — 1 = 6. Asi. pues, si pudo parecer extrano anies
decir que

¢ a significa (a.c)e# y no (c,a)e A

ahora ya se ve que esto concuerda con la idea de que toda ecuacion y = (¥} no es més que
una relacion binaria especial.

- PROPIEDADES DE LAS RELACIONES BINARIAS

Se dice que una relacidon @ sobre un conjunto S es reflexiva si @ # a para todoa =5,

15
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Ejemplo 2: (a) Sea T el conjunto de todos los triangulos de un plano y dése a # el significado «es con-
gruente con», Como todo tridngulo re T es congruente consigo mismo, ¢ # [ para todo
teT.y R es reflexiva.

(b) Para el conjunto T sea & «tiene doble drea que». Es claro que t Rty R no es reflexiva,

Una relacién # sobre un conjunto S se dice simétrica si cuando a 2 b también b % a

Ejemple 3: (¢} Sea P cl conjunto de personas que huabitan en una manzana sobre la calle Mayor, y sea
9 «tiene el mismo nombre que». Si x tienc el mismo nombre que y, y tiene el mismo nom-
bre que x; asi que x® y implica y#x y R es simétrica.

{h) Para el mismo conjunto P, sea la # «es hermano de». Con x 2 y, y puede ser hermano
o hermana de x; asi que x 2 y no implica necesariamente y # x y & no es simétrica.

Una relacién 4 sobre un conjunto S se dice transitiva side a by b % ¢ se sigue a Z ¢.

Ejemplo 4: (a) Sea S cl conjunto de todas las rectas de un plano y sea 2 wes paralela a». Es claro que
si @ es paralela a b y si b es paralela a otra recta ¢, entonces « es paralela a ¢ y 9 es tran-
sitiva.

{b) Para el mismo conjunto S, sea # «es perpendicular an. Como de a perpendiculur a & y
de b perpendicular a ¢ resulta a patalela a c, esta & no es transitiva.

RELACIONES DE EQUIVALENCIA

Una ﬂ'iacién A sobre un conjunto S se llama relacion de equivalencia sobre § si & es (i) reflexiva,
(ii) simetrica, y (iii) transitiva.

Ejemplo 5: Larelacion «=» sobre el conjunto Res indudablemente la relacion de equivalencia mas familiar.
Ejemplo 6: ;La relacion «ticne el mismo nombre que» sobre el conjunto P del Ejemplo 3 es una relacion

de equivalencia?

Habri que verificar la validez de lo que se establece en seguida entre elementos arbitra-
rios x, y.ze P:

{i) x tiene el mismo nombre que x.
(i) Si x tiene el mismo nombre que p, entonces y liene el mismo nombre que .

(iii) Si x tiene el mismo nombre que p y si y tiene el mismo nombre que z, entonces x liene
el mismo nombre que z.

Como todo esto es cierto, «tienc el mismo nombre que» es (i) reflexiva, (i) simétrica,
(iii) transitiva y, por tanto, se trata de una relacién de equivalencia sobre P.

Ejemplo 7: Se sigue del Ejemplo 3(b) que «es hermano de» no es simétrica y que, por tanto, no ¢s una re-
lacion de equivalencia sobre P.
Véanse Problemas 1-3.

CLASES DE EQUIVALENCIA

Sean un conjunto S y una relacién # de equivalencia sobre S. Sia €S, los elementos ¥ € 5 que
verifican y 2 a constituyen un subconjunto. [a]. de S, llamado clase de equivalencia. Asi, pues,

[a] =iy: ¥ €8, yZa}
(Obsérvese el empleo de corchetes para indicar clases de equivalencia.)

Ejemplo 8: Considérese el conjunto 7" de los tridngulos de un plano y la relacion de equivalencia (véase
Problema 1) «es congruente con». Sicndo a. be T entenderemos por [a] el conjunto o clase
de equivalencia de todos los tridngulos de 7" congruentes con el tridngulo a. y por [b] el con-
junto o clase de todos los tridngulos congruentes con el tridngulo b. Notemos de paso que el

i tridngulo « estd incluido en [¢] y que si un tridngulo ¢ estd tanto en [a] como en [b]. enton-

! ces [a] y [#] no son mds que otras dos maneras de denotar la clase [c]-
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Un conjunto {4, B, C, ... | de subconjuntos no vacios de un conjunto S se llama particion de S
si(i)4\U B C\)--- = §ysi (i) la interseccién de cada dos subconjuntos distintos es vacia. El re-
sultado principal de esta seccion es el

Teorema I. Una relacién de equivalencia # sobre un conjunto S produce una particién de S y, re-
ciprocamente, una particion de S define una relacion de equivalencia sobre §.

Ejemplo 9: Sc¢ dice que dos enteros tienen la misma paridad si ambos son pares o si ambos son impares.
La relacion wtiene la misma paridad que» sobre Z es una relacion de equivalencia. (Demués-
trese.) La relacion da lugar a dos subconjuntos de Z:

A=1ix: xeZ, x cs par! B = {x: xeZ x e¢s impar,
i ¥ p 1 par,

Y 1odo clemento de Z se encontrara ya cn A ya en B, pero no en ambos. Asi. pucs. 41 ) B = Z
y AM B = . de modo que la relacion efectiia una particion de 7.

Ejemple 10: Y todo clemento de Z se encontrard ya en A ya en B. pero no en ambos. Asi, pues. 4 \U B = Z
del S={1li23ul0 . 25}. Esevidenteque A\ J B C = Syque AN B=ANC=BNC=.
asi que {A. B. C} es una particion de S. La relacion de equivalencia que da lugar a esta parti-
cion ¢s «da cl mismo resto dividido por 3 quen.

Para demostrar el Teorema I (véase Problema 6), se utilizardn las propiedades que siguen de las
¢lases de equivalencia:

(1) a ela]

(2) Si & ela]. es [b] = [al

(3) Si[a]N[b] # &. es [a] = [b].
La primera resulta inmediatamente de la propiedad reflexiva ¢ # a de una relacion de equivalencia.
Para las otras, véanse Problemas 4-5.

ORDEN D.IN UN CONJUNTO = 124

Sea ¢l subconjunto 4 = {2, 1,3, 12, 4} de N. Al escribirlo
se ha evilado exprofeso seguir la natural inclinacion de enun-
ciarlo como 4 = {1, 2, 3,4, 12} para indicar que esta altima
version resulta de valerse de la relacion binaria (=) definida i
sobre N. Esta ordenacion de los elementos de 4 {0 sea de N) 49
se dice toral, ya que para todo a.b €4 (m.n € N) se tiene
obiena < b,obiecng = b.obiena > b(m < n.m= n.m > n). 3 3
Por otra parte, la relacion binaria (| ), (véase Problema 27,
Capitulor 1) preduce solamente una ordenacion parcial de A, es 24
decir 2|4 pero 2 ) 3. Estas ordenaciones de A se pueden ilustrar
del mejor modo con diagramas. La Fig. 2-1 muestra la orde-
nacion de A efectuada por (=). Se comienza en el punto mas
bajo del diagrama y se siguen las flechas para obtener Fig. 2-1 Fig. 2-2

[ =2 =3 =4 =12

Es de esperar que el diagrama de un conjunto totalmente ordenado sea siempre una linea recta. La Figu-
ra 2-2 ilustra el orden parcial de 4 efectuado por la relacion (| ).
Véase también Problema 7

Un conjunto S se dice parcialmente ordenado (no se excluye la posibilidad del orden totzal) por un=
relacion binaria 9 si para cualesquiera a, b, ¢ €S,
(i) 2 es reflexiva, esto es, a # a
(ii') 2 es antisimétrica, es decir, a# b y bRa si, y solo si, a = b
(iii) 2 es transitiva, es decir, a® b y b R ¢ implican a # ¢
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Se deja al cuidado del lector verificar que estas propiedades las cumplen las relaciones (=)y(])so-
bre A y que las propiedades contienen una redundancia porque (ii') implica (i). La redundancia se ha
introducido para que se vea perfectamente clara la diferencia esencial entre las relaciones de esta sec-
¢ién y las de la precedente, -

Sea S un conjunto parcialmente ordenado con respecto a #. Entonces:

(1) Todo subconjunto de S estd también parcialmente ordenado con respecto a & a la vez que algu-
nos subconjuntos pueden estar totalmente ordenados. Por ejemplo, en la Fig. 2-2, el subconjun-
to {1, 2, 3} estd parcialmente ordenado, en tanto que ¢l subconjunto {1, 2, 4} estd totalmente or-
denado por la relacion (| ).

(2) El elemento @ € S se dice un primer elemento de S si a & x para todo x €85,
(3) El elemento g € S se dice un dltimo elemento de S si x# g para todo x €3S,
[El primero (ultimo) clemento de un conjunto ordenado, si existe, es unico. ]
(4) Elclementoa €S se dice un elemento minimal de S si x & a implica x = g para todo x € 8.
(5) Elelemento g € § se dice un elemento maximal de S sig & x implica g = x paratodo x €.
Ejemplo 11: (q) En las ordenaciones de A de las Figs. 2-1 y 2-2, el primer elemento es [y el altimo ele-
mento es 12, Asimismo, 1 es un elemento minimal y 12 es un elemento maximal.

(b) Enla Fig. 2-3, § = {as b. ¢, 4} tienc un primer clemento a, pero no tiene tltimo. Aqui a
es un elemento minimal, en tanto que ¢ y d son elementos maximales.

{¢) Enla Fig. 24, S = {a, b, ¢, d. ¢} ticne un Ultimo elemento e, pero carece de primer ele-
mento. Aqui @ y b son elementos. minimales, mientras que ¢ €s un elemento maximal.

a b
Fig. 2-3 Fig. 2-4

Si un conjunto ordenado S tiene la propiedad de que cada uno de sus subconjuntos no vacios tiene
primer elemento, se dice que esta bien ordenado. Por ejemplo, considérense los conjuntos Ny Q orde-
nado cada uno por la relacion (=). Se ve que N es bien ordenado ; pero, dado que el subconjunto {x: x € 0,
x > 2} de Q no tiene primer elemento, O no s bien ordenado en cambio. ;Esta Z hien ordenado por
la relacién (=)? (Esta 4 = {1,2,3,4,12} bien ordenado por la relacién (| )?

Sea S un conjunto bien ordenado por la relacion Z. Entonces, para cualesquiera a, b € S, el sub-
conjunto {a, b} de § tiene primer elemento y, entonees, o bien a # b o bien b # a. Queda demostrado el

Teorema II. Todo conjunto bien ordenado es totalmente ordenado.

OPERACIONES
Sea QF = {x:x €Q, x> 0}. Para cualesquiera a,b e 0", se tiene
a+ b, bh+a ab b a a:b b:a e 0"

Adicién, multiplicacién y division son ejemplos de operaciones binarias en Q% . (Obsérvese que seme-
jantes operaciones son simplemente aplicaciones de 0% x QF en @) Por gjemplo, la adicion asocia
acadapara,b € Q" unelementoa + b € Q*.Aquiesa + b = b + a, pero, en general, a1 b #+ b:a;
de manera que para tener la ssguridad de una imagen linica, es necesario considerar estas operaciones
como definidas para un par ordenado de elementos. Asi, pues,
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Una operacién binaria «=» en un conjunto no vacio § es una aplicacion que asocia a cada par or-
denado (a, b) de elementos de S un elemento definido unico « = & de §. Dicho brevemente, una opera-
cidon binaria en un conjunto S es una aplicacion de § x Sen S.

Ejemplo 12:

(a)

(h)

()

La adicion es una operagion binaria en el conjun- @ a b ¢ d o

to de los nimeros naturales pares (la suma de dos

nimeros naturales pares es un nimero natural G T Sl i

par), pero no es una operacion binaria en el con- \\\

junto de los niimeros naturales impares (la suma A T S S

de dos niimeros naturales impares es un nimero N

natural par). ' & ARRLEE e #
~

Ni la adicion ni la multiplicacion son operaciones d |d e oml B ()

binarias en § = {0, 1, 2, 3, 4}, pues, por cjemplo, g

24+3=5¢85y2-3=06¢g85. ¢ [ @ b e d

La Tabla 2-1 adjunta, que define una cierta opera- Tabla 2-1

cion binaria o sobre ¢l conjunto 4 = {a, b, ¢, d. ¢}

ha de leer asi: Para cada par ordenado (x, y) de 4 x A4 se encuentra x = v en el cruce de
la fila encabezada x y la columna encabezada y. Por gjemplo, el elemento marcado con
un circulo es doe (no e-d)

El hecho de que = sea una operacion binaria sobre un conjunto S se suele indicar por el enunciado
equivalente: El conjunto S es cerrado con respecto a la operacion -. El Ejemplo 12(a) se puede expre-
sar entonces asi: El conjunto de los nimeros naturales pares es cerrado con respecto a la adicidn; el
conjunto de los nimeros naturales impares no es cerrado con respecto a la adicidn.

PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES BINARIAS

Una operacion” binaria ¢ sobre un conjunto S se dice commutativa si x=y = yox para

todo x,y e8.

Ejemplo. 13:
f

(a)

(h)

La adicién y la multiplicacion son operaciones binarias conmutativas en tanto que la
division no es una operacién binaria conmutativa sobre Q7.

La operacién - sobre A de la Tabla 2-1 es conmutativa. Esto se verifica facilmente no-
tando que (i) cada fila (b, ¢. d, e, a en la segunda fila, por ejemplo) y la columna con igual
encabezamiento (b, c, d.e.a, en la segunda columna) se leen exactamente lo mismo:
o bien porgue (i1) los elementos de § estan situados simétricamente con respecto 4 la dia-
gonal principal (linea de trazos) que va de la izquierda superior a la derecha inferior de
la tabla.

Una operacién binaria » sobre un conjunto § se dice asociativa si (x = y) o z = x = (y » z) para cuales-

quiera x, y,z €8,
Ejemplo 14:

(a)
(b)

(c)

La adicién y la multiplicacion son operaciones binarias asociativas sobre 07,

La operacion = sobre A de la Tabla 2-1 es asociativa. Se encuentra, por cjemplo. que
thoclod=dsd=hyquebs(cedl=boa=h;ldre)ed=ccd=ayd-le=d)=
dee¢=a;....Laprueba completa seria en extremo tediosa, pero se sugicre al lector que
haga otras cuantas verificaciones al azar,

Sea - una operacion binaria sobre R. definida por
anh=ua+ 2b para cualesquiera a, beR
Como (arbyoc=(u+ 2h)cec=a+2h + 2¢
pero galbrcl=aclhb+2¢)=aL2(h+ 2¢)=a+ 2b + 4¢

la operacion no es asociativa,

Un conjunte S esta dotado de elemento neutro (identidad o unidad, tambicn se dice) con respecio
a una operaci6n binaria - sobre S si existe un elemento u € Scon la propiedad dequeu - x = x= 1 = x

para todo x €S.
Ejemplo 15:

(a)

Un elemento neutro de @ con respecto a la adicion es 0 porque 0 + x = x = 0 = x
para todo x € @; un elemento neutro de Q con respecto a la multiplicacion =s 1. pussio
que |+x=x+1=x para todo xe Q.
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(h) N no tiene elemento neutro con respecto a la adicién, pero | es un elemento neutro res-
pecto de la multiplicacion.

{¢) Un elemento neutro del conjunto A del Ejemplo 12(c) con respecto a = es a. Notese que
hay solamente uno.

En el Problema 8 demostramos el

Teorema III. El clemento neutro, si existe. de un conjunto S con respecto a una operacion binaria
. sobre § es unico.

Sea un conjunto S que posee el elemento neutro u con respecto a una operacion binaria =. Un ele-
mento y €S se dice simétrico de x €8 st X2y =yox =u

Ejemplo 16: («) El simétrico con respecto a la adicion. o sea el simérrico aditive de x € Z es —x porque
x + (—x) = 0, que es ¢l elemento neutro aditivo de Z. El simétrico aditivo se suele la-
mar opuesto. En_general, x € 7 no tiene simétrico multiplicativo.

(b) En el Ejemplo 12(c), los simétricos de a, b, c, d. ¢ son, respectivamente, a, ¢, d, ¢, b.
No es dificil demostrar el

Teorema IV. Sea - una operacion binaria sobre un conjunto S. El simétrico con respecto a - del x e S,
si existe, es Unico.

Por ultimo, sea S un conjunto con dos operaciones binarias o y = definidas sobre él. La operacion
o se dice distributiva a la izquierda con respecto 4 o si
ac(b-c)=(aoh)-(aoc¢) para cualesquicra a.b,c €8 {a)
y se dice distributiva a la derecha con respecto a = si
(h-c)ma=(bhoa)s(coa) para cualesquiera a.bh.c €5 (b)
Si se verifican tanto (a) como (), se dice simplemente que o es distributiva con respecto a =, Notese que
los segundos miembros de (a) y (b) son iguales si © es conmutativa.

Ejemplo 17: (¢) En el conjunto dyﬁs enteros, la multiplicacion (o = -) es distributiva con respecto a
la adicion (c = +), ya que x-(y + Z)=x*y + x+Z para todo x, y, ze Z.
{h) En el conjunto de los enteros, sea = la adicion ordinaria y o la operacion definida por

2

xop=x>-y=x para cualesquiera x yeZ

Como aob+c)=a*b+ac=lacb)+ (acc)
o es distributiva a la izquierda con respecto a +. Como
(b+c)oa=ab® + 2abe + ac® + (boa)+ (c oa)= ba+ cla

o no es distributiva a la derecha respecto de +.

RELACION DE EQUIVALENCIA COMPATIBLE CON UNA OPERACION

Sea S = {a,b,¢,...} un conjunto en el cual se ha definido una operacion = y sea una relacion
de equivalencia # que produce en S la particion en el conjunto de clases de equivalencia E = {[«]. [b].
[¢]....}. Si se define sobre £ una operacién binaria @ por
[a] @ [6] = [a=b] para cualesquiera [a].[b] € E
No se ve de inmediato que para cualesquiera p,g € [a] y para cualesquiera r, s € [b], se tenga

[por]=[qos]=[a=b] (c)
Se dira que la relacion de equivalencia # es compatible con la operacién binaria @ y que entonces la
operacion €5 esta bien definida si se verifica (c), es decir, que

[rl& [r] = [q] ® [s] = [a] & [&]
siempre que (c) se verifique y solo entonces.
Ejemplo 18: La relacion «da el mismo resto cuando se divide por 9 que» reparte N en nueve clases de equi-
valencia [1]. [2].[3]... .. [9]. Si = se interpreta como adicion en N es ficil ver que @ queda

bien definida de acuerdo con lo dicho arriba. Porcjemplo.six, ye N.9x + 2 [2]y9 + 5¢[5]
entonces [2] @ [5]=[Ox +2)+ (9v 4+ S)] =[%x+ »)+ 7] = [7] = [2 + 5], etec.
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ISOMORFISMOS

En toda esta seccion utilizaremos los dos conjuntos
A = {1,2J3’4} y B = {;ﬂ'QDrJS}

Ya que se han itroducido las relaciones de orden, habra tendencia aqui a poner el orden familiar al
dar los elementos de cada conjunto. Lo indicamos para advertir al lector contra esto de atribuir a
un conjunto cualquiera propiedades que no estén explicitamente establecidas. En (1) consideramos
A y B como conjuntos arbitrarios de cuatro elementos cada uno y nada mas; por gjemplo, podriamos
escribir {*, +, 8, %} como A4 o como B; en (2) introducimos relaciones de orden sobre 4 y B pero no
las mencionadas arriba; en (3) definimcs operaciones binarias sobre los conjuntos no ordenados 4 y B;
en (4) definimos operaciones binarias sobre los conjuntos ordenados de (2).

(1) La aplicacion a: lep 26q 3or des

es una de las veinticuatro que establecen una biyeccidn entre 4 y B.

(2) Sean A ordenado por la relacion # = (|} y B p i
ordenado por la relacion #', como se indica en 3
el diagrama de la Fig. 2-5. Como el diagrama para 4
es como se muestra en la Fig. 2-6, es claro que la
aplicacion

B: ler 28, 3oq, 4dep |
cs una biyegfion entre 4 y B que preserva las

relaciones de orden; es decir, para cualesquiera - 4
v €4 yx,y eBconue xyuve y entonces

; ! Fig. 2-5 Fig. 2
u#R'v implica xRy 5 28
y reciprocamente.
(3) Definanse en los conjuntos no ordenados A y B las operaciones binarias respectivas = y o por las
tablas de operacién

A B
o 1 2 3 4 = D q g 8
1 1 2 3 4 P q T 5 P
2 2 4 1 3 ¥ q r 2 P q
3 3 1 4 2 r & p g i
4 4 3 2 1 8 p q T 8
Tabla 2-2 Tabla 2-3

Se puede verificar facilmente que la aplicacién
v: les 2op 3o, 4e9q

es una biyeccién entre 4 y B que preserva las operaciones, es decir, que siempre que
wWEA & xEB y VEA & y€B
(léase «w en A corresponde a x en B y v en A corresponde a y en B»), entonces
We «=» X0y

(4) Definanse en los conjuntos ordenados 4 y B de (2) las respectivas operaciones binarias - ¥
las tablas de operacion
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A B
o 1 2 3 4 o n q 1 8
1 1 2 3 4 il r 5 P q
2 2 4 1 3 v 3 p q r
3 3 1 4 2 [ 1] q ¥ 5
4 4 3 2 1 8 q r 3 P
Tabla 24 Tabla 2-5

Se puede verificar facilmente que la aplicacion

B: ler 28 3'eq, 4op
es una biyeccion entre 4 y B que preserva tanto las relaciones de orden como las operaciones.

Por sistema algebraico S entenderemos un conjunto S junto con cualesquiera rclaciones y opera-
ciones definidas sobre S. En cada uno de los casos (1)-(4) anteriores, se trata, pues, de una cierta corres-
pondencia entre los conjuntos de los dos sistemas. En cada caso diremos que la aplicacién de que se
trata es un isomorfismo de 4 sobre B o que los sistemas A4 y B son isomorfos respecto de la aplicacion;
asi, pues:

Dos: sistemas S y T se dicen isomorfos si

(i) existe una biyeccién entre los conjintos S y 7T, y
(ii) cualesquiera relaciones y operaciones definidas en los conjuntos se conservan en la biyeccion.

Consideremos con mas detalle los dos sistemas A y B de (3). La operacion binaria ¢ es asociativa
y conmutativa; asimismo, con respecto a esta operacién A tiene 1 como elemento neutro y todo elemen-
to de A tiene simétrico. Es de sospechar que la Tabla 2-2 es algo mds que un vacio ejercicio de construc-
cién de un cuadro en que ningtn elemento se presente dos veces en la misma fila o columna. Conside-
rando los elementos de 4 como digitos y no como simbolos abstractos, es facil verificar que la opera-
cién binaria = se puede definir asi: para cualesquiera x.y €4, x = y esel resto de dividir x * y por 3.
(Por ejemplo, 24 =8 = 15+ 3y2~4 = 3.) Mds aun, el sistema B no es mas que una version dis-
frazada o en clave del A4, siendo la clave en este caso la biyeccién 3.

Emplearemos los isomorfismos entre sistemas algebraicos de dos mancras:

(@) Descubiertas ciertas propiedades de un sistema (por ejemplo, las de 4 enumeradas antes) pode-
mos sin mas trasladarlas como propiedades a cualquier otro sistema isomorfo con €L

(b) Siempre que sea mds cémodo, podemos remplazar un sistema por otro isomorfo con él. Ejemplos
de esto se encontraran en los Capitulos 4 y 6.

PERMUTACIONES

Sea S = {1,2.3,...,n} y examinese el conjunto S, de las n! permutaciones de estos n simbolos.
(No se da especial significacién al hecho de que sean nimeros naturales.) La definicidén de producto
de composicién de aplicaciones en el Capitulo | lleva naturalmente a definir una «operacién permu-
tacién» = entre los elementos de S,. Ante todo vamos a introducir notaciones mds comodas para las
permutaciones.

Sea iy, i, i3, . . - » i, una cierta ordenacion de los elementos de S. Usaremos una notacion en dos
lineas para la permutacion
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gue no es mds que una variacién de la notacién para la aplicacién
ol la =iy, 2a = iy, Ba = 1y, S ey

De igual modo, si j;. f2. j3, - - - ..J, €5 otra ordenacion de los elementos de S, escribiremes

L 8 8 i o
B = 5, i 4
Fa e R e

Por producto « = f§ entenderemos que & y f# se han de hacer en ese orden. Asi, pues, una reordenacion
de cualquier ordenacién de los elementos de S es simplemente otra ordenacién de éstos. De modo que
para cualesquiera o, f € S,, 2« f € §, y entonces es - una operacion binaria sobre §,.

: ol 1 I TR _(12345 _ {12345
Eiemlo 10, - . 4an “‘(23451)* = _13254)' y ”_(12453)
tres de las 5! permutaciones del conjunto S de todas lasfrmutacioncs de § = {1,2, 3,4, 5}.
Como el orden de las columnas en cualquier permulacidn no importa, se puede escribir

también ff como g =

(2 3451
Entonces

3 25 41

123
BT (234

) en la que la linea superior de f# es la inferior de o

De modo que » no es conmutativa.

Escribiendo y como (3 25

1) , se tiene que
4 2 1

4
5
345&(32541\_ 12345
541 L2735y T e g1
A S e | i
Averigiie el lector goy = 122351/ 7 compruebe que (ae=fi)ry = a-(foy). Asi,

3
o o -~ 1 2
las f)ey (3 o

pues, = e§ asociativa en este ejemplo. Ahora es ficil demostrar que = es asociativa sobre S5 y
también sobre S,.

12345

La permutacion neutra o idéntica es J = (1 2 3 ) ya que evidentemente

45,
chﬂ' = ao_(j = g

Por dltimo. intercambiando las dos lineas de o, tenemos

T (12345\__ o
b = &
12345) \5 1234/
pues xog ' =a 'sa =4 Ademis, es cvidente gque todo clemento de S tiene un si-

MELTico.
Se introduce ahora otra notacion para las permutaciones. La permutacién
= 12545
a1 (2 345 1)
del Ejemplo 19 se puede escribir en notacion ciclica de la manera siguiente: (12345), interpretandose
el ciclo (12345)como que 1 se cambia por 2, 2 se cambia por 3, 3 por4,4por 5 y 5 por 1. La permutacion

12345
L e

puede escribirse como (345), significando el ciclo (345) que 1 y 2. los simbolos que faltan. no se cam-
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bian, en tanto que 3 se cambia por 4, 4 por 5 y 5 por 3. La permutacion f se puede escribir (23)(45). La
interpretacion es clara: 1 no cambia; 2 se cambia por 3 v 3 por 2; 4 se remplaza por Sy 5 por 4. Lla-
maremos a (23)(45) producto de ciclos. Nétese que estos ciclos son disjuntos, esto es; que no tienen sim-
bolos en comun. Asi, pues, en notacion ciclica es de esperar que una permutacion de n simbolos con-
sista en un solo ciclo o sea producto de dos o mas ciclos mutuamente disjuntos. Claro que (23) y (45)
son permutaciones de S = {1,2, 3,4, 5] y, por tanto, § = (23) = (45), pero seguiremos utilizando la
yuxtaposicién para indicar el producto de ciclos disjuntos. El lector verificard que = f§ = (135) y que
f oo = (124). En esta notacion, la permutacion idéntica o neutra .# serd denotada por (1).

Vease Problema 11.

TRANSPOSICIONES

Se llama transposicién una permutacion tal como la (12) o la (25), . . . , en que.se intercambian sola-
mente dos de los » simbolos de S = {1,2,3,...,n}. Toda permutacion se puede expresarsi bien no
en forma vnica, como producto de transposiciones. j

Ejemplo 20: Expresar las siguientes permutaciones:

(a) (23), (b) (135), (c) (2345), (d) (12345)
en § = {1,2,8,4,5] como resultado de las transposiciones

(@) (23) = (12)°(23) > (13) = (12) o (13)» (12}

(b) (135) = (13)=(15) = (15) ¢ (35) = (15} o (13) o (15} = (18)
(¢) (2345) = (28)0(24) = (25) = (25) ¢ (34) = (35)

(d) (12345) = (12) = (18) o (14) o (15)

Este ejemplo ilustra el

Teorema V. Si una permutacion « de n simbolos sc expresa como producto de r transposiciones y
asimismo como producto de s transposiciones, entonces r y s son ambos pares 0 ambos
impares.

Para una demostracion. véase Problema 12.

Una permutacion se dice par (impar) si se puede expresar como producto de un nimero par (impar)
de transposiciones. En el Problema~13 se demuestra el
Teorema VI. De las n! ;jr_crmutaciones df}:n simbolos, la mitad son pares y la mitad impares.

El Ejemplo 20 ilustra tambisa el —~"

Teorema VII. Un ciclo de m simbolos se puede escribir como producto de m — | transposiciones.

SISTEMAS ALGEBRAICOS

Gran parte del resto de este libro se consagra al estudio de diversos sistemas algebraicos. Tales
sistemas s¢ pueden estudiar de una de estas dos maneras:

(a) Se empieza con un conjunto de elementos (por ejemplo, los niimeros naturales o un conjunto iso-
morfo a ¢ste), definiendo las operaciones binarias adicion y multiplicacion y derivando las leyes
conocidas que rigen las operaciones con estos nimeros.

(h) Se empieza con un ¢onjunto S de elementos (no identificados); se define una operacién binaria =;
se establecen ciertos postulados, por gjemplo, que (i) = es asociativa, que (ii) hay un elemento neutro,
en S con respecto a =, (ii1) que todo clemento de S tiene un simétrico respecto de = en §; y se de-
ducen los teoremas consiguientes.

" . - v - [ s roa . 2
Ambos procedimientos se ilustraran aqui. En el capitulo préximo seguiremos el («) al estudiar los
numeros naturales.
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2.

Problemas resueltos

Demostrar que «es congruente con» en el conjunte T de los tridngulos de un plano, es una rela-
cion de equivalencia.

(i) w«a es congruente con g para todo ae Tw es cierto.

(it} «Si a es congruente con b, entonces b es congruente con a», €5 cierto.

(ili) «Si @ es congruente con b y b lo €3 con ¢, eNtONCEs @ €5 cCongrusnte con ¢, €5 ciérto.

Asi, pues, «es congruente con» es una relacion de equivalencia sobre T.

Demostrar que «<» en Z no es una relacion de equivalencia.

(i) w«a < qg» para todo g€ Z no ‘es cierto.

{ii) «Sia<b, es b < ar tampoco s cierto.

{ili) «Sia<bhyb<rc entonces @ < o» es cierto.

Asi que «<» no es una relacion de equivalencia en Z. (Notese que (i) o (i) es suficiente.)

Sea & una relacion de equivalencia y supongase que ¢ #Z a y ¢ # b. Demostrar que a @ .

Como ¢ & a, también a # ¢ (por la propiedad simétrica). Como a # ¢ y ¢ ® b, entonces a # b (por la pro-
piedad transitiva).

Demostrar que si & € [a], entonces [b] = [a].

Sea 9 la relacion de equivalencia que define [a]. Por definicion, b € [a] implica b @ a y x € [b] implica x 2 &
Entonces x # « para todo x € [b] (por lu propiedad transitiva) y [] C [a]. Repitiendo el razonamiento con a 2 b
(que resulta de la propiedad simétrica de ) y v % a (siempre que v € [a]) resulta [a] C [£]. Asi. pues, [A] = [a].
como se afirmaba,

Demostrar que si [a] N [b] # &, entonces [a] = [#].

Suponiendo que [a] N [6] = {r.s. ...} se tienc [r] = [¢] y [] = [#] (por el Problema 4}, y [a] = [4]
{por la propiedad transitiva de =).

Demostrar que una relacion de equivalencia & sobre un conjunto S produce una particion de S y
reciprocamente, una particién de S define una relacidn de equivalencia sobre S.

Sea # una relacién de equivalencia sobre Sy definase para cada pe S,
T,=[p] =ix: xe8 x&p}

Como p £ [p], esclaro que S es la union de todos los subconjuntos distintos T,. T, T.. . . . inducidos por #. Pero
para todo par de estos subconjuntos, como T, y T,. tenemos 13, (M 7, = & porque si no 7, = T, segun ¢f Pro-
blema 5. Asi, pues. {7, Ty 7. ...} es la particion de § efectuada por 4.

Reciprocamente, sea {T,. Ty Tov o - - | una particion de S. Definase sobre S Id relacion binaria # por p # ¢
si, y solamente si, hay un T en la particion tal que p. g € T.. Es claro que # es reflexiva y simétrica. Supongase
p®qyq# r; entonces, por la definicion de . existen subconjuntos T, y T, (no necesariamente distintos) pard
los cuales p. g€ T; y g, re T Perocomo T; M T, # (. entonces F; = T, Como p.r e T, entonces p A ry # es
transitiva. Asi que & es una relacion de equivalencia.
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7. Hégase ¢l diagrama del orden parcial de (a) el conjunto de subconjuntos de S = {q, b, ¢} indu-
cido por la relacién binaria (C), (b) el conjunto B = {2, 4,5, 8, _15, 45, 60} inducido por la relacién

binaria (] ).

{a, b, e}

8 50 46
{a, b} {b, ¢}
4 16
{a} {e} ?
@ 2 B
Fig. 2-7 Fig. 2-8

Estas figuras no necesitan mayor elaboracion una vez comprendido que se ha de emplear un niimero mi-
nimo de segmentos. En la Fig. 2-7, por ejemplo, @f no se une directamente a {a, b, ¢}, puesto que & C {a. b, ¢}
viene indicado por el camino @& C {a} C {a. b} C la, b, ¢}. Andlogamente, en la Fig. 2-8, los segmentos que
unen 2 a 8 y 5 a 45 no son necesarios. =

8. Demostrar que el elemento neutro, si existe, respecto de una operacién binaria » sobre un con-
junto § es dnico.

Supodngase lo contrario, es decir, que g, y ¢, sean elementos neutros de §. Como g, &5 un elemento neutro,
se liene gy © g, = ¢, pero como g, también es elemento neutro, se tiene asimismo g; = ¢; = gq,. Asi, pues,
§1 = ¢y °4q; = ¢;; y el elemento neutro es dnico.

9. Demostrar que la multiplicacién es una operacién binaria sobre § = {1, —1,i, =i} siendoi = \/— 1.

La manera mds simple de hacerlo es formar la tabla adyacente, no- L | § =3
tando que cada cabeza de linea o columna es un elemento tnico de S.

El orden en que se pongan los elementos de § encabezando las en-
tradas es indiferente, pero siempre es algo ventajoso utilizar el mismo =1 [ =1 3 i
orden en ambos sentidos.

El lector puede demostrar facilmente que la multiplicacién sobre §
es asociativa y conmutativa, que | es el elemento neutro y que los simé-
tricos de 1, —1,4, —i son, respectivamente, 1, —1, —i, i. Fabla 26

10. Determinense las propiedades de las operaciones binarias = y o definidas sobre § = {a, b, ¢, d}
por las tablas siguientes:

o ] a b c d =] a b ¢ d
a o b ¢ d a d a [ b
b b [ d a b a [ b d
¢ ¢ d a b c b d a e
d d a b c d ¢ b d a

Tabla 2-7 Tabla 2-8
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La operaci6n binaria - definida por la Tabla 2-7 es conmutativa (verifiquese que las casillas estdn situadas
simétricamente respecto de la diagonal principal) y asociativa (otra tarea). Hay un elemento neutro a (los en-
cabezamientos de columna son también los elementos de la primera columna v los encabezamientos de fila son
también los elementos de la primera fila). Los simétricos de a, b, ¢, d son, respectivamente, a,d. ¢, b (a-a =
bed=coce=dob=a)

La operacién binaria = definida por la Tabla 2-8 no es conmutativa (g oc=c, coa = b) ni asociati-

val@ao(boe)=aob=a (@obh)oc=ace=c) No hay elemento neutro ¥y, por tanto, ningin ele-
mento de S tiene simétrico.

Comoago(dec)=a+d=(aodol@oc)y(doc)oa+(doa):(c=a), ono es distributiva ni
a izquierda ni a derecha con respecto a < como de (¢ o b) = ¢ # a = (d=c) o (d= b) y = es conmutativa, o no
es distributiva ni a izquierda ni a derecha con respecto a: o.

11. (a) Escribir las permutaciones (23) y (13)(245) con 5 simbolos en notacién de dos lineas.
(b) Expresar los productos (23)» (13)(245) y (13)(245) o (23) en notacién ciclica.
(c) Expresar en notacién ciclica las simétricas de (23) y de (13)(245).

12845 12345
@ w = (15245) v weew = (33153)

o o = (1130001105 = (1182) - o
" ey = (333404130 - (B21148) < aue
(¢) Lainversa de (23) es (1 g g : g) = (i g g : g) = (23)
La inversa de (13)(245) es (f e :) = (; e 2) = (13)(254).

12. Demostrar: Sea una permutacién « de n simbolos expresada como producto de r transposiciones
y también como producto de s > r transposiciones. Entonces r y s son ambos pares o ambos
impares.

Utilizando los simbolos diferentes x,, X, x3, ..., x,, se forma el producto

A = (mp— @y —xa)(ey — ) - (23— 2,)

(g — zghwa —2) =~ - (zg — mp)

(zn-l = xn)

Una transposicion (u, v), donde v < v, sobre A tiene el efecto siguiente: (1) cualquier factor en que no en-
tren ni x, ni x, permanece invariable, (2) solo el factor x, — x, cambia de signo, (3) los restantes factores, los
que contienen x, o x,, pero no ambos, se pueden agrupar en parejas, (x, — x,)(x, — x,,), donde u < v < w,
(xy, — x,)(x, — x,) donde u < w < vy (x, — x,)(x, — x,) con w < u < v todos los cuales permanecen inva-
riables. Asi, pues, el efecto de la transposicién sobre A4 es cambiar su signo.

Ahora bien, el efecto de « sobre 4 es dar (—1)'4 o (—1)°4 segiin que a se escriba como producto de r o
de s transposiciones. Como (—1f4 = (—1)°4, tenemos A = (—1F "4, 0 sea que 5 — r es par. Asi, pues, r y s
son ambos pares 0 ambos impares.

13. Demostrar que de las n! permutaciones de n simbolos, la mitad son pares y la mitad impares.

Dendtense las permutaciones pares por p,, ps, P, - . .. p, ¥ las impares por gy, g, g3, . . . . g,- Sea [ una
transposicién cualquiera. Entonces ¢ o Py, Lo py, teps, ... 1= p, son permutaciones de # simbolos, que son dis-
tintas porque py, py, p3, . . . , p, son distintas y son impares; asi que n = v. También t 4 g,, t o g3, £ ga, ..., [ 2 g,
son distintas y pares; asi que v =<u. Luego u = v = in!
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15.

16.

17.

21.

22
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Problemas propuestos

;Cusles de las siguientes son relaciones de equivalencia?

{a) «Es semejante a» para el conjunto T de todos los tridngulos de un plano.

{h) «Tiene igual radio que» para todos los circulos de un plano.

(¢} «Es el cuadrado de» para el conjunto N.

{d) «Tiene el mismo numero de vértices que» para el conjunto de todos los poligonos de un plano.
{e} «C» para el conjunto de’ conjuntos S = {A4. B, C.... 3

f) «=» para el conjunto R.

Resp. la), (b), (d).

{a) Demostrar que «es factor de» en N es reflexiva y transitiva, pero no simétricay

(b) Demostrar que «cuesta délar mis o menos» para zapatos de hombres es reﬂexi‘a y simétrica, pero no
transitiva.

{(¢) Dar un cjemplo de relacion simétrica y transitiva, pero no reflexiva.

(d) Deducir de (a), (h), (¢) que dos propicdades de las reflexiva, simeétrica, transitiva de una relacion binaria
no implican la otra.

Hacer el diagrama del orden parcial de

d
(@ A ={1,23,6 s e
(b) B = {1,2,3,5,30,60} y (¢) C = {1,8,6,15,30,45}
inducida en cada uno por la relacién (]).
b

Sca § = {a. b. ¢, d.e. f} ordenado por la relacion # como se ve en la
Fig. 2-9. (a) Enumerar todos los pares x, y € S para losque x & y. (h). Enu- a Fig. 2.9 f
merar los subconjuntos de tres elementos que estén totalmente ordenados. &

Verificar:

{u) el conjunto ordenado de subconjuntos de S en ¢l Problema 7(a) tiene & como primer elemento (también
como elemento minimal) y S como oltimo elemento (también como elemento maximal),

(b} el conjunto ordenado B del Problema 7(h) no tiene primero ni altimo clemento. (Cudles son sus elementos
minimal y maximal?, -

{¢) el subconjunto € = {2.4.5. 15, 60} de B del Problema 7{5) carece de primero y tltimo elemento. (Cuales
son sus elementos minimales y maximales?

Demostrar que:
(¢) la multiplicacion es una operacién binaria sobre § =11, —1} pero no sobre T = {1.2},

(b) la adicion es una operacion hinaria sobre § = {x: xe Z, x < 0}, pero la multiplicacion no.

Sea S = {4.B,C.D} donde 4 = . B=labj. C= {a.et. D =la,b. ¢}. Constriyanse tablas que mues-
tren que L) es una operacion binaria sobre § pero que (1 no lo es.

Para las operaciones binarias o y = definidas sobre 5 = {a. b, c.d. e} por las Tablas 2-9 y 2-10. supongase que
son asociativas ¢ investiguense todas las demds propiedades.

° | a b ¢ d e = a b c d e

a @ d a o e @ a ¢ ¢ a [

b d b b d e b ¢ c ¢ b b

¢ a b d e c ¢ ¢ ¢ ¢ c

d d d d d e - d @ b e d d

¢ € € [ e ¢ € @ b c d e
Tabla 2-9 Tabla 2-10

Sea § = {4.B.C, D} donde 4 = @&. B = {u}.\.C = fa. b}, D = la.b.c).
{¢) Constriyanse tablas para demostrar que \J y (7 son operaciones binarias sobre §.
(h) Supéngase la asociatividad para cada operacion ¢ investiguense todas las demds propiedades.
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23.

29,

31.

Para la operacidn binariasobre S = {a, b, ¢. d, ¢, f, g, h} s a b ¢ d e f g h
definida por la Tabla 2-11, dése por sentada la asocia- b - a
tividad e investiguense todas las otras propiedades. e o g £ f g A
b b ¢ d a h g e f
c c d a b f e k g
Demuéstrese gue = definida en el Problema 23 es una d 4 5 A
operacion binaria sobre los subconjuntos S, = {a}; ¢ g : ®
Si={ach S,={ae), Ss={af) So={agh e |e o f k a ¢ b 4
§s = {a, }55—{Hﬁfd} Sy ={a, c ¢ f} £ f R e g ¢ a d b
Ss = {a,c, g h}, pero no sobre los subconjuntos % 4 b
T, ={a,b}y T, = {a f, g} de &. ol . S
h h e g f b d e a
Tabla 2-11

Demostrar el Teorema IV. Sugerencia: Suponer que y
y z son simétricos de x y considérese z» (xoy) = (zo x)e p.

(a) . Demostrar que el conjunto N de los niimeros naturales respecto de la idlmén y el conjunto M = {2x: x e N}
respecto de la adicion, son isomorfos. Sugerencia: Utilizar ne N « 2ne M.

(b) Elconjunto N respecto de la adicién, jes isomorfo al conjunto P = {2x — 1: xe N} respecto de la adicion?

(¢) El conjunto M de (a), jes isomorfo al conjunto P de (b)?

Sean A y B conjuntos dotados de las operaciones respectivas = y o, Supéngase que 4 vy B son isomorfos
y demuéstrese:

{a) Si la ley asociativa (conmutativa) se verifica en A, también se verifica en B.
(b) Si A tiene un elemento neutro u, entonces su correspondiente ¥’ es el elemento neutro en B.
{c) Sicada elemento de A tiene un simétrico con respecto a =, lo mismo ocurre con los elementos de B respec-

to de o.
Sugerencia: En (a),sea a €A <> a'€B, b b, ¢ <> ¢'. Entonces
ac(boe) & a' o (b =), (aob)oe < (@'=b)oe’
y ae(boe) = (aob)ee implica a'o(doe) = (a'ob)ae

Expresar cada una de las siguientes permutaciones de 8 simbolos como producto de ciclos disjuntos y como pro-
ducto de transposiciones (en niimero minimo).

Bl b o SE IR ot 88 4
(d) (2468)=(348) (e) (15)(2468) o (37)(15468) (f) (135)°(3456) o (4678)
Respuesta parcial. (a) (1234) = (12)(13)(14)

(e) (13)(246)(58) = (13)(24)(26)(58)

(d) (28){346) = (28)(34)(386)

(f) (1637845) = (16)(13)(17)(18)(14)(15)

Nota: Por comodidad, - se ha suprimido al indicar los productos de transposiciones.

Demostrar que los ciclos (1357) y (2468) del Problema 28(h) son conmutativos. Establecer el teorema co-
rrespondiente.

Escribir en notacion ciclica las 6 permutaciones sobre § = {1, 2, 3}, denotarlas en cierto orden POL Py Py Pas e on s
Pe ¥ formar una tabla de productos p; = p;.

Formar la tabla de operacion (producto) para el conjunto S = {(1), (1234), (1432), (13)(24)} de permutaciones
de cuatro simbolos, Mediante la Tabla 2-3 mostrar que S es isomorfo a B.




Capitulo 3

Los nimeros naturales

LOS POSTULADOS DE PEANO

Hasta ahora hemos supuesto las propiedades de los sistemas de nameros que son necesarias para
proporcionarnos gjemplos y ejercicios en los primeros capitulos. En este capitulo nos proponemos cons-
truir el sistema de los nimeros naturales suponiendo solamente unas cuantas de sus propiedades mas
simples. Estas propiedades mds simples, conocidas como postulados (axiomas) de Peano_por el mate-
.matico italiano que los enuncié en 1899, se pueden establecer como sigue: \

Sea un conjunto N no vacio, tal que
Postulado I: 1 eN.
Postulado II: Para cada n e N existe un tnico n* €N, llamado siguiente de n.
Postulado III: Para cada n N se tiene n* = L.
Postulade IV: Si m,n €N y m* = n*, entonces m = n.
Postulado V: Todo subconjunto K de N que tenga las propiedades

(@) 1 ek
(6) k*e K siempre que ke K

es el mismo N.

Primero veremos que, efectivamente, éstas son propiedades bien conocidas de los nimeros na-
turales. Los Postulados I y II no requieren mds explicacion; el III establece que hay un primer niimero
natural, el 1; el [V dice que distintos niimeros naturales m y n tienen distintos siguientes m + lyn+1;
el V dice en esencia que cualquier nimero natural puede alcanzarse comenzando con 1 y contando los

siguientes consecutivos.
Se observard que en las definiciones de adicion y multiplicacién sobre N que siguen no se acude

a nada que sobrepase estos postulados.

ADICION SOBRE N
La adicion sobre N se define por
(® n+1=n* paratodon ehN.
(i) n +m* = (n + m)* siempre que n + m esté definido.
Se demuestra que la adicién estd regida por las leyes siguientes:
Para cualesquiera m,n,p €N,

A,. Ley de clausura n+meN

A,. Ley conmutativa n+m=m+n

A,. Ley asociativa m+n+p)=m+n)+p

A,. Ley de cancelacion Si m +.p =n + p, entonces m = n

30
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MULTIPLICACION SOBRE N
La multiplicacion se define por
(iii) n-1=n.
(ivy n*-m*=n"m+ n siempre que n-m csté definido.
Se demuestra que la multiplicacién se rige por las leyes siguientes:

Para cualesquiera m,n,p e N

M,. Ley de clausura n-m eN
M,. Ley conmutativa m'n=n-m
M,. Ley asociativa m+(n"p)=(m-n)-p

M,. Ley de cancelacion Si m*p=n-p, entonces m=n

La adicion y la muitip]icacién siguen las leyes distributivas:
Para cualesquiera m,n,p €N, "
D,. m:'(n+p) = m'n+m-p \
D; (n+p)m=n-m+pm

INDUCCION MATEMATICA
Sea la proposicién
P(m): m* + m, para todom eN

Demostraremos ahora cdmo se¢ puede establecer esta proposicion solamente mediante los Postu-
lados 1-V. Definamos
K ={k: k €N, P(k) es cierto}

Como 1 eN (Postulado 1)
¥ Ixecg 1 (Postulado I1I)
Entonces P(l) esciertoy | €K

Sea ahora k cualquier elemento de K; entonces

(@) P(k): k*=k

es cierto. Pero si (k*)* = k* se sigue por el Postulado IV que k* = k en contradiccién con (a). Por tanto,
P(k#): (£*)® # k*

es verdadero y entonces k* € K. Asi, pues, K tiene las dos propiedades enunciadas en el Postulado V;

de modo que K = N y la proposicion es vilida para todo m e N.

Al establecer la validez de la proposicién anterior, hemos probade al misme tiempo el siguiente

Principio de induccién matemética
Una proposicién P(m) es cierta para todo m e N siempre que:
e P(1) sea cierto
y que para todo k ERT, P(k) cierto implique P(k*) cierto

Las diferentes leyes A -A,, MI-M4, D,-D, se pueden basar en la induccién matemdtica. Asi se
establecen A; en el Ejemplo 1, A; en ¢l Problema 1, &, en los Problemas 2 y 3 y D, en el Problema 5.
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Ejemplo 1:

LOS NUMEROS NATURALES [CAP. 3

Demostrar la ley de clausura: n + m e N para cualesquicra m, ne N.

Tenemos que demostrar que n + m estd definido (es un niimero natural) por (i) y (i) para
cualesquiera i, n € N. Supdngase que n sea cierto nimero natural fijo y considerese la pro-
posicion

P{m): n+m &N, para todo mEN
Como Pi1): n+tleN
es cierto puesto que n + | = n* (por (i) y n* € N (por el Postulado 1I). Supdngase en seguida
que para algin ke N
(a) P(k) : n+k €N escierto
se deduce entonces gue Pk*): natkteEN

es cierto puesto que n + k* = (n‘ + k)* (por (i) y (n + k)* € N siempre que n + ke N (por
el Postulado 1I). Asi que, por induccién, P(m) cs cierto para todo m e N y como n era cual-
quier nimero natural, queda probada la ley de clausura para la adicion.

En vista de las leyes de clausura A, y M,, la adicién y la multiplicacién son (véase Capitulo 2) ope-
raciones binarias sobre N. Las leyes A, y M, sugieren como aefiniciones para suma y lirod ucto de tres
elementos a,, a,, a; €N,

(v)

o )

ay+as+a; = (@ +as) +a; = ay + (a2 + as)

@@z 0 = (@:1"a2)-as = a;*(az"az)

Nétese que para una suma o producto de tres nimeros naturales se pueden insertar paréntesis a vo-
luntad. La suma de cuatro niimeros naturales se examina en el Problema 4. El caso general se deja como

ejercicio.

En el Problema 6 demostramos el

Teorema I. Todo elemento n # 1 de N es el siguiente de algiin otro elemento de N.

RELACIONES DE ORDEN

Para cualesquiera m, n € N definimos «<» por

(vii) m < n si, y solamente si, existe algin p e N tal que m + p = n.

En el Problema 8 se demuestra que la relacion < es transitiva, pero no reflexiva ni simétrica, Por

¢l Teorema I,

y por (i) y (vii),

1l <n paratodo n=#1

n<n* paratodo n eN

Para cualesquiera m,n & N definimos «>» por

(viii)

m >n si, y solamente si;, n<m

De aqui se sigue

La ley de tricotomia; Para cualesquieram,n € N se verifica una, y solo una, de las siguientes relaciones:

(@ m=mn, (b) m<n, (c)] m=>n

Para una demostracién, véase el Problema 10.

Otras consecuencias de las relaciones de orden son los Teoremas Il y I1':

Teorema II. Sim,n €N y m < n, entonces para todo p e N

@) m+p<n+p (b) mp<n-p

y reciprocamente, si (a) o (b) son ciertas para algin p € N, entonces m < n.
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Teorema II'. Si m,n e N y m > n, entonces para todo p e N

(@) m+p > n+p

Oy m-p=>mn-p

y reciprocamente, si (a) y (b) son ciertas para algin p €N, entonces m > .

Como el Teorema II' no es mas que ¢l Teorema II con m y n cambiadas, es claro que la demostra-
cién de una parte del Teorema II (véase Problema 11) demuestra la parte correspondiente del Teorema IT'.
Las relaciones «menor o igual que» (=) y «mayor o igual que» (=) se definen como sigue:

Para m,n eN, m=n 8 m<n 0S8 m=n
m=n s m=n 08 m>n

Sea 4 un subconjunto cualquiera de N (esto es, 4 C N). Un elemento p de 4 se dice elemento mi-
nimo de A4 si p = q para todo @ € A. Nétese que en ¢l lenguaje de los conjuntos, p es el primer elemen-
to de 4 con respecto al orden =. En ¢l Problema 12 se demuestra el

Teorema III. El conjunto N es bien ordenado. |

MULTIPLOS Y POTENCIAS |
Sea @ €., sobre el cual se han definido las operaciones b‘narias + y *, y hagase
la = a s ="
y (k+1a = ka 4+« = g
siempre que ka y a* estén definidos para & e N.

Ejemplo 2: Como la=e¢ y al=wga, setiene

2a = (1+1)a = la+le = a+a y a = pltl = gleg = geg
d3a = 2+ 1la = 2a+1la = atata ¥ e = g?tl = girqg = arara
ete.

Debe tenerse en cuenta aqui que en el Ejemplo 2 el + en | + 1 yel + en a + a han de conside-
rarse por completo distintos, pues el primero denota adicion en N y el scgundo en S. (Podria ser ttil
denotar las operaciones S por @ y ©.) En particular, ka = a + a + - -+ + a es un miiltiplo de a y
se puede escribir como k * @ solamente si k € S.

Mediante el principio de induccion, se pueden demostrar las siguientes propiedades para cuales-
quiera a,b €S y cualesquiera m,n € N:

(ix) ma +mna = (m+n)a (ix)’! a"-ag" = am*n
(x) m(na) = (m+n)a GEYE (g = e
y, si + y * son conmutativas sobre S,

(xi) na +nb = n{e+b) (xi)’ a"-b" = (ab)"

CONJUNTOS ISOMORFOS

Ya es evidente que el conjunto {1, 1*, (1*)*, ...} dotado de las operaciones v relaciones en &l de-
finidas, solo difiere por los simbolos empleados del familiar sistema {1, 2, 3, . . . } dotado de las opera-
ciones y relaciones usuales. Si un romano hubiese escrito este capitulo es claro que habria liegado =2
la misma conclusion con su sistema {I, IL IIL, . . . }. Se dice simplemente que los tres son somorfos.
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1.

LOS NUMEROS NATURALES [CAP. 3

Problemas resueltos

Demostrar la ley asociativa As: m + (n + p) = (m + n) + p para cualesquiera m,n,p € N.
Sean m y n dos nimeros naturales dados y considérese la proposicion
Pip): m+ (n+ p)=(m+n)+p paracualesquiera peN
Primero verificamos la validez de P(1): m + (n + 1) = (m + n) + 1. Por (i) y (ii), pagina 30,
m+m+1) =m+n* = (mtn)* = mtn)+1

y P(1) es cierto.
En seguida, supdngase que para algin ke N se verifica

Plk): m+m+k) = (m+r)+k

Hay que demostrar que esto implica que

P(k*): m+ (n+k*) = (m+n)+ k¥
es verdad. Por (ii), m+m+kt) = m+m+k = [m+int k)*
y (m+mn) + k* = [(m+n)+E]*

Entonces, siempre que Plk) sea cierto,

maE (k) = [mt@m+k]* = [(mtnr)+k]* = (m+n)+E*

y P(k*) es cierto. Asi, pues, P(p) es cierto para todo p e N y como m y n son cualesquiera nimeros naturales, que-
da demostrada A;.

Demostrar que P(n): n + 1 = 1 + n pard todo n eN.
Evidentemente, P(1) = 1 + 1 = 1 + 1 es verdad. Supéngase ahora que para algin ke N,
P(k): k+1 =1+k%k
sea cierto. Hay que demostrar que esto implica
P(k®): k*+1 =1+ k*

Mediante la aplicacién sucesiva de la definicién de k*, de A3, de la suposicién que P(k) es cierto, y de la defini-
cion de k*, se tiene

14k = 14+ (k+D) = I+ +1 = (k+1)+1 = k*+1
Asi que P(k*) es cierto y queda demostrada P(n).

Demostrar la ley conmutativa A, m+n=n+m ﬁara todo m,n eN.
Sea n un nimero natural dado, pero arbitrario, y considérese
Pim): m+n=n+m paracualqguiera meN
Por el Problema 2, P(1) es cierto. Supéngase que para algin k € N se verifica
P(k): k+n =mntk
Entonces
r4n = (k+D+n = k+(1+n) = k+n+l) = k4+n* = (k+n)* = (n+k)* = nt+k*

Asi, pues,

) * = ]
es cierto y se sigue A,. Bty dshi g

El lector comprobara cuidadosamente que la sucesion de igualdades anterior se obtiene utilizando tnica-
mente las definiciones, postulados, las leyes de la adicién demostradas y, desde luego, la suposicién basica de que
P(k) es cierto para algiin valor arbitrario k e N. Tanto en esta demostracién como en las que vengan luego, se so-
brentiende que cuando no se cite el porque de un paso dado en la demostracion, el lector ha de suplirlo.
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4. (a) Seana,,a,, a;, a,€ N ydefinase a; + a, + a; + a;, = (a; + a, + a;) + a,. Demostrar que
se pueden intercalar paréntesis a voluntad en a; + a; + a3 + ay.

Utilizando (v), tenemos a; + a3 + @3+ ¢4 = (a; +as+ag) + ag = (g;+ay) + a5 +ay = (a; +ay) +
(aata,) = g, +a;+{az+a) = e; + la;+as+a,), ete

(b) Para b,ai,as,04s € N, mostrar que b-(a;+a:+as) = bea; +brax+ b-as.
befaytastag) = belay+ag)tag] = belay+ay) +brag = bray+brag+ beay

5. Demostrar la ley distributiva D,: (n + p)*m = n*m + p+m para cualesquiera m,n,p € N.
Supodngase dados n y p y considérese
Pim): (n+pl*m = nem+ p-mparatodome N
Mediante A, y (iii) s ve que es cierto
Pl): (n+p)l =n+p = nrl+pel
Supongase que para algin ke N se verifica
P(k): m+plk = nk+prx
Entonces m+p)ek* = (n+p)k+(ntp) = n-k+‘v-k+n+p
=nk+pk+n)+p = nrk+(n+pkltp
= (nrk+n) +(prk+p) = nok*+pekr
Asi, pues P(*):  (n+p)rk* = n-k* + p-k*

es cierto y queda demostrada D,.

6. Demostrar que: Todo elemento n # 1 de N es el signiente de algfin otro elemento de N.

Primero observamos que el Postulado 111 excluye el 1 como siguiente. Dendtese por K el conjunto formado
' por el elemento 1 y todos los elementos de N que son siguientes, es decir,

K=1{k:keN, k=10 k=m* para algin me N}

Pero todo k e K tiene un siguiente Unico, k* € N (Postulado IT) y como k* es un siguiente, tenemos k* € K. En-
tonces K = N (Postulado V). Luego, para todo ne N se tiene o bien » = 1, o bien n = m* para algin me N.

7. Demostrar: m + n % m para cualesquiera m,n € N,
Sea n un numero dado y considérese P(m): m + n # mpara todo m € N. Porel Postulado III, P(1): 1 + n # 1
es cierto. Supongase que para algin ke N se verifica

(a) P(k) : k+n # k

Ahora bien, (k + n)* # k* pues por ¢l Postulado IV, (k + n)* = k* implica k + n = k en contradiccién con (a).
Asi, pues,
Pik*): k¥4 n = k*

es cierto y el teorema queda demostrado.

8. Demostrar que < es transitiva, pero no reflexiva ni simétrica.

Sean m. n, pe N ysupdngase quem < nyn < p. Por (vil), existen r,se Ntalesquem + r=nyn+s=p
Entonces

n+ts = (m+r)t+ts = m+(r+s8 =p

Con lo que m < p y < es transitiva.
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10.

11.

12.

LOS NUMEROS NATURALES [CAP. 3

Sea ne N. Ahora bien, n < nes falso, pues si fuera cierto, existiria algun k € N tal que n + k = nen contra
del resultado obtenido en el Problema 7. Asi, pues, < no es reflexiva.

Finalmente, sean m, ne N y supongase m < nyn < m. Como < es transitiva, se sigue que m < m en con-
tradiccién con lo visto en el pdrrafo anterior. Asi que < no es simétrica.

Demostrar que 1 =n para todo n € N.

Si n = 1, la igualdad se verifica; para otro caso, por el Problema 6, n = m* = m + 1, para algin me N
y se tiene la desigualdad.

Demostrar la ley de tricotomia: Para cualesquiera m, n € N se verifica una de las siguicntes
relaciones y solo una

(@) m=n (b)) m<n () m>n
Sea m cualquier elemento de N y constriyanse los subconjuntos

N, = {m}, Ny = {w: x€N, x < m}, Ny = {=z: 2 €N, z > m}

Vamos a demostrar que {N;, N3, N3} es una particién de N con respecio a {=, <, >|.
(1) Supdngase m = 1; entonces N, = {1}, N, = & (Problema 9) y N3 = {x: xe N, x > 1}. Es claro que
N, U N; U Ny = N. Para completar, pues, la demostracion en este caso, solo queda por comprobar que
N N, =N, MNa=N, N N; = &,
{2) Supéngase m # 1. Como 1 € Ny, se sigue que 1 e N; | N, U N;. Tomese ahora cualquiern + 1€ f\? W
N, | N;. Hay tres casos posibles por examinar:
(i) meN, Agqui, n=m y entonces n*eN;.
{ii) neN,demostrar quen + p = mpara algin pe N.Sip = |, esn* = me N,;sip # 1 de modo que
p =1+ g para algin ge N, es n* + g = m y entonces n* e N,.
(iii) ne N, Aqui n® >n>my asi n*e N
Por consiguiente, para todo ne N,
neN, UN, \UN, implica n*eN UN, N,
Como 1e N, \J N; \U N; se concluye que N = N; U N, U N;.

Ahora bien, m ¢ N, porque m % m; luego Ny (\N; = @. Del mismo modo, m 3 m, y entonces
Ny M N, = &. Supdngase que N, (M Ny = {p} para algin pe N. Entonces, p < my p > m o, lo que es
lo mismo, p < m y m < p. Como < es transiliva lenemos p < p, que es una contradiccidn. Asi, pues, he-
mos de concluir que N; M\ N; = (J y la demostracidn queda completa para este caso.

Demostrar que:sim, n € Nym < n,entonces paratodop € N,m + p < n + py reciprocamente.

Como m < n existe algin ke N tal que m + k = n. Luego
n+p = (mthk)+p=m+tk+p=m+p+k = m+p +k
¥ entonces m+p < ntp

Para la reciproca, supdngase m 4+ p < n + p. Entonces, o bien m = n, 0 bien m < n, o bien m > n. Si
m = n, entonces m + p =n + p; si m > n, entonces m + p > n + p (Teorema 11') Como esto contradice
la hipotesis, se concluye que m < n.

Demostrar que el conjunto N es bien ordenado.

Sea un subconjunto cualquiera S # @ de N. Hay que demostrar que S tiene un elemento minimo. Esto
es cierto s1 1 & S. Supongase que 1¢.5: entonces | < 5 para todo s € S. Designese por K el conjunto

= {k: ke N, k =y para todo s€ S}

Como | € K, entonces K = (. Ademds, K # N; por tanto. debe existir un r € K tal que r* ¢ K. Pero este re S,
pues si no, r < 5, y entonces r* = s para todo s€ S, Pero con ello se tendria r* € K, en contradiccion con lo
supuesto respecto de r. Asi que S tiene un elemerito minimo. Y como S era cualquier subconjunto no vacio de N,
se tiene, pues, que todo subconjunto no vacio de N Liene un elemento minimo y, por tanto, N es bien ordenado.
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13.

4.

15.

6.

17.

18.

19,

21.

22.
23

27.

Problemas propuestos

Demostrar por induccion: 1-2 = n para todo ne N.

Demostrar por induccién: (a) My, (8) M, (c) M,.
Sugerencia: Ultilizar el resultado del Problema 13 y D, en (b).

Demostrar: (@) D, siguiendo el Problema 3, (5) D, mediante M,.

Demostrar: (a) (m+a*)* = m* + a*
(b) (m=n*)* = men+ m*
(€) (m*»n*)* = m* + m+n+n*

siendo m,n € N.

Demostrar; (a) (m+n)*(p+gq) = (mp+m=qg)+ (n*p+mn+q)
() me(n+p)-qg = (m-n)-gt+tm-(p-q)
(e) m*+n* = (m+n)* +1
(d) m*¥=n* = (m=n)*+m+n

Sean m, n,p,ge N y definase m n-p g = (m-n-p)-q. () Demgbirar que se pueden intercalar paréntesis
a voluntad en m-n-p-g. (b) Demostrar que m-(n+ p+ g)=md-n+ mp+m-q.

Identifiquese S = {x: xe N, n < x < n* para todo ne N}.
SimnpgeNysm<nyp<gdemostrar: (uy m+p<n+q (b) m-p<n-qg.

Seanm, n e N. Demostrar: (@) Sim = n, entonces k* *m > nparatodok e N. (b)Sik* *m = nparaalglinke N,
entonces m < H.

Demostrar Ay y M, con la ley de tricotomia y los Teoremas 1I, pagina 32,7y I1', pdgina 33.

Para todo m e N definir m* = m y mP*! = m® - m siempre que m” esté definido. Si m1, n, p, g € N, demuéstrese;
fa) mPom = mP" () (P = m™Y (¢) m-n) =m"n”, (d) (1F = 1.

Con m,neN mostrar que (@) m*> <m n<n>sim<n (B)m? + > >2mnsim#n

Demostrar por induccion que para todo ne N:
(@) 1+24+3+---+n=4dnn+1)

b) 1*+22 +3% 44w =duln+ )2n + 1)
@) P+2+3¥+--+d=in+ 17

Con ¢y, 85,83, ..,0,€ N definase a; + a; + a3 + -+ @ = (ap + dy + a3 + -+ G4—y) + @ para k =
3.4,5,...,n Demostrar:
fa) ay +a; +as+Fa,=(a, +up+a;+ - +a)+ ey + s+ s+ F o)

{b) En una suma de » nUmeros naturales se pucden intercalar paréntesis a voluntad.

Demostrar cada una de las siguientes formas diversas del principio de induccion.
() Sea una proposicidn P(n) asociada a cada ne N. Entonces P(n) es cierta para todo ne N si:
(1) P(1) es cierto.
(1) Para todo m e N la suposicion de que P{k) es cierta para todo k < m, implica que P(m) es cierta.

() Sea b un cierto nimero natural dado, y sea una proposicién P(n) asociada con cada nimero natural n =6
Entonces P(n) es cierta para todos los valores de n siempre que:
(i) Plb) sea cicrta.
(ii) Para todom = b la suposicion de que (k) es cierta para todo k & N tal que b = & < m impligue Sl
es cierta.



Capitulo 4

Los enteros

INTRODUCCION

El sistema de los niimeros naturales tiene un defecto manifiesto en que dados m, s e N, la ecua-
cién m + x = s puede tener o no tener solucion. Por ejemplo, m + x = m carece de solucidn (véase
Problema 7, Capitulo 3), mientras que la m + x.= m* tiene la solucion x = 1. Es sabido que esto se
remedia afiadiendo a los numeros naturales (llamados entonces enteros positivos) el cero y los enteros
negativos para formar el conjunto Z de los nimeros enteros.

En este capitulo se muestra cémo puede construirse ¢l sistema de los enteros a partir d¢l sistema
de los nimeros naturales. Con tal fin se forma el conjunto producto

L = NxN = {(s,m): s€EN, mEN}

No se dird ahora, por ejemplo, (s, ) es una solucién de m + x = s. Pero quede claro que se procede
como si ése fuera el caso. Nétese que si {s, m) fuera solucion de m + x = s, entonces (s, m) seria también
solucién de m* + x = s*, que a su vez tendria como solucién (s*, m*). Esta observacion sugiere la
particién de L en clases de equivalencia tales que (s, m) y (s*, m*) sean elementos de la misma clase.

RELACION BINARIA ~
Sea la relacion binaria «~», léase «equivalente», definida para cualesquiera (s, m), (¢, n) € L por
(s,m) ~ (t,n) si,ysolosi, s+n=1t+m

Ejemplo 1: (a) (5,2) ~(9,6) pues 5+6 = 9+2
(b) (5,2) 7 (8,4) pues 5+4 # 8+ 2
(e) (r.7) ~ (3,8) pues r+a& = &g+7r
(d) (r*,r) ~ (8*,8) pues r*+8 = s*+r
{e) (r*,8%) ~ (r,8) pues r*+a8 = r+ 3"

siempre que 7,8 € N.

Entonces ~ es una relacién de equivalencia (véase Problema 1) que induce en L una particion en
clases de equivalencia # = {[s,m], [#,n],...} donde

[s,m] = {(a,b): (a,b) €L, (a,b)~(s,m)}

Recordemos del Capitulo 2 que (s, m) €[5, m] y que si (¢, d) € [s, m]. entonces [¢, d] = [s, m]. Asi,
pues,

[s,m] = [t, n] si, y solo si, (s, m) ~ (t,n)

Vamos a demostrar ahora que el conjunto .# de clases de equivalencia de L respecto de ~ es, aparte
los simbolos empleados, el conjunto ya conocido Z de los enteros.

38
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ADICION Y MULTIPLICACION SOBRE .7

La adiciéon y la multiplicacién sobre & se definirdn, respectivamente, por
(i) [s,m] + [t,n] = [(s+1), (m+n)]
(ii) [s,m]-[t,n] = [(st+m-n), (s-n+m-1)]

para cualesquiera [s,m], [t,n] € J.

La inspeccion de los segundos miembros de (i) y (ii) muestra que se cumplen las leyes de clausura

A,. x+y €4 para cualesquiera x,y €%

M,. X'y ef para cualesquiera x, y €.5

En el Problema 3 se¢ demuestra el

Teorema I. La clase de equivalencia a la que pertenece la suma (producto) de dos elementos pertene-
cientes a sendas clases de equivalencia de # es independiente de los elementos particu-
lares elegidos.

Ejemplo 2: Si (a,b)(c,d)E [s,m] y (e, (g.h)E]L, 4], no solo se tiene
[a:b] = [e.d] = [s,m] y [e.f] = [g:h] = [t.n]
sino también por ¢l Teorema |
la,b] + [e,f] = [e.d] + [g.h] = [s,m] + [t,n]
y @8]+ (/] =(le.d)* [0.,h] = [s,m]* [t,n]

El Teorema I también se puede enunciar como sigue: La adicion y la multiplicacién sobre .# son
compatibles con la relacion de equivalencia y, por tanto, bien definidas.
, Mediante las leyes conmutativa y asociativa para la adicidn y la multiplicacién sobre N, no es di-
ficil demostrar que la adicion y la multiplicacion sobre # obedecen a las mismas leyes. La ley asocia-
tiva para la adicion y una de las leyes distributivas se demuestran en los Problemas 4 y 5.

LOS ENTEROS POSITIVOS

Sea r e N. De 1 + r = r* se sigue que r es solucién de 1 + x = r*. Considérese ahora la apli-
cacion
[n*,1] e>n, nEN (1)
Para esta transformacion encontramos

[r¥ 1] 5 g%, 1) [(r*+8%), A+1)] = [(r+9* 1] or+s

I

[r* 1]+ [s%,1] = [(r*:s*+1-1), (r*-1+5*-1)] = [(r*8)* 1] & r*s
Asi que (/) es un isomorfismo del subconjunto {[#*, 1]:n € N} de J sobre N.

Supdngase ahora que [s,m] = [r*, 1]. Entonces (s,m) ~ (r*, 1), s=r +m y s > m. Lo cual
sugiere definir el conjunto Z* de los enteros positivos por

Z* = {[s.m]: [s.m] €F, 5> m)

En vista del isomorfismo (/) el conjunto Z* puede sustituirse por ¢l conjunto N donde quiera que este
ultimo resulte méds comodo.
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EL CERO Y LOS ENTEROS NEGATIVOS

Sean r, s € N. Se tiene que [r, r] = [s, s] para cualesquiera ry sy [r, r] = [s, 1] si, y solo si, t = s.
Definimos el entero cero, 0, como el que corresponde a la clase de equivalencia [r, r], r € N. Sus pro-
piedades conocidas son

[s,m] + [r,7] = [s,m] y [s,m] - [r,7] = [r,7]
demostradas en los Problemas 2(b) y 2(c). La primera de éstas es la que lleva a designar el cero como

elemento neutro de la adicion.
Por ultimo, definimos el conjunto Z~ de los enteros negativos por

z- = {[s,m]: [s,m] € 4, s<m}
Se sigue ahora que para cada entero [a, b], @ % & existe un tnico entero [b, a] tal que [véase Proble-
ma 2(d)]
[@,b] + [b,a] = [r,7] & 0 (2)

Se denota [b, a] por —[a, b] y se le llama opuesto de [a, b]. La relacién (2) sugiere la designacion [b, a]
o —[a, b] como el simérrico aditivo de [a, b].

LOS ENTEROS i
Sean p,g e N. Por la ley de tricotomia para los niimeros naturales, hay tres posibilidades

(@) p = g, de donde [p,q] = [¢,p] < 0.
(b) p < g,demodo que p + a= g para cualquicraa eN;entoncesp +a* =g+ 1y[g,p]=[a* 1]=a.
(¢) p> g, de modo que p =g + a para cualquicra a e N y [p,g] = a.

Supongase que [p,g]l < n € N. Como [q.p] = —[p, g]. introduciremos el simbolo —n para
denotar el opuesto de n € N y escribiremos [g, p] <> —n. Asi, cada clase de equivalencia de & se apli-
ca ahora sobre un elemento tnicode Z = {0, &1, £2, ... }. Que # y Z son isomorfos se sigue inme-
diatamente una vez establecidas las propiedades conocidas del signo menos. Sin embargo, al demos-
trar la mayoria de las propiedades fundamentales de los enteros, suele ser conveniente el utilizar las
correspondientes clases de equivalencia de

Ejemplo 3: Seun a. he Z. Mostrar que (—a)-b = —(a - b). Sea a « [s, m] de modo que —a « [m, 5]y
sea b« [1.n]. Entonces

(—a)*be> [m,g][t,n] = [(met+grn), (m=n+s-1)]
¥ a*b>s,ml:[t,n] = [(8*t+m=n), (s°n+m*t)
Como —(a+b) & [(s*n+m-t), (s:t+m=n)] & [(—a)+b]
resulta que (—a)*b = —(a-b)

Véanse Problemas 6-7.

RELACIONES DE ORDEN
Paraa, b € Z, sea a+ [s,m] y b [1, n]. Las relaciones de orden «<» y «>» entre los enteros
se definen por
a<b si, ysolosi, (s+n<(t+ m
y a>b si, ysolosi, (s+n) >+ m

En el Problema 8 se demuestra la ley de tricotomia: para cualesquiera a, b € Z, se verifica una,
y solo una, de las siguientes relaciones .

(a) a=b (b) a<b (¢) a=>b
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Sia, b, c €2, se tiene:
(1) a+c¢<b+csiysolosi a<b.
(1Y a+ c¢c> b+ c¢si, ysolo si, a > b.
(2) Sie>0,esae<bresi, ysolosi, a<b.
(2') Sie>0,es arc>bresi,ysolosia>b.
(3) Sie<0,esa-¢c<b-csi,ysolo sy, a>b.
(3) Sie<0,esare¢>bcsi, ysolo si, a < b

Para las demostraciones de (1°) y (3), véanse Problemas 9-10.
La ley de cancelacién para la multiplicacion sobre Z,
M,. Siz#+0ysix-z=yp-z;esx=y

puede demostrarse ahora,
Como consecuencia inmediata, se tiene el

Teorema II. Si a,b €Z y si a-b =0, entonces o bien a = 0 o bien 6 = 0.

Paa una demostracion, véase Problema 11.
Las relaciones de orden permiten escribir los enteros en el orden acostumbrado

e T I L e Il s e

y su representacion por puntos igualmente espaciados en una recta, Entonces «a < b» significa «a estd
a la izquierda de b» y «a > b» significa «« estd a la derecha de b».

Fig. 4-1 .

De esta ordenacion de los enteros se infiere el
Teorema III. No existe ninglin n € Z* tal que 0 <n < 1.

Este teorema (véase Problema 12 para una demostracion) es una consecuencia del hecho de que
el conjunto Z* de los enteros positivos (por ser isomorfo al N) es bien ordenado.

SUSTRACCION «—»

Se define en Zsla sustraccion «—» por a — b = a + (—b). La sustraccion es evidentemente
una operacién binaria sobre Z. Sin embargo, no es conmutativa ni asociativa, si bien la multiplicacion
es distributiva respecto de la sustraccion.

Ejemplo 4: Demostrar: a—~(b—¢) # (a—bd)—c con a,b,c€EZ y ¢+=0.
Sean a «> [s,m], b <> [t,n], y e [u,p]. Entonces,
b—¢ = b+(—e) < |[(t+p), (n+u)

—(b—¢) & [(n+u), (t+ p)]

y a—(b—¢) = at+(—(b—¢) & [(s+n+u), (n+t+p)]
pero a—b = a+(=b) < [(s+n), (m+1)
¥ (a—8)—c = (at+b+(—¢)  [s+n+p), (m+t+u)]

Asique,con ¢# 0, a—(b—¢c) # (a—b)—c.
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VALOR ABSOLUTO |[q
Se define el valor absoluto «aj» de un entero a por
]' a si a=0
(4 =
| | \[—a si a<0

Asi, pues, excepto cuando a = 0, |a| € Z".
Cuando al menos uno de los a, b es 0, las siguientes leyes son evidentes

@) -ja| =a = |a (2) la-b| = |a|-b|
(3) fal=1[b] = |a+Db| (3) ja+Dbl = || +[b]
(4) la| = Jb| = |e—| (4) |a—b] = |a| +[b]

Se pueden demostrar para cualesquiera a, & € Z considerando los casos separados en los Proble-
mas 14 y 15.

ADICION Y MULTIPLICACION SOBRE Z

Las operaciones de adicion y multiplicacion sobre Z siguen las leyes A -A,, M;-Jl‘, y D;-D, del
Capitulo 3 (enunciadas para enteros) con la tinica modificacion siguiente:

M,. Ley de cancelacion: Si m p=n'p ysips#0 eZ entonces m = n para cuales-
quicra m, n € Z.
He aqui dos propiedades de Z que no tenia N:

As. Existe un eclemento neutro, 0 € Z para la adicion, tal que n + 0 =0 + n = n para
todo n €Z.

A,. Paratodon e Z existe unsimétrico aditivo, —n e Z. talquen + (—n) = (—n) + n=20
y que se llama opuesto de n y otra propiedad comin a N y Z.

M. Existe un elemento neutro, 1| e Z, respecto de la multiplicacion, talque l *n =n-1=n
para todo n e Z.

Por el Teorema I1I, Capitulo 2, el elemento neutro en A, y el elemento neutro en M5 son Unicos;
por ¢l Teorema IV, Capitulo 2, cada simétrico aditivo en A4 es unico.

OTRAS PROPIEDADES DE LOS ENTEROS

Ciertas propiedades de los enteros se han establecido mediante las clases de equivalencia de .£.
No obstante, una vez establecidas las leyes fundamentales, todas las demds propiedades se pueden ob-
tener utilizando los elementos de Z mismos.

Ejemplo 5: Demostrar: Para todo a, b, ce Z,
(a) a+0 = 0*a =0 (b} a(—b) = —(ab) (¢) a(b—¢) = ab — ac
(a) a+0 =a (Ag)
Entonces, g*e+0 = a*a = ala+0) = arat+a-0 (D)
y 0 = a0 (As)

Ahora bien, por M,, 0+ a = a* 0 = 0 como se requiere. Pero, por razones que solo
se aclarardn posteriormente, vamos a demostrar que

0-a=a+0

sin apelar a la ley conmutativa de la multiplicacion. Se tiene
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aa+0 = g*a = (a+0)a = a*a+0-a (Dy)

por tanto. 0 =0-a

y Ora = a0
(b) 0 = a0 = afb+(=b)] = a=b+ a(—0b) (Dy)

asi que a{ —b) es un simétrico aditivo de @ * 5. Pero — (g * b) es también un simétrico adi-
tivo de a- b, luego

ﬂ(—'b). = —(a-b) {Teorema IV, Capitulo 2)
{e) alb—e) = a[b+(—¢c)] = ab+ a(—¢) (Dy)
= ab + (—ac) ((b) arriba)

= ab—ac

Nota: En (c) se ha remplazado a5 y —(a * ¢) por las formas mas corrientes ab y —ac,
respectivamente.

MULTIPLES Y POTENCIAS

La seccion que tiene este nombre en el Capitulo 3 (pégina 33), se puede repetir cambiando N por Z*.

Es de notar que, para el caso § = Z, podemos ahora identificar ka con k - a. Ademas, como Z con-
tiene ¢l simétrico aditivo de cada uno de sus elementos, se verifican (ix)-(xi), pero no (ix)-(xi)’ para
cualesquiera m,n € Z. Lo cual es ciertamente trivial, pfles cuando a, b, m,n € Z, las propiedades
(ix) y (xi) son entonces las leyes distributivas.

Problemas resueltos

1. Demostrar que ~ sobre L es una relacion de equivalencia.
Sean (s.m), (t.n), (u, p)e L. Se tiene
(@) (s,m)~ (5,m) pues s + m =5 + m; ~ es reflexiva,
() Si (s,m) ~ (1, n), es (t,n)~ (s, m) pues las dos exigen s + n = 1 + m: ~ €s simétrica.

(¢) Si(s.m)~(my(n)~pless+n=(+mi+p=u+nys+n+t +p=
L + m + u + n. Por A, del Capitulo 3, pagina 30, la altima igualdad se puede rempla-
zar por s + p=m + u; asi que (8, m) ~ (4, p) y ~ es transiliva.

Con lo que, ~, por ser reflexiva, simétrica y transitiva es una relacidn de equivalencia.

2. Si s,m,p.r €N, demostrar

(@) [(r+p),p] = [r*1] (¢) [s,m]*[r,7] = [r,7] (e) [s,m]* [r*, 7] = [s,m]
®) fs.m] + (1] = lsm] (d) [s,m] + [m,8] = [r,7]
{a) ((r+p). p) ~ (r*,1) pues r4+p+1=r"+p.
Luego [(r+p), p] = [r*.1] como se afirmaba.
(B) [s,m] + [r,r] = [{(s+r) (m+7r)]. Pero (($+r).(m+r'})~(s,m} pues (s+7r)+m =g+ (m++).
Luego [(s+r) (m+1)] = [s,m] + [r,r] = [s,m].
(e) [s,m]e[r,v] = [(s=r+m-7), (ser+m-7)] = [r,r] pues ser+mer+r =g r+mor+r

(@) [s,m] + [m,8] = [(s+m), (s+m)] = [r,7]

(e) [sym]-[r*,7r] = [(s=7* +m=7), (s=r + me=r*)] = [e,m] pues s*r*+mer+m = s+s'r+
mear® = gept + moep,
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Demostrar: La clase de equivalencia a que pertenece la suma (producto) de dos elementos de
sendas clases de equivalencia de # es independiente de los elementos elegidos.
Sean [a, b] = [s.m] y [¢c. d] = [t. n]. Entonces (a, b) ~ (s, m)y (c.d) ~ (1,n) de modo que @ + m =5 + b
y ¢ + 1 =+ d Demostraremos:
(@) [a.b] + [¢.d] = [s.m] + [t n]. primera parte del tcorema:
h) a~c+b-d+sn+m-t=ad+hc+ 3514 m-n un lema necesario:
(¢) [a,b]"[e,d] = [s.m]"[1,n], segunda parte del teorema.
(@) Comoa+m+c+n=s+h+1+4d
{a+e)+(m+n) = (a+t)+(b+d)
(late), b+ d)) ~ ((s+0), (m+n)
[tat+e), (b+d)] = [(s+1), (m+mn)

i

y la,b| + [e,d] = [s,m] + [t,m]
(6) Comenzamos por la igualdad evidente
(a+m)+(et+t) + (s+b)(d+n) + (¢+n){at+s) + (d+1¢)=-(b+m)
= (g+b)r(cH+t) + la+tm)s(d+n)+ (d-+-& - (a+s) + (e+mn)* (b+m)
que se reduce a
2arc+brd+tsn+met) + (a~t+mrctsdt+ben) + (srctnratb-t+m-d
= 2a*d+ bectst+men)+ (a-t+tmectsdt+bn) + (srct+n-atbrt+m-d

y por las leyes de cancelacion del Capitulo 3 a la identidad requerida. '
(¢) Por (h) tencmos
farc+bed) + (s*n+m+t) = (s*t+m=n) + (a=d+ b-c)
Entonces. ({a'c + bed), (a-d+ b -c)) ~ ((s' t+men), (3*n+ m- t.))

[la=e+b-d), (ad+b-e)] = [(s2t+m=n), (8+n+m+t)]
y asi. pues, [, b] * [e,d] = [s,m]* [t.n]

Demostrar la ley asociativa para la adicion:
([s,m] + [t,n]) + [w,p] = [s,m] + ([t,n] + [u,p])
para cualesquiera |s,m], [t, 7], 1, p] € 4.

Hallamos que

1]

([s.m] + [t,n]) + [u,p] = [s+1t), (m+n)] + [u, [ts+t+u), (m+n+p)
y. por otra parte. |s,m] + ([t,n] + [u, p)) = [s,m] + [(t4u), (ntp)] = [(s+t+u), (m+ntp)

y resulta la ley

Demostrar la ley distributiva D;:
([s,m] + [tim]) - [u.2] = [s.m]-[w,p] + [t n]-[up]
para cualesquiera [s, m], [t.n], |u,p] € 7.

Tenemos
([s.m] + [tin]) * [u, 0]

1l

s+ 2), (m+ )] = [, p]

e [(31 e+ (m+n) p) ((s+t‘ *p + (m+n)e t{)]

= [(srutteutm=ptaup), pti-ptmoutn-u)

2 ]((s'zL-i-m-;)) + (teu +n-p)), ({s°p+ meu) + (t+p+ n'u))]
= [tsrutm=p), (s=ptm-w)] + [(frut+n=p), (t-p+ n-u)

= |s;m] - [u,p] + [tin] = [uip]
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6. (a) Demostrar que @ + (—a) = 0 para todo a € Z.
Sea w + [5, m]; entonces —a < [m.s].
at (—a)e[s,m] +[ms]=[s+m)(m+s)]=[rr]—=0
ya+ (—a)=0
(b) S8i x +a=~5bcon a b €Z, mostrar que x = b + (—a).

Six=b+(-a)l x+u=(b+(—a)+a=b+((—a)+a)=>h; asi que x=5h + (—a) es so-
lucién de la ecuacién x + a = b, Supdngase que hay una segunda solucién y. Entonces y + a = b=x+ a
y por A, v = x. Luego la solucidn es tnica.

7. Sia b €Z demostrar: (1) (—a)+ (=b) = —la+ b). (2) (—a):(—=b)=a"b.

Sea as [s.m] y b [1,n]: entonces —a«s [m, 5] y —b e [n, t].

(1) (—a) + (-b) © [ms] + [nf] = [m+n),(s+1)]
y a+b © [gm+ (e = [(8+1), (m+n)

De otro lado —(a+b) < [(m+n),(e+t)] € (—a)+ (-b)
y (—a) + (=b) = —(a+d)

@) (~a)+ (=b) © [ma]-fut] = p(m-uﬂ-:), (met +a+m)
y arb © [s,m]-[tn] = [-t+men), (gon+met)]
Pero [(men+s-t), (m-t+sm)] = [s2t+men), (s:n+m-t)]
y (—a)*(=b) = a-+b

8. Demostrar la ley de tricotomia. Para cualesquiera a, b € Z una, y solo una, de las relaciones
(@) a=b, (b) a<b (¢c) a=>b

es cierta.

Sean a « [5,m] y b« [1. n]: entonces, por la ley de tricotomia del Capitulo 3, pagina 32, es cierta una, y

solouna, delas (@) s+n=t+mya=h (b)s+n<t+mya<h (c)s+n>t+mya>bh
9. Siab,c €Z demostrar: a+c> b + ¢ si, y solo si, @ > b,
Tomando @« [s, m]. b [t,n] y ¢+ [u, p]. Supdngase, ante todo, que
a+c>b+c¢ oben ([s,m]+ [up])=([tn]+ [w2])

Pero esto implica [(e+uw), (m+p)] > [(t+u), (n+p)
lo que, a su vez, implica (atu) + (n+p) > (t+u) + (m+p)
Asi que por el Teorema 11°, Capitulo 3, pagina 33, (s + n) > (t + m)o [s.m] > [t,n] y a > b. como se afirmaba.

Supongase ahora que ¢ > b o bien [s, m] > [1. n]: entonces, (s + n) > (r + m). Para comparar ahora

at+ec < |(s+u), (m+p)] y bt+e « [(t4+u), (n+p)
s¢  comparan [(s +u), (m + p)] ¥ [(t+u), {(n + p)]
o bien . (gt+u) + (n+p) y (t+u) + (m+p)

o bien (s +n)+ (u+ p) y (t+m) + (u+p)
¥
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10.

12

13.

14.
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Como (s + n) > (t + m), se sigue el Teorema II', Capitulo 3, pagina 33, que

(s+mn) + (u+p)
Entonces, (s+u) + (n+p)
[(s +u), (m+ p)]

y a+ ¢
como se afirmaba.

=

>

(t+m) + (u+p)
(t+u) + (m+p)
[(t+ ), (n+p)]
b+ ¢

Si a,b,c €Z, demostrar: Si ¢ <0, es a~¢c < b+ ¢ si, y solo si, a > b.

Témese a «» [s,m], b+ [t,n] y ¢+ [u, p], en donde u < p, ya que ¢ < 0.

{a) Supodngase «-¢ < b*¢: entonces

[(su+ mep), (s+p+ m=u

¥y (srut+msp) + (tp+ n-u)

< [(tru+mnp), (t+p + n-u)

< (trutmnep) + (s p+m-u

Como u < p, existe un ke N tal que u + k& = p. Remplazando, pues, p en la desigualdad anterior,

se ticne

(srut+meut+mek+teuttek+n-u)

< (frutnrut+n-k+sut+tek+meou

de dondc mek + tek < nek + sk
Asi, pues, m+t)yrk < (n+s)-k \
m+t < n+s

F+n > t+m

Y

@

> b

() Supdngase a > b. Invirtiendo simplemente los pasos en (a), se tiene a- ¢ < b ¢, segiin lo afirmado.

Demostrar: Sia, b €Z y a-b =10, entonces es a = 0, o bien 6 = 0.

Supongase a # 0; entonces a*h=0=a-0y por M, b = 0. Andlogamente. si b+ 0 es a = 0.

Demostrar: No existe ningiin n € Z*, tal que 0 < n < L.

Supéngase lo contrario y sea m e Z* el minimo entero con tal propiedad. De 0 < m < 1, se tiene por (2),
pagina 41, 0 < m® < m < 1. Ahora bien, 0 < m* < 1 y m* < m contradicen la hipotesis de que m es el

minimo, con lo que queda el teorema demostrado.

Demostrar: Sia, b €Z, esa<b si, y solo si, a—b <0,

Sean @« [s,m] y b+ [t, n]. Entonces

a—b=a+ (=h e [s.m]+ [mnt]=[ls+nhim+ 1]

Sia<h ess+n<m+1ya—h<0. Reciprocamente, si a —b <0, ess+n<m+i1ya<hbh

Demostrar: |a + b| = |a| + |b| para cualesquiera a,b € Z.

Supdngase a > 0 y b > 0; entonces |a + b| = a + b = |a| + [b].

Supéngase @ < 0 y b < 0; entonees |a + b| = —(a + b) = —a + (=b) = || + |b|.
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15.

16.

17.

18.

19.

21.

Supéngasea>0yb<0demodoque]af=ay|b!=—b.Yahcra.obiena+b=0y|a+b|=
0 < |a| + |#|] o bien
a+b<0 y Ja+bl=—(@a+b)=—a+ (-b)=—|a| + |b| < |a| + |5|
o bien_ a+b>0 y la+bl=a+b=a—(=b)=|a|— |b| < |a| + |b|

El caso « < 0 y b > 0 se deja como gjercicio,

Demostrar: |a-b| = |a| - |b| para cualesquiera a, b € Z.

Supéngase a > 0 y b > 0; entonces |a| = a y |b] = b. Con lo que |a-b| =a' b= |a|* |b].

Supéngase a <0 y b <0; entonces |a| = —a y |p|= —b. Como a-b >0, es k-bl=a-b=
(—a)* (=b) = |a| - [b].
Supbngase a > 0 y b < 0; entonces |al =g y |b| = —b. Como a*b<0, |a-b|= —(a-b) =

a-(—b) = Ja| - Jb].

El caso a < 0 y b > 0 se deja como gjercicio.

Demostrar que si a y b son enteros tales g Ea b= 1, entonces a y b son ambos 1 0 ambos —1.

Primero se ve que ni @ ni b pueden ser cero. Ahora bien, |a - b| = |a|* |5| = | y por el Problema 12,
la| = 1y |b| = 1. Si |a| > 1 (también si [b| > 1), |a]* |b| # 1. Luego |a| = [b] = 1 y en vista del Problema 7(p),
se sigue el teorema.

Problemas propuestos

Demostrar: Si r,s5e N,

(a) (r,7) ~ (s.8) ~ (1,1) (@) (r*,7) # (r,7¥)
(b) (r*,7) ~ (s*,8) ~ (2,1) (e) (r*,7) # (8,5%)
(&) (r,r*) ~ (s,8%) ~ (1,2) () @res*+1, 7 +8%) ~ ((r-9)% 1)

Enunciar y demostrar: (a) la ley asociativa para la multiplicacion, () la ley conmutativa para la adicidn, (c) la
ley conmutativa para la multiplicacion, (d) la ley de cancelacién sobre .#.

Demostrar: [r*,r]e 1y [rr*]— —1

Si ae Z, demostrar: (a) u-0=0-a=0, ) (=1)a= —a, (c) —0=0.

Si a, be Z, demostrar: (a) —(—a) = +a, (b) (—a)(—=b)=a*b, (c) (—a)+ b= —(a + (=b))
Con be Z™, mostrar que a — b < a + b para todo ae Z.

Con a, be Z, demostrar (1), (2), (2') y (3"), pagina 41, de las relaciones de orden.

Con a, b,ceZ, demostrar a* (b —c)=a*b—a-c.
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Demostrar que si a,be Z y a < b, existe entonces algin ce Z* tal que a + ¢ = b.

Sugerencia: Para a y b representados como en el Problema 7 témese ¢+ [(t + m), (n + 5)]-

Demostrar: 5Si @, b,¢,de Z,

(@) —a> —bsia<h.

b) a+c<bt+dsia<hyc<d

(¢) Sia<(b+ c), entonces a — b < c.

d a—b=c—dsi,ysolosi,at+d=b+c

Demostrar que las relaciones de orden son bien definidas.
Demostrar la ley de cancelacion para la multiplicacion.

Definir sumas y productos de n > 2 elementos de Z y muéstrese que en tales sumas y productos se pueden inter-
calar paréntesis a voluntad. i

Demostrar: (a) m® > 0 para todo entero m + 0.
(6) = > 0 para todo entero m > 0.
() m* <0 para todo entero m < 0.

Demostrar sin utilizar clases de equivalencia (véase Ejemplo 5):

(@) (-a)=e

(6) (—a)(=b) = ab

(¢) (b—¢c) = (b+a)—(cta)

(d) alb—¢) = ab—ac

(e) (@+b)c+d) = (ac+ ad) + (be+ bd)
(f) (a+b)c—d) = (ae+ bc) — (ad + bd)
(g) (@—b)le—d) = (ae-+ bd) — (ad -+ be)




Capitulo 5

Algunas propiedades de los enteros

DIVISORES

Un entero a # 0 se llama divisor (o factor) de un entero b (lo cual se escribe «a | b») si existe un
entero ¢ tal que b = ac. Cuando ¢ | b se dird también que b es un miiltiplo entero de a.

Ejemplo 1: (@) 2|6 pues 6 £ 23
(b) —3|15 pues 15 = (—3)(—5)
(c) a|0, para todo g€ Z, pues 0 =a*0

Para demostrar la necesidad de la restriccion a # 0, supongase que 0 | b. Si b + 0 se debe tener
b = 0-c para algiin ¢ € Z, lo cual es imposible; mientras que si b = 0, se tendria 0 = 0 - ¢, que es
cierto para cualquier ¢ € Z.

Dados b,c;x,y € Z el entero bx + cy se dice una combinacion lineal/ de b y ¢. En ¢l Problema 1
s¢ demuestra que:

Teorema 1. Si a|b y a|c entonces a | (bx + cy) para cualesquiera x,y €Z.
Véanse también Problemas 2 y 3.

PRIMOS

Como a1 = (—a)(—1) = a para todo a € Z, se sigue que +1 y +a son divisores de a. Un en-
tero p #+ 0, +1, se dice primo si, y solamente si, sus tinicos divisores son +1 y +p.

Ejemplo 2: () Los enteros 2 y —5 son primos, en tanto que 6 =23 y —39 = 3(—13) no son
primos.

() Los primeros 10 primos positivos son 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29.

Es claro que —p es primo si, y solamente si, p lo es. En lo sucesivo nos referiremos sobre todo a
los primos positivos. En el Problema 4 se demuestra que:

El nimero de primos positivos es infinito.

Sia = bccon [p| > 1y |e| > 1, se dice que a es compuesio. Asi, pues, todo entero a # 0, +1 0
es primo ‘0 es compuesto.

MAXIMO COMUN DIVISOR

Sia|bya]|c sedice que a es un divisor comun de b y c. Si, ademas, todo divisor comtin de b
y ¢ es también divisor de a4, se dice que a es el mdximo comun divisor de b y c.

Ejemplo 3: (@) +1, +£2, £3, £4, £6. +£12 son divisores comunes de 24 y 60.
(b) +12 son méximos comunes divisores de 24 y 60.
(¢) Los maximos comunes divisores de b =0 y ¢ # 0 son +c

49 296’61’33
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Sean ¢ y d dos maximos comunes divisores distintos de @ # 0y b # 0. Entonces ¢ |dy d | ¢; luego,
por el Problema 3, ¢ y d difieren solamente en signo. Por comodidad, en lo que sigue limitaremos nues-
tra atencién al maximo comun divisor positivo de dos enteros a y b y utilizaremos d o bien (g, b) para
designarlo. Asi, pues, d es ciertamente el entero mds grande (mdximo) que divide a ambos a y b.

Ejemplo 4: Un procedimiento familiar para encontrar (210, 510) consiste en expresar cada entero como
producto de sus factores primos, esto es, 210 =2+3+5-7, 510 =2-3+5-17, y formar
el producto 2-3+5 = 30 de sus factores comunes.

En el Ejemplo 4 hemos supuesto tcticamente (a) que todo par de enteros no nulos tienen un maximo
comiin divisor positivo, y (b) que todo entero a > 1 tiene una factorizacion unica, excepto en el orden
de los factores, como producto de primos positivos. Desde luego, en (b) debe entenderse que, cuando
a es primo, «un producto de primos positivos» consiste de un solo primo. Después se demostrardn estas
proposiciones. Por el momento vamos a exponer otra manera de hallar el mdximo comun divisor de
dos enteros no nulos. Empezamos con el

Algoritmo de la division. Para cualesquiera enteros no nulos a y b existen enteros tnicos g y r
llamados, respectivamente, cociente y residuo, tales que

a="bg+r, 0=7r<|b (1)

Para una demostracion, veéase Problema 5.
Ejemplo 5: (a) 780 = —48(—16) + 12 {(¢) 826 = 25+33 + 1
(b) —2805 = 119(—24) + 51 (d) T58 = 242(3) + 32

De (1) se sigue que b | a 'y (a, b) = b si, y solamente si, r = 0. Si r = 0, es fcil demostrar que un
divisor comiin de a y b divide también a ¢ y que un divisor comun de b y r divide también a a.
Entonces (a,8) | (b,r) y (b, r) | (a, b) de modo que, por el Problema 3, (4, b) = (b, r). Ahora bien, o
r | b (véanse Ejemplos 5(a) y 5(c)) o r | b (véanse Ejemplos 5(b) y 5(d)). En este caso, empleando el al-
goritmo de la divisidn, se tiene

b=rqx+nr, 0<n<<r (2)
Y nuevamente, o bien r, | r y (a, b) = r, o, empleando el algoritmo de la divisién,
r=rgat+tr, 0<rmdn 3
s 4 (a’ b} = (b, T) = (1", f‘) = (TI: T‘Z]-

Como los residuos ry, r3, ..., suponiendo que el proceso se continue, constituyen un conjunto
de enteros decrecientes no negativos, debe haber alguno nulo. Supdngase que el proceso termina con

(%) Th—3 = Th-2"Qrk—1 + Tk—1 0<re—1 <72
(k+1) Th-2 = Te—1"Qx + Tk 0 <7 < s
(k+2) Tk—1 = Te*Qe+1 + 0
Entonces (a,b) = (b,1) = {r;7) = -+ = (fk-2,7%-1) = (Th-1,7%) = 7.
Ejemplo 6: (a) En el Ejemplo 5(b), 51 ! 119. Procediendo como en (2), hallamos que 119 = 51(2) + 7.

Como 17| 51: luego, (—2805, 119) = 17.
(6) En el Ejemplo 5(d), 32 | 242. De las igualdades sucesivas

758 = 242(3) + 82
242 = 32(T) + 18
32 = 18(1) + 14
18 = 14(1) + 4
14 = 4(3) + 2

4 = 22

se concluye que (758, 242) = 2.
L 5 . ” ”.-
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Despejando ahoraen (/) r = a—bg = a+(—g)b = ma +mb; vy

b—rg = b— (ma+nb)q
—muie + (1 —niq)b = maa + n:b

Il

sustituyendo en (2) 71

Il

sustituyendo en (3) 13 = 7 — gz = (mia + mb) — (maa + nab)g:

= (mi— @mo)a + (n1— qanz)b = Maa + nsb

I

y siguiendo asi se obtiene finalmente
- _ Tk = Mk41G + Nesr d
Asi, pues, tenemos
Teorema II, Si d = (a, b) existen m,n € Z tales que d = (a,b) = ma + nb.

Ejemplo 7: Hallar (726, 275) y expresarlo en la forma del Teorema II

De Se obtiene
726 = 275+2 + 176 11 = 77 — 223 = 77 — (99— 17)+3
276 = 1761 + 99 = T7+4 — 99-3
176 = 99«1 4 77 = (176 — 99)+4 — 99+3
99 = 77+1 + 22 = 176+4 — 99+7
77 = 223 + 11 = 176+4 — (275 —176)+7
22 = 11-2 = 176+11 — 2757

(726 — 275+-2)-11 — 275+7
= 11+726 + (—29)-275
Asi, pues, m =11 y =n=-—28,

Nota 1. El procedimiento para obtener m y n aqui es una alternativa del que se usé para obtener

2l Teorema II.

Nota 2. En (a, b) = ma + nb los enteros m y n no son tnicos; en realidad, (a, ) = (m + kbja

=~ {n — ka)b para todo k €N. '
Véase Problema 6.

La importancia del Teorema II se ve en el

Ejemplo 8: Demostrar: Si a| ¢, sib | ¢y si (a, b) = d, entonces ab | cd.

Como a | c y b | ¢ existen entonces enteros s y ¢ tales que ¢ = as = bz, Por el Teorema II
existen m, ne Z tales que d = ma + nb. Entonces

5| od ed = ema + cnb = btma + asnb = ab(tm + sn)
Yy abjea.

na segunda consecuencia del algoritmo de la divisién es el

em= III. Cualquier conjunto no vacio K de enteros cerrado con respecto a las operaciones bina-
rias de adicidn y sustraccion o bien es {0} o consiste en todos los miltiplos de su minimo
elemento positivo.

#= agui un esquema de la demostracion cuando K # {0}. Supdngase que K contienc ¢l entero
. Como K es cerrado con respecto a la adicién y la sustraccion, se tiene:
—a=0eKk.
= —agek.
£ contiene por lo menos un entero positivo.
snticne un positivo entero minimo, sea e.
induccidn sobre n, K contiene todos los multiplos positivos ne de e (demuéstrese).
& comtiene todos los multiplos enteros me de e.
=K, entonces b = g+ e + rdonde 0 = r < e; luego r = 0 y entonces todo elemento de £
multiplo entero de e.
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ENTEROS PRIMOS RELATIVOS

Para a, b e Z dados, supdéngase que existen m, n € Z tales que am + bn = 1. Ahora bien, todo
factor comtin de a y b es factor del segundo miembro 1; luego (a, b) = 1. Dos enteros a y b para los
cuales (a, b) = 1 se dicen primos relativos.

Véase Problema 7.

En el Problema 8 se demuestra el

Teoremas IV. Si (a.s) = (b, 5) = |, entonces (ab, s) = 1.

FACTORES PRIMOS
En el Problema 9 se demuestra el

Teorema V. Si p es primo y si p|ab donde a,b € Z, entonces p | a o bien p | b.
Aplicando reiteradamente ¢l Teorema V, se tiene el

Teorema V'. Sip es primo y si p es divisor del producto a* b+ ¢* ...t de n enteros, entonces p es
divisor de uno al menos de estos enteros. _

En el Problema 10 se demuestra

El teorema de factorizacion unica. Todo entero ¢ > 1 tiene una factorizacion unica salvo en
el orden,

(a) @ = P Pz Pa* ...  Dn

en un producto de primos positivos.
Evidentemente, si (a) da la factorizacion de «a, entonces

—a = —(p1*pz*Pa*..." Pn)

Ademds, como los p de (a) no son necesariamente distintos, podemos escribir

a = p?upg:-p;ae - -fp:.
donde cada «; =1 y los primos py, p3, Pa, - - - - Ps son distintos.
Ejemplo 9: Expresar cada uno de los nameros 2,241,756 y 8,566,074 como producto de primos positi-
vos y averiguar su maximo comun divisor.
2,241,756 = 22 - 3* - 11+ 1737 y 8,566,074 = 2-3%-11%-19-23

Su maximo comun divisor es 2+ 3%+ 11.

CONGRUENCIAS

Sea m un niimero positivo. La relacion congruente midulo m (= (mod m)) se define para todos los
pares a,b € Z por a = b(mod m) si, y solamente si, m [ (a — b).

Ejemplo 10: (a) 89 = 25(mod 4) porque 4 | (89 — 25) = 64 (e) 24 # 3(mod 5) porque 5 | 21

{(b) 89 = 1(mod 4) porque 4 | 88 (f) 243 = 167(mod 7) porque 7 ] 76

(c) 25 = l(mod 4) porque 4 | 24 (z) Todo entero a es congruente mo-

(d) 153 = —7(med 8) porque 8| 160 dulo m con el resto de la division
de a por m.

Otra definicién, mds util con frecuencia que la original, es @ = b(mod m) si, y solamente si, a y b
dejan el mismo residuo al ser divididos por m.
Como consecuencias inmediatas de estas definiciones tenemos:

Teorema VI. Si a = b(mod m), entonces, pafa todo ne Z, mn + a = b(mod m) y reciprocamente.
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Teorema VII. Sia = b(mod m), es para todo x €Z,a + x = b + x(mod m) y ax = bx(mod m).

Teorema VIII. Sig = b(modm)yc = e(modm),esa + c =5 + e(modm),a — ¢ = b — e(mod m),
ac = be(mod m).
Véase Problema 11.

Teorema IX. Sea (¢, m) = d y escribase m = mnyd. Si ca = cb(mod m) es entonces @ = b(mod m,)
y reciprocamente.
Para una demostracion, véase Problema 12.

Como caso especial del Teorema IX tememos
Teorema X. Sea (c,m) = 1. S1 ca = cb(mod m), entonces es a = b(mod m) y reciprocamente,

La relacién = (mod m) sobre Z es una relacion de equivalencia e induce una particion de los en-
teros en m clases de equivalencia, [0], [1], [2], ..., [m — 1], que se laman clases residuales médulo m,
siendo

[r] = ({a: a€Z a=r(modm))
Ejemplo 11: Las clases residuales médulo 4 son:
[0] = (vop—16, —12, -8, —4, 0,4, 8,12, 16, ...}
il = {...
2] = {...,~14, —10, —6, -2, 2, 6, 10, 14, 18, ...}
Bl =t

,—15,-11,-17,-8,1,5,9,13,17, ...}

., —13, -9, -5, -1, 3, 7,11, 15,19, ...}

Denotaremos el conjunto de todas las clases residuales médulo m por Z/(m). Por ejemplo, Z/(4) =
{0}, [11, [2]. 31} ¥ Z/tm) = {[0], [1], [2], [3], ..., [m — 1]}. Es claro que [3] €Z/@4) =
[3] € Z/(m) si, y solamente si, m = 4. Dos propiedades fundamentales de las clases residuales médu-
lo m son:

Si a y b son elementos de la misma clase residual [s], entonces a = b(mod m).

Si [s] y [£] son clases residuales distintas con a €[s] y b €[f], es a # b{mod m).

EL. ALGEBRA DE LAS CLASES RESIDUALES

Sean «@» (adicién) y «®» (multiplicacién) definidas entre los elementos de Z/(m) de la manera
siguiente:

[a] © [B]
[e] © [b]

[a +B]
[@ - b]

para toda [a], [6] € Z/(m).

Como @ y O sobre Z/(m) se han definido respectivamente por + y - sobre Z, se sigue inmedia-
tamente que @ y O siguen las leyes A;-A,, M,;-M, y D,-D, segiin la modificacién del Capitulo 4, pa-
gina 42,

Ejemplo 12: Las tablas suma y multiplicacién para Z/(4) son:

@9 1.2 3 I N T

(L ol i i 0 g TR T g

El Ao 28 8ol y Techells X - 2. 3

A At e e g lo 2 0o 2

S| B4 W0 el 0 T RS S T
Tabla 5-1 Tabla 52

donde, por comodidad, [0], [1], [2].[3] se han remplazado por 0, 1,2, 3.
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CONGRUENCIAS LINEALES

Examinese la congruencia lineal

(b) ax = b(mod m)

en donde a, b, m son enteros dados con m > 0. Se dice solucién de la congruencia un entero x = x,
tal que m | (ax; — b). Pero si x, es una solucidn de (b) tal que m | (ax;, — b), entonces para cualquier
k eZ m | (a(x; + km) — b) y x; + km es otra solucion. Asi, pues, si x, es una solucion también lo
es cualquier otro elemento de la clase residual [x, ] médulo m. Si la congruencia lineal (k) tiene, pues,
soluciones, éstas son los elementos de una o mds clases residuales de Z/(m).

Ejemplo 13: {(a) Lacongruencia2x = 3(mod 4)carece de solucion, pues ningunodelos2 -0 — 3,21 — 3,
2:2—3,2+3 — 3 es divisible por 4,
(b) La congruencia 3 = 2(mod 4) tiene la solucidon 6 y, por tanto. todos los elementos de
[2] € Z/(4) son soluciones. No hay otras.

(c) La congruencia 6x = 2(mod 4) tiene 1 y 3 como soluciones. Como 3 £ I(mod 4), dire-
mos que 1 y 3 son soluciones incongruentes de la congruencia. Desde luego, todos los ele-
mentos de [1], [3] € Z/(4) son soluciones y no hay otras.

Volviendo a (b) supdngase que (a,m) = 1 = sa + tm. Entonces b = bsa + btm y x, = bs ¢s
solucion. Supdngase ahora que x, # x,(mod m) sea otra solucion. Como ax; = b(mod m) y
ax, = b(mod m), se sigue de la propiedad transitiva de = (mod m) que ax, = ax,(mod m). Entonces
m | alx; — x,) ¥ X; = x,(mod m) en contradiccion con nuestra hipotesis. Asi que (b) solo tiene una
solucion incongruente, x,, y la clase residual [x,] € Z/(m), también llamada clase de congruencia,
contiene todas las soluciones.

Ahora supdngase que (a,m) =d = sa + tm, d > 1. Como a = a;d y m = m;d se sigue que si
(b) tiene una solucién x = x,, entonces ax; — b = mg = m,dg y que d | b. Reciprocamente, sup6n-
gase que d = (a, m) es un divisor de b y escribase b = b;d. Por el Teorema IX, pdgina 53, toda solucién
de (b) es solucion de

(c) ax = bi(mod my)

y toda solucién de (c) lo es de (b). Ahora bien, (a,, m;) = 1, de modo que (c) tiene una sola solucién
incongruente y, por tanto, (b) tiene soluciones. Hemos demostrado la primera parte del

Teorema XI. La congruencia ax = b(mod m) tiene solucidn si, y solo si, d = (a, m) es un divisor
de b. Si d| b, la congruencia tiene exactamente d soluciones incongruentes (d clases
de congruencia de soluciones).

Para completar la demostracién, sea el subconjunto
b= {:rl, Xy + ma, x1+2m;, .’c;+3m|, Sy Z1+(d—1)m1}

de [x,], la totalidad de las soluciones de a,x = b,(mod m,). Demostraremos ahora que no hay dos
elementos de § congruentes modulo m (asi, pues, (b) tiene por lo menos 4 soluciones incongruentes),
en tanto que cada elemento de [x;] — S es congruente moédulo m con algin elemento de S (asi que (b)
tiene a lo mds d soluciones incongruentes).

Sean x; + sm; v x; + tm, elementos distintos de S. Ahora bien, si x; + sm; = x; + tm;(mod m)
entonces m | (s — t)m,; luego d | (s — t) y s = t en contradiccion con lo supuesto de que s # ¢. De
modo que los elementos de S son incongruentes modulo m. Considérese ahora cualquier elemento de
[x;] — S, seax, + (gd + rym, donde ¢ =1y 0 =r < d. Se tiene x; + (gd + r)m; = x; + rm; +
gm = x, + rmy(mod m) y x, + rm; €S§. Asi, pues, la congruencia (b), con (a,m) = d y d | b, tiene
exactamente d soluciones incongruentes.

Véase Problema 14.
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NOTACION DE POSICION DE LOS ENTEROS
Ya es bien sabido que
827,016 = 8:10° + 2:10* + 7-10° + 0-10* + 1-10 + 6

Ln que no es mas que una aplicacion de las propiedades de congruencia de los enteros. Porque, supdn-
gase que a es un entero positivo. Por el algoritmo de la divisiéna = 10+ g¢ + ro. 0 =rq < 10.8ig, = 0,
se escribe @ = ry; i gp > 0, entonces g = 10+ g, + r,, 0 =r; < 10. Ahora bien, si ¢; = 0, entonces
a=10"r, + ry y se escribe @ = ryry; si g, > 0, entonces ¢, = 10-g; +r;, 0 =1, < 10. Y otra
vez, si g, = 0, entonces a = 10% " r, + 10-r, + ry y se escribe @ = raryro; 8i g, > 0, se repite ¢l pro-
ceso. Del hecho de que los g constituyen un conjunto de enteros no negativos decrecientes, se sigue que
el proceso debe terminar y se tiene .

a = 10%vry + 108 Loy £ sos 4 10T + Fo = Ful¥s-1oooTiT

Nbtese que en esta representacion los simbolos r; utilizados pertenecen al conjunto {0, 1,2, 3, ..., 9}
de residuos modulo 10. (;Por qué es inica esta representacion?)

En el parrafo anterior hemos escogido el entero particular 10, llamado base, porque nos lleva a
nuestro sistema de representacion; pero el proceso es independiente de la base y cualquier otro entero
positivo se puede utilizar para ello. Asi, tomando 4 como base, cualquier entero positivo vendra repre-
sentado por un guarismo con las cifras 0, 1, 2, 3. Por cjemplo, el entero que en base 10 es 155,
es 155 =42+2 4+ 42-1 +4-2 + 3 = 2123 (base 4).

La adici6n y la multiplicacién se efectiian de la misma manera, no importa cudl sea la base; pero hay
que utilizar tablas distintas para cada operacion. Para la base 4 estas tablas son:

+ 0 1 2 3 d 0 1 2 3

0 0 1 2 3 0 0 0 0 0

1 1 2 3 10 y 1 0 1 2 3

2 2 3 10 11 2 0 2 10 12

3 3 10 11 12 3 ] 3 12 21
Thbla 5-3 Tabla 54

Véase Problema 15.

Problemas resueltos

1. Demostrar que si a| by a|c, entonces a | (bx + cy) donde x,y €Z.

Como a | b y a|c, hay enteros s, f tales que b = as y ¢ = at. Entonces bx + ¢y = asx + aty = alsx + ty) y
a| (bx + cy).

2. Demostrar: Si a|by b#0, es |b| = |a|.

Como a | b tenemos b = ac para algin ce Z. Entonces [b| = |a|  |c| con |¢| = 1. Como |¢| = 1, se sigue que
la| - |¢| = |a]. esto es |b] = |a].
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Demostrar que si a|b y b|a, entonces b=a 0 b= —a.

Como a | bimplicaa # 0y b | aimplica b + 0, se tiene b = ac y a = bd donde ¢, de Z. Ahora biena-b =
(bd)(ac) = abed y, por la ley de cancelacién, 1 = cd. Entonces, por ¢l Problema 16, Capitulo 4, ¢ = 1 6 —1 y
b=ac=ao0 —a

Demostrar: El nimero de primos positivos es infinito.

Supongase lo contrario, es decir, que hay exactamente n primos positivos py, pz, pa, . . . , P, escritos por orden
de magnitud. Formese ahora el producto a = p, *p, *p;-...*p, y considérese el entero a + 1. Como ninguno
de los p es divisor de a + 1, se sigue que @ + 1 es un primo >p,, o tiene un factor primo mayor que P, €N con-
tradiccion con la hipétesis de que p, es el mayor niimero primo. Asi, pues, no hay ningiin_primo positivo méaximo
¥y su ntimero es infinito.

Demostrar el algoritmo de la division: Para dos enteros no nulos a y b existen enteros tinicos gyr
tales que

a = bg+r, 0=r<|b

Definase § = {a — bx: xe€Z}. Si b < 0, esto es, b = —1. entonces & - la| = —|al=aya—b- la] = 0.
Sib>0,estoesb=1, entonces b (—|a]) = —|a| =aya - b(—la|) = 0. Asi, pues, S contiene enteros no ne-
gativos; denétese con rel menor de éstos (r = 0) y supongaser = a — bg. Ahora bien, sir = [b|entoncesr — |6 =0
yr—|bl=a—bg—|b|=a—(g+1)b<roa—(g—1)b<r contra nuestra eleccién de r como el me-
nor entero no negativo € §. Luego r < |b|.

Supdngase que hubiera otro par ¢’, r' tal que

a = by’ + o, = pf < |b]
entonces b'q" + r' = bg + r 0 sea blg' — g) = r — r’ lo que implica b | (- — r') y como |r — r’| < [b], se tiene

r—r' =0; entonces ¢' — g = 0 porque b #0. Asiquer' =r, g = gy gy r son tnicos.

Encontrar (389, 167) y expresarlo en la forma 389m + 167n.

De Se obtiene
389 = 167+2 + 55 1 = 55 — 227
167 = 55+3 + 2 = b5+82 — 167-27
b = 227 + 1 = 38982 — 167-191
2 =12

Asi, pues, (389,167) = 1 = 82-389 + (—191)(167).

Demostrar: Si ¢ |ab y si (a,¢) = 1, entonces ¢ | b.

De 1 = ma + nc resulta b = mab + nch. Como ¢ es divisor de mab + nch, es divisor de b y ¢ | b como se

pedia.

Demostrar: Si (g, 5) = (b,5) = 1, es (ab,s) = 1.

Supongase lo contrario, o sea que (ab,s) = d > 1 y sea d = (ab, 5) = mab + ns. Entonces d | abyd]|s.
Como (a, s) = 1, se sigue que d! a; luego, segin el Problema 7, d | b. Pero esto contradice a (b, 5) = 1; asi que
{ab,5) = 1.

Demostrar: Si p es primo y si p |ab, con a,b € Z; entonces p |a o bien p | b.

Si p | a se tiene ¢l teorema. Supdngase que p | a. Por definicion, los tnicos divisores de pson 1y +p;en-
tonces (p, @) = 1 = mp + na paraciertosm, n € Z por el Teorema IL. Pero b = mpb + nabycomo p | (mpb + nab),
se sigue que p | b.
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10. Demostrar: Todo entero a > 1 tiene una factorizacién unica (salvo el orden de los factores) en

i1.

12.

13.

14.

producto de primos positivos.
Q= aPEte Pyl Py

Si a es primo, la representacion es inmediata de acuerdo con ¢l teorema. Si « es compuesto, considérese el
comjunto § = {x: x > 1, x| a}. El elemento minimo s de S no tiene mas factores positivos que 1 y s; luego s es
primo, llamémoslo p,, ¥

@ =ptb, b1
Entonces, o bien b, es primo, digamos p,, y @ = p, * p;, 0 bien b, siendo compuesto, tiene un factor primo p; y
a=p|'p2'bz,_ by > 1

Reiterando el razonamiento se tiene ¢ = p, * p, * p3, © bien

a = p*py-py- by, by >1
y asi sucesivamenfe.
Pero los elementos del conjunto B = b, by, by, ... | son tales que by > h; = by ... ; luego B tiene ele-
mento minimo b, que es primo, p, y se tiene por Gltimo

a = Pp"P2"P3" ... " Py
Para demostrar la unicidad, supongase que hay dos representaciones

a = PP P3t ... "Pn T 2927937 ... Ty
Ahora bjen, g, es divisor de p, - p; * p5 . . . p,; luego, por el Teorema V', g, es divisor de alguno de los factores p,
digamos de p,. Entoncss, ¢, = p,, ya que ambos son primos positivos y por M, del Capitulo IV,
P Py s " Pn == q;;,'q_'s'...-qm

Repitiendo este razonamiento las veces suficientes se encuentra gue m = n y que la faclorizacion es Unica.

Hallar los menores enteros positivos mddulo 5 con los cuales son congruentes 19, 288, 19 - 288
y 193 - 2882,
Hallamos que
19 = 5.3+ 4; luego 19 = 4(mod 5).
288 = 5-57 + 3; luégo 288 = 3(mod 5).
19+288 = 5(-++) + 12; luego 19+288 = 2(mod b).
194 - 2882 5(+-+) 4+ 43432 = 5(---) + 576; luego 193+2882 = 1(mod 5).

1

|

Demostrar: Sea (¢, m) = d y escribase m = md. Si ca = ch(mod m), entonces a = b(mod m,)
y reciprocamente.

Escribase ¢ = ¢,;dde modo que (¢, m;) = 1.Sim | cla — b)estoes,simd | ¢dla — b)entoncesm, | eyla—b)
y, como (cy.my) =1, my |(a — b) y a = bimod m,). :

Para la reciproca, supdngase que u = b(mod m,). Como m, | (e — b) se sigue que my |cy(a — by
myd | cydla — b). Asi que m |cla — b) y cu = chimod m).
Demostrar que, si ¢, b.p >0 €Z, (a + bf = a” + bP(mod p).

Por el teorema del binomio (@ + ¥ = ¢® + p(.~.) + b® y ¢l teorema es inmediato,
Hallar las soluciones positivas minimas incongruentes de
(a) 18z = 9(mod 25) (¢) 259z = 5(mod 11) (¢) 222z = 12(mod 18)
(b) 207z = 6(mod 18) (d) Tz = 5(mod 256)

(@) Como (13, 25) = 1, la congruencia tiene, por el Teorema X1, una solucion incongruente simple.
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15:

16.
17.

18.

19.

21.
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Solucion 1. Si x; es la solucidn, es claro entonces que x; es un entero cuya cifra de las unidades es 3
u 8; asi, pues, x, € {3, 8, 13, 18, 23}. Ensayando estos numeros, se encuentra que x; = 18.

Solucion 1I. Por el proceso del miaximo comun divisor se encuentra (13,25) =1 = —1:25 + 2+13,
Entonces, 9 = —9-25 + 18- 13 y 18 es la solucién requerida.

(6) Como 207 = 18- 11 + 9, 207 = 9(mod 18), 207x = 9x(mod 18) y, por transitividad, la congruencia dada
es equivalente a 1a 9x = 6 (mod 18). Por el Teorema IX, esta congruencia se puede reducir a 3x = 2(mod 6).
Pero (3,6) =3 y 3}2; luego no hay solucién.

() Como 259 = 1123 + 6, 259 = 6(mod 11) y la congruencia dada es equivalente a la 6x = S(mod 11).
Esta congruencia tiene una sola solucidn incongruente que a simple vista es 10.

(d) Mediante ¢l proceso del maximo comun divisor se encuentra (256, 7) = 1 = 2- 256 + 7(—73); asi, pues,
5 = 10-256 + 7(—365). Ahora bien, —365 = 147(mod 256) y la solucién requerida es 147.

() Como 222 = 18-12 + 6, la congruencia dada es equivalente a la 6x = 12(mod 18). Como (6, 18) = 6
y6 [ 12, hay exactamente 6 soluciones incongruentes. Como se muestra en la demostracién del Teorema XI,
estas 6 soluciones son los primeros 6 enteros positivos en el conjunto de todas las soluciones de x = 2(mod 3),
es decir, los 6 primeros enteros positivos en [2] € Z/(mod 3). Son entonces 2, 5, 8, 11, 14, 17.

Escribir 141 y 152 en base 4. Hacer su suma y producto y comprobar los resultados.

141 =432 +42-0 4+ 4:3 + 1; la representacién es 2031.

152 =4°-2+4*-1+ 42+ 0; la representacion es 2120.
Suma
1+0=1;34+2=1l.seescribe l yselleva 1: 1 +1+0=2:2+2=10

Asi que la suma es 10211 en base 4 y 293 en base 10.

Producto
Multipliquese por 0: 0000
Multipliquese por 2: 2-1=2; 2-3 = 12, se escribe 2 y se lleva 1; etc. 10122
Multipliquese por 1: 2031
Multipliquese por 2: 10122
11032320

El producto es 11032320 en base 4 y 21432 en base 10.

Problemas propuestos

Mostrar que la relacidn (| ) es reflexiva y transitiva, pero no simétrica.

Demostrar que si @ | b entonces —a

b,a|-by —a|—b.

Enumerar todos los primos positives {a) <50, (b) <200.
Resp. (a) 2,3.5,7, 11,13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47.

Demostrar: Sig = b+ g + r donde g, b, g, re Z, entonces todo divisor comtin de g y b divide también a r, y
todo divisor comun de b y r también divide a a.

Hallar el mdximo comun divisor de cada par de enteros y expresarlo en la forma del Teorema II:

(a) 237,81 Resp. 3 = 13237 + (—38)-81

(b) 6186, 427 Resp. T = —9+616 + 13-427

(¢) 936, 666 Resp. 18 = 5-936 + (—7)+6686

(d) 1137, 419 Resp. 1 = 206-1137 + (—559)+ 419

Demostrar: Si s # 0, entonces (sa, sb) = Is]* (@, &).
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2.

31

Demostrar: (a) Sia|s, b|sy (a,b) =1, entonces ab |s.
(b) Si m=dm, y si m|am,, entonces d|a.
Demostrar:  Si el primo p es divisor de a-b- ¢, entonces p|a o p|b o p|ec.

El entero e = [a, b] se llama minimo comin miltiplo de los enteros positivos ay bsi (1) a|ey b le. @)sia|x
¥ b|x, entonces e | x.

Hallar: (a) [3,7], @) [3,12], () [22,715].  Resp. (a) 21, (b) 12, (c) 1430

(a) Escribir los enteros a = 19.500 y b = 54.450 como productos de primos positivos.
() Hallar d = (a,b) y e = [a, b]..

(c) Verificar d-e=a-b

(d) Demostrar la relacion en (c) si @ y b son enteros positivos cualesquiera.

Resp. (b) 2-3-5%; 2%2-32-5%.112-13

Demostrar: Sim > 1, m[a, m[b, entonces m | (@ — b) implica ¢ — mg, =r—=b —mg,. 0 <r <m, y re-
ciprocamente.

Hallar todas las soluciones de:

(@) 4z = 3(mod T) (e) 168z = 6(mod 12)
(b) 9z = 11(mod 26) () =41 = 3(mod T
(6) 3z+1 = 4(mod B) (9) 8z = 6(mod 422)
(d) 8z = 6(mod 14) (h) 363z = 345(mod 624)

Resp. (a) (6], (b) [7], (¢) [1]. (d) [6]. [18], (e) [2]. [6]. [101, (f) [2], (g) [159], [370], (k) [123], [331], [539]
Demostrar: Teoremas V, VI, VII, VIIL.

Demostrar: Si 2 = b(mod m) y ¢ = b{mod m), entonces a = c(mod m). Véanse Ejemplos 10(a), (b), (c), pa-
gina 52.

(@) Demostrar: Si a + x = b + x(mod m), es a = b(mod m).
(6) Dar un contraejemplo numérico como prueba en contrario de: Si ax = bx(mod m), entonces ax = b(mod m).
{c} Modifiquese este establecimiento falso de (b) para obtener uno verdadero.

{a) Interprétese a = b(mod 0).
(b) Muéstrese que todo x € Z es solucién de ax = b(mod 1).

(a) Construir las tablas de adicién y multiplicacién para Z/(5).

() Mediante la tabla de multiplicacién obtener 3* = 4{mod 5), 3* = I{mod 5), 3% = I(med 5).
(c) Obtener 32°% = 1{mod 5), 3*'* = 4(mod 5), 3'°2* = 1(mod 5).

Construir tablas de adicién y multiplicacion para Z/(2), Z/(6), Z/(7), Z/(9).

Demostrar: Si [s] € Z/(m) y si a, be[s], entonces @ = b(mod m),

Demostrar: Si [5], [f] € Z/(m) y si ae[s] y be[¢]. entonces a = b{mod m) si, y solo si, [s] = [1].

Expresar 212 en las bases (a) 2, (b) 3, (c) 4, (d) 7 y (e) 9.
Resp. (a) 11010100, (b) 21212, (c) 3110, (d) 422, (e) 255

Expresar 89 y 111 en distintas bases, hacer la suma y el producto y comprobar los resultados.

Demostrar la primera parte del teorema de factorizacién tinica utilizando el principio de induccién establecido
en ¢l Problema 27, Capitulo 3, pigina 37.



Capitulo 6

Los nameros racionales

LOS NUMEROS RACIONALES

El sistema de los enteros tiene un defecto manifiesto en que, dados dos enteros m # 0 y s, la ecua-
cién mx = s puede o no tener solucion. Por ejemplo, 3x = 6 tiene la solucion x = 2, pero lad4x = 6
110 tiene solucién. Este defecto se remedia afiadiendo a los enteros otros niimeros (llamados comin-
mente fracciones) para formar el sistema Q de los nimeros racionales. La construccion dada aqui es
en lo esencial la que se utilizé en el Capitulo 4.

Se parte del conjunto de pares ordenados

K =  Lx=:000m= {(s,m): s€l, mE€I-[0}}
y se define una relacion binaria ~ entre los (s, m), (t,n) € K por
(s, m) ~ (t,n) si, y solo si, sn = mt

(Obsérvese cuidadosamente que 0 puede aparecer como primer componente, pero zunca como segun-
do en cualquier (s, m).)

Pero entonces ~ es una relacién de equivalencia (probarlo) y asi efectia en K una particion en
clases de equivalencia

J = Eaa] e .4
donde [s,m] = {(a,b): (a,b) EK, (a,b)~(s,m)}

Las clases de equivalencia de .# se llamardn niimeros racionales y en lo que sigue se verd que .# es iso-
morfo al sistema Q tal como se le conoce.

ADICION Y Ml:JLTIPLICACION

La adicién y la multiplicacién sobre .# se definen respectivamente por
(i) [s,m]| + [t,n] = [(sn+ mt), mn]
Y (ii) [s,m] - [t,m] = [st,mn]
Estas operaciones asi definidas en términos de operaciones bien definidas entre enteros son (véase Pro-
blema 1) bien definidas ellas mismas.
Deﬁnimos ahora dos niimeros racionales especiales:

cero: [0,m] <0 uno: [m,m]e 1
y los simétricos
(aditivo): —[s,m] = [—s,m] para todo [s,m] €5
(multiplicativo): [s,m] ' = [m,s] para todo [s,m] €. si s #0.
En forma andloga a la del Capitulo 4, es facil probar que la adicion y la multiplicacién siguen las
leyes A,-Ag, M;-Ms, D;-D,, tales como se establecieron para los enteros.
Una propiedad de # pero no de Z es:

M,: Para todo x += 0 €.# existe un simétrico multiplicativo x~! €. tal que x* x 1=

x~':x =1, que se llama inverso de x.
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Por el Teorema IV, Capitulo 2. el inverso definido en M, es unico.
En el Problema 2 se demuestra el

Teorema I. Si x y y son clementos no nulos de .#, entonces (x+p)~ ' = p 1. x7!

SUSTRACCION Y DIVISION

La sustraccién y la division sobre .# se definen por

(iii) x—y=x+(—y) para cualesquiera x,y e
y

(iv) X=X para cualesquiera x e.#, y £ 0 .8
respectivamente.

Estas operaciones no son ni asociativas ni conmutativas (demuéstrese esto). Pera, lo mismo que
en Z, la multiplicacién es distributiva con respecto a la sustraccion.

RACIONALES ENTEROS

La aplicacion [1,1] eFesteZ

es un isomorfismo de un cierto subconjunto de 5 sobre el conjunto de los enteros. Se puede, pues, siem-
pre que sea mds cmodo, remplazar el subconjunto .#* = {[r, 1]: [, 1] € .#} por Z. Para completar
la identificacion de # con Q no hay mas que remplazar 2

x*y~' por xfy

y, en particular, [s, m] por s/m.

RELACION DE ORDEN

Un elemento x € @, es decir, x < [5, m] €.#, se llama positivo si, y solamente si, s* m > 0. El
subconjunto de todos los elementos positivos de O se designa por Q% y el subconjunto correspondiente
de £ por £ . Andlogamente, [s, m] se llama negativo si, y solamente si, s - m < 0. El subconjunto de
todos los elemerntos negativos de Q se designard por O~ y ¢l subconjunto correspondiente de .# por 5.
Como por la ley de tricotomia del Capitulo 4, oess-m > 0,0ess*m < 0, o es s+ m = 0, se sigue
que cada elemento de £ es positivo, o negativo, o nulo.

Las relaciones de orden < y > sobre @ se definen como sigue:

Para todo par de elementos x,y €(,
x<y s,ysolosi, x—yp<0
x>y si,ysolosi, x—y=>0

Estas relaciones son transitivas, pero no reflexivas ni simétricas.
@ también cumple la

Ley de tricotomia: Si x,y €0, se verifica una, y solo una, de las relaciones

(@) x=y (b) x<y () x>y

REDUCCION A TERMINOS MINIMOS '

Considérese cualquier [s, m] e # con s # 0. Sea d el mdximo comun divisor (positivo) de s y m
y escribase s = ds;, m = dm;. Como (s, m) ~ (s;, m;), se sigue que [s, m] = [s;, m,], es decir, que
s/m = s;/m;. Asi que cualquier. nimero racional # 0 se puede escribir de manera tnica en la forma
a/b donde a y b son primos relativos, Cuando s/m se remplaza por a/b se dice que s/m ha sido reducido
a sus términos minimos, con lo que ahora es irreducible. En lo sucesivo, todo niimero racional que in-
tervenga en cualquier discusién se considerard como irreducible.
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En el Problema 3 se demuestra:
Teorema II. Si x y y son racionales positivos con x < y, se sigue que 1/x > 1/p.
En los Problemas 4 y 5 se demuestra:

Propiedad de densidad: Si x y y con x < y son dos nimeros racionales, existe un nimero racional z
y tal que x <z <y

Propiedad arquimediana: Si x y y son nimeros racionales positivos existe un entero positivo p tal
que px > y.

REPRESENTACION DECIMAL
Considérese el nimero racional positivo a/b con b > 1. Se tiene

a = qob+ 70 0=9ro< b
101 = qib + 7 0=r<b
Como ry < b y, por tanto, g;b + r; = 10ry < 10h, se sigue que g, < 10. Si r; = 0, entonces
= ;}—Bb, a = gghb + ?éb y g = go + g,/10. Se escribe a/b = g4,q; y se dice que gq,q; €s la repre-

sentacion decimal de a/b. Si ry; # 0, se tiene

107 = @b + 12 =7,<b
en donde ¢, < 10. Si r, = 0, entoncgs r; = % b de modo que rp = El%b + T%E‘F b y la representacion
decimal de a/b es go.q,45: si ro = ry la representacién decimal de a/b es el nimero decimal periddico

G0:91929292 - - -5 S1 12 # 0, r,, se repite el proceso.

Pero los distintos residuos rg, 74, 73, . . . , son elementos del conjunto {0,1,2,3,...,h — 1} de
los residuos moédulo b, de modo que, en el peor de los casos, r, debe ser idéntico a alguno de los
Tgs T1s T2s - - - 5 'y 1 Gigamos al r,, y la representacién decimal de a/b es el decimal periodico

GoqiqaQs . Qo=1 Ge1 Gerz i Quo1 Gerr Qevze o @u=1. 4000
Asi que todo nuimero racional se puede expresar como un niimero decimal que termina o que es pe-
riddico.
Ejemplo 1: (o) 5/4 = 1,25
(B) 3/8.= 0,375

(¢) Para 11/6 se encuentra
11 = 1+6+5 g=1, ng=5

10°5 = B*6+2, ¢,=8 r=2
10-2 = 3-6+2; g3=38, ip=2=m,
y 11/6 = 1,833333....

(d) Para 25/7 se encuentra
25 = 3:T+4; gp=38, rp=4

104 = 65-7+56; ;=5 r,=5

105 = 7+7+1; =17 rn=1

1001 = 17+ 3 g3=1, r3=23

1003 = 4:7+2; g, =4, ry=2

1002 = 2-T+6; gqs=2, r5=6

1046 = 8:7T+4; =8, rg=4=r,
y  25/7 = 3,571428 571428 . . ..
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Reciprocamente, claro estd que todo decimal que termina es un numero racional. Por ejemplo.
0,17 = 17/100 y 0,175 = 175/1000 = 7/40.

En el Problema 6 se demuesira el
Teorema IIl. Todo decimal periodico es un numero racional.

La demostracion emplea los dos teoremas preliminares:
(i) Todo decimal periddico se puede escribir como suma de una progresion geométrica infinita.

(i) La suma de una progresion geométrica infinita cuya razon r es tal que |r| < 1, es un nimero
finito.

En cualquier libro de dlgebra que trate las progresiones se encuentra el estudio de estos teoremas.

Problemas resueltos

1. Demostrar que la adicion y la multiplicacién sobre .# estdn bien definidas.

Sean-[a.b] = [s.m] y [¢,d] = [t,n]. Entonces (a, b) ~ (s, m) y (c,d) ~ (1, n), de modo que am = bs y
cn = dr. Como

[a,b| + [e,d| llad + be), bd] = [(ad + beymn, bd + )
=  [(am=dn + en*bm), bd = mn|
= [(bs=du + dt-bm), bd + mn]

= [bd(sn + tm), bd + mn]

Wi . 3 = [sm+tm,mn| = [s,m| + [t,n]
y la adicion es bien definida
Asimismo, fa. b} = [e,d] = [ae,bd] = [ac+mn, bd=-mn]
= [am=cn, bd=mn] = [bs+dt, bd+mn)
= [bd-st,bd-mn|] = [st,mn]

= [a;m] - [t n]
y la multiplicacion es bien definida

2. Demostrar: Si x, y son nimeros racionales no nulos, entonces (x<p)™ ' = '+ x71,
Vs [m, 8]y ¥4 e [n, 1]. Entonces x* y s [s,m] - [1.n] =

[st.mn] y (xep) b e [mnost] = [n ] - [mos]esyp™ o™

Sean x « [5, m] y ¥« [, n], de modo que x~

3. Demostrar: Si x y y son racionales positivos con x < y, entonces 1/x > 1/

Sean x e [s,m] y y e [t.n]; entonces sm > 0. m >0, y sn < m. Y asi, para- 1/x = x " [mos] y
1)y« [n, 1], la desigualdad mu > sn implica 1/x > 1/y, como se afirmaba.

4. Demostrar: Si x y y con x < y son dos niimeros racionales, existe un nimero racional = tal que
L 7 Y

Como x < y, tenemos

Ix=x+x<x+y ¥y x+yre<y+yr=2r

Entonces Zx < x+y< 2y

y multiplicando por 4, x < 3{x + y) < ». Asi, pues. 3(x + p) es uno de los numeros = buscados.
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Demostrar: Si x y y son racionales positivos, existe un entero positivo p tal que px > y.
Sean x < [s, m] y y « [¢, n] donde s, 1, 1, n son enteros positivos. Ahora bien, px > y si, y solamente si, psn > ml.
Como sn =1y 2sn > 1, la desigualdad queda ciertamente satisfecha si tomamos p = 2mt.
Demostrar: Todo decimal periddico representa un numero racional.
Sea el decimal periddico
xyzdefdef . . . = x,y= + 0,00def + 0,00000def + - - -

Como x,pz es un decima limitado, que termina, es una fraccion racional, en tanto que 0,00def + 0,00000def + - - -
es una progresion geométrica infinita cuyo primer término es a = 0,00def, de razén r = 0,001 y cuya suma es

a _ 0.00def _ def

i 11—+ 0999 — 98900°

una fraccion racional

Asi, pues, siendo la suma de dos nimeros racionales, el decimal periddico es un numero racional.

Expresar (a) 33 en base 4, (b) 4 en base 5.
() 27/32 = 3(}) +3/32 = 3} + 14)* + 1/32 = 3(}) + UL + 230

La representacion pedida es 0,312,
() 1/8 = 1} + A& = UL +3(L)2+ 175
1(4) + 3(1)* + 1(1)* + 2/375
1(4) + 3(1)2 + 1(1)3 + 3(L)* + 1/1875
La representacion pedida es 0,131313 ... . ..

Problemas propuestos
Verificar:  (a) [s,m] + [0,n] = [s,m] (¢) [s,m] + [—s,m] = [0,n] = [s,m] + [5,—m]
(B) [s,m] - [0,n] = [0,n] (d) [s,m] - [m,s] = [n,n]
Enunciar las leyes A,-A,, M,-M., D;-D, del Capitulo 4 para niimeros racionales y demostrarlas.

Demostrar: (a) £ es cerrado con respecto a la adicion y la multiplicacion.
(6) Si [s,m]e#", también lo es [s, m]~ 4

Demostrar: (g) #~ es cerrado con respecto a la adicién, pero no con respecto a la multiplicacion.
(b) Si [5.m]e £~ también lo es [s, m]™"

Demostrar: Si x,ye@ yx"y=0,esx=00 y=0.

Demostrar: Si x,pe Q. entonces (a) —(x + y)= —x—yy (b) —(—x) = x.
Demostrar la ley de tricotomia.

Si x,y, ze 0, demostrar:

(@) x+z<y—+zsi,ysolosi, x<y;

() siz>0, xz<yzsiysolosi, x <y;

(¢) siz<0, xz< yzsi, y solo si, x > y.

Stw,x,y,zeQ con xz £ 0 en (a) y (b), y xyz #+ 0 en (¢), demostrar:
(@ (w:x)+ y:2)= (wz + xp):xz

b)) (w:x)(y:z2)=wy:xz

(¢) (wix):(p:z)=wz:xy

Demostrar: Sia,beQF ya < b, es a® < ab' < b%. jCudl es la desigualdad correspondiente si a, b€ 07 ?



Capitulo 7

Los numeros reales
INTRODUCCION

Los Capitulos 4 y 6 comenzaban con la observacion de que el sistema X de ntiimeros estudiados
hasta entonces tenia un defecto manifiesto, defecto que se remediaba ampliando el sistema X. Para lo
cual se definia en el conjunto de pares ordenados de elementos de X una relacién de equivalencia, et-
cetera. De ese modo se formaron a partir de N sistemas Z y Q que cumplen N (C Z ( Q. Para lo que
sigue, es de importancia tener presente que cada uno de los nuevos sistemas Z y Q posee una tpica ca-
racteristica simple, a saber:

Z es el menor conjunto en el cual, para elementos arbitrarios m, s € N, la ecuacion m + x
tiene siempre una solucion,

s

O es el menor conjunto en el cual, para enteros cualesquiera m + 0 y s, la ecuacion mx = s
tiene siempre una solucidn.

La situacion que se presenta ahora no es que @ tenga un defecto solo, pues mas bien tieng muchos
y tan diversos que el procedimiento de los capitulos anteriores no los remedia todos. Mencionamos
dos solamente:

(1) La ecuacion x® = 3 no tiene solucion en 0. Porque supdngase lo contrario y que el racional a/b,
ya reducido, sea tal que (a/b)*> = 3. Como a®> = 3b?, se sigue que 3 | a® y, por el Teorema V, Ca-~
pitulo 5, que 3 | a. Escribase @ = 3a,; entonces 3a} = b* con lo que 3 | b? y, por tanto, 3 | b. Pero
esto contradice la hipotesis de que /b era irreducible.

(2) La circunferencia ¢ de un circulo de didmetro d € Q no es un elemento de @, esto s, en ¢ = 7d,
n ¢ Q. Mis atn, n? ¢ O de modo que 7 no es solucion de x* = ¢ para ningin g€ Q. (En efecto,
m no es raiz de ninguna ecuacién de la forma ax” + bx" "' + - +sx +t=0con a, b, ...,

st eQ.)

El método que se introduce en la seccién siguiente para ampliar los nimeros de racionales a rea-
les se debe al matemdtico aleman R, Dedekind. Con el fin de motivar la definicion del concepto funda-
mental de cortadura de Pedekind, o de cortadura simplemente en los niimeros racionales, vamos a dis-
cutirlo primero en términos no algebraicos.

Considérese el eje racional de la Fig. 7-1, es decir,
una recta L en la que los elementos no nulos de @ se
asignan a puntos situados a distancias apropiadas (en es-
cala) del origen, que se designa con el 0. Por comodidad, - =
llamese punto racional todo punto de L al que se haya P
asignado un nimero racional. (No todo punto de L es / ]
punto racional, pues si P es una de las intersecciones del / & L
circulo de centro en 0 y radio 2 unidades, con la paralela -2 .5 ¥ 1.8
a L a 1 unidad por encima de ésta y se traza por P la
perpendicular a L que la corta en 7. entonces, por lo
dicho en (1) antes, T no es un punto racional.) Supdn- \\R
gase la recta L dividida en dos partes en alguno de sus
puntos. Se presentan dos posibilidades: Fig. 7-1

65
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(a) El punto en que se divide L no es un punto racional. Entonces, todo punto racional de L esta en
una de las dos partes, pero no en ambas.

() El punto en que se divide L es un punto racional. Entonces, con excepcidn de este punto, cual-
quier otro punto racional estd en una de las partes, pero no en ambas. Convengamos en situar el
punto excepcional siempre en la porcion derecha.

En cualquiera de los dos casos, el efecto de seccionar L en uno de sus puntos es la determinacion
de dos subconjuntos propios no vacios de Q. Como estos subconjuntos son disjuntos en tanto que su
union es O, cada uno define al otro, y asi podemos limitar nuestra atencion al subconjunto de la izquier-
da. Vamos a definir este subconjunto de la izquierda algebraicamente, ¢s decir, sin referencia a ningu-
na recta.

CORTADURAS DE DEDEKIND

Por cortadura C en Q se entiende un subconjunto propio no vacio de Q dotado de las propiedades
siguientes:

(i) sic eCya €Q cona<c, entonces a €C;
(ii) para todo ¢ e C existe b e C tal que b > c.

Lo esencial de estas propiedades es que una cortadura no tiene ni elemento minimo (primero) ni
elemento méximo (ultimo). Pero las razones para esto difieren bien claramente: una cortadura C no tiene
elemento minimo porque si ¢ € C, todo numero racional ¢ < ¢ es elemento de C. Por otra parte, si
bien hay elementos de C mayores que cualquier elemento dado ¢ € C, existen también nimeros racio-
nales mayores que ¢ que no pertenecen a C, es decir, que son mayores que todo elemento de C.

Ejemplo 1:  Sea r un nimero racional arbitrario. Demostrar que C(r) = {¢:a & 0, a < r} es una cortadura.
Como @ no tiene ni primero ni Gltimo elemento, se sigue que existen unr; e Q tal que ry < r

(luego Clr) # @)y un r, € O tal que r, > r (luego C(r) # Q). Por tanto, Cr) es un subcon-

junto propio no vacio de Q. Sea ce C(r), esto es, ¢ < r. Entonces, para todo a e @ tal que

a < ¢, setiene g < ¢ < r;asi, pues, a £ C(r) como lo exige (i). Y siendo Q denso, existe d € O

tal que ¢ < d < r;conloqued > ¢y de C(r) como lo exige (ii). C(r) es, pues, una cortadura.

La cortadura definida en el Ejemplo 1 se dird cortadura racional, o, con mayor precision, cortadura
en el numero racional r. Para un cjemplo de cortadura no racional véase ¢l Problema 1.

Cuando C es una cortadura, se denota por C' el complemento de C en Q. Por gjemplo, si C = C(r)
del Ejemplo 1, entonces €' = C'(r) = {a’': a' €Q, a' =r}. Asi, pues, el complemento de una cor-
tadura racional es un subconjunto propio de Q que tiene elemento minimo, pero no méximo. El com-
plemento de la cortadura no racionsl del Problema 1 carece de elemento méximo, evidentemente; en
el Problema 2 se demostrard que no tiene elemento minimo.

En el Problema 3 se demuestra el

Teorema I.  Si C es una cortadura y r € Q, entonces

(@) D=1{r+a:a eC) es una cortadura y (b) D' = {r+a':a eC}
Ahora es facil demostrar el

Teorema II.  Si C es una cortadura y r € Q. entonces

(@) E = {ra: @ €C} es una cortadura y (b) E' = {ra": @' €C'}
En el Problema 4 se demuestra el

Teorema III. Si C es una cortadura y » e @, hayun b eC tal que r + b eC"
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CORTADURAS POSITIVAS

Denotese por 2" el conjunto de todas las cortaduras de los niimeros racionales y por # ~ &l con-
junto de todas las cortaduras (llamadas cortaduras positivas) que contienen uno o més elementos de 0~
Repdrtanse las restantes cortaduras de # en la cortadura 0, o seala 0 = C(0) = {a:a € 07} yel con-
junto # "~ de todas las cortaduras que contienen algin elemento de @, pero no todos. Por ejemplo.
C(2) e ", mientras que C{—5) €4 . Por ahora limitaremos nuestra atencién solo a las cortadu-
ras de ™% para las cuales es facil demostrar el

Teorema IV. Si C e ¥ " yr>1 €0, existe un ¢ €C tal que re e C".

Cada C e " consiste en todos los elementos de @, 0 y (véase Problema 5) en una infinicad de
elementos de O*. Para cada C € ¥ * definase (| = {a:a €C,a > 0} y dendtese el conjunto de todos
los ( por #. Por ejemplo, si C = C(3) entonces ((3) = lata € 0,0 < a < 3} y C se puede escribir
como C = C(3) = @~ U {0} U C(3). Notese que cada Ce ¥t define un tnico (€ # y que, r=-
ciprocamente, cada ( € # define una tinica C e & *. Acordemos la convencién de que si C, .4 .
entonces C; = 0~ U {0} U (.

Se definen la adicién (+) y la multiplicacién () sobre #* como sigue:

Ci+C: = Q@ U[OJU(C, +(,)
para cualesquiera ¢,,C, € K *

Ci'C: = Q- UBIUI(C, ()
; O 5 = et g er, e
con (i)
C],-Cg = {cl-{'2: CIECI’ C2EC2}
Es facil ver que tanto C; + C, como C,* C, son elementos de # '. Ademds, como
C,+0, = {graeeCi+Cs a3 0)
y
CisCy = (a2 &€C»Cy a>0)

se sigue que 3" ¢s cerrado con respecto a la adicién y la multiplicacidn segan se definen en (i)

Ejemplo 2: Comprobar: (a) C(3) + C(7) = C(10). () C(3) C(T) = C(21).
Dendtese con ((3) y ((7), respectivamente los subconjuntos de todos los racionales po-
sitivos de C(3) y C(7). Solo hay que verificar entonces gque

CB)+ C(7)=Cao) y CB»-C=Cr)
{a) Seanc, e ((3)ye,eC(7).Comol <, <3yl <, <7, tenemos 0 < ¢y + ¢, < 10.
Con lo que ¢; + ¢, C(10) y C(3)+ C(7) C C(10). Supéngase ahora que cye ((10).
Entoneces, como 0 < ¢; < 10,

7
G<-1::jc3<3 4 Dc-mcS-:?

3 7 3 7 - , i
esto es, ﬁ)(', e(C(3)y 1—61-_, € ((7). Pero ¢; = I_C-}Ci + 1—603; luego, (10} C C(3) + C(7).
Asi, pues, ((3) + ((7) = ((10) segin se afirmaba.

(h) Para ¢, y ¢, como en (a). tenemos 0 < ¢;*c; < 21, Entonces, ¢y e 6 (C(21) ¥
¢

C(3)+ C(7) C ((21). Ahora supongase ¢y € ((21)demodo que 0 < ¢3 < 21y 0 < _ﬁ =

g < 1. Escribase g =g¢g,'g; con 0 <g, <1 y 0 <y, < 1. Entonces ¢; = 2lg =
(3¢, NTgs) con 0 < 3¢, <3 y 0 < Ty, = 7, esto es, 3g, € ((3) ¥ 7g; € ((7). Entonces,

CRIC CB)-C(My CB):C(7) = ((21) como se afirmaba.

Las leyes A <A, M,-M,, D,-D, sobre 2" se siguen inmediatamente de las definiciones de la adi-
cion y la multiplicacién sobre # " y del hecho de que estas leyes rigen en Q% y, por tanto, en Jf
Por otra parte, se demuestra ficilmente que C(1) es el neutro multiplicativo, de modo que M5 también
es valida.
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SIMETRICOS MULTIPLICATIVOS

Sea ahora una cortadura cualquiera C = @~ U {0} U ( €A™ y definase

C'=1{b:b €@, b<a ! para algin a €C’}
En el Problema 6 se demuestra:
SiC=0 U0} U(C entonces C'=Q U{0}U (' esunacortadura positiva.
En el Problema 7 se demuestra:
Para toda C e &, su simétrica multiplicativa es C™' e ™.
Ahora se puede elegir entre dos vias para sumergir %7 en un sistema en que cada elemento tenga
un simétrico aditivo:

(1) Repetir lo del Capitulo 4 poniendo # * en lugar de N.
(2) O bien identificar cada elemento de #~ como el simétrico aditivo de un elemento Unico

de # *. Procederemos de esta manera.

SIMETRICOS ADITIVOS
La definicién de la suma de dos cortaduras positivas es equivalente a
Gyt Ci=ifeptcniep el 6 e Gy, CCs EH T

Se generaliza la definicién para abarcar todas las cortaduras asi:

C;+ C,=1e; + ;0 ey €Cy, ¢ 6C, C..C, e ()

Ejemplo 3: Comprobar que C(3) + C(-7) = 4).
Sea ¢, + ¢ € C(3) + C(—7), donde ¢, €CB)yc;eC(—7). Como ¢, <3y < —T,

sesigue que ¢, + ¢, < —4de modo que ¢; + ¢; € C(—4). Asi, pues, C(3) + C(=7) C C(— 4).

Rcc,lpmca.meme. sca c3€ C(—4). Entonces, ¢3 < —4y —4 — 3 = de Q7. Ahora bien,
ca=—-4—d=03- )+ (-7 — 1d); entonces, como 3 — ideC(3)y -7 — 4de C(=T),
se sigue que c3eC{3) + C(=T7) y es C(—4) C CB3) + C(=7). Asi que C3) + C(—7) =

C(—4) como se queria.
Ahora, para cada C e ., definase
—C={x:x €Q, x < —a para algin ¢ €C'}
Para C = C(—3), sc tiene —C = {x: x €, x < 3} porque —3 es el elemento minimo de C". Pero
ésta es precisamente C(3); luego, en general,
—C(r)= C(—r) sireQ

En el Problema 8 s¢ demuestra que — C es ciertamente una cortadura, y en el Problema 9, que —C

es la simétrica aditiva de C. Entonces, las leyes A -A, se cumplen en #’.

En el Problema 10 se demuestra la

Ley de tricotomia. Para toda C e, se verifica una, y solamente una, de las relaciones

C = C(0) (Blgrie i -C e

MULTIPLICACION SOBRE %

Para toda C e 4, se define
C > C(0) si, y solo si, ¢ eX?
C < C(0) si, ysolo si, —C e
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y 161= G i Bi=E10)
[Cl==€ S 2e <]
Asi, |C| = C(0), esdecir, |C|=C(0) o |C|EK*.
Para todo (,,C: € K, sc defina

"Cr -Ca= C(0) si Ci = C(0) o bien C.= C(0) (2)
Ci Ca= |Caf ® Cz] si Ci>C0) y C:>C(0) O si Ci<Cl0) vy C.< C(O}
1_01 Cy= —{|C1| * |C2l) si iz Cl0) y C:<C(0) 0 si Ci<Cl0) ¥y C.=C(0)

Finalmente, para C # C(0), definimos
Ol ensh OH0W, - a v GBS s T D)

Ahora resulta ficilmente que las leyes A -A,, M;-M,, D,-D, (véase pdgina 71) rigen en .

'SUSTRACCION Y DIVISION

En forma andloga a la de la seccion correspondiente del Capitulo 6, se define para cualesquiera
C.Ch X _
Gh—0C = G+ (=6 (3
Y, si C, #+ C(0),
Ci: 0 = Gl'Cz—I “}

Nota. Nos encontramos a esta altura en la incémoda situacion de disponer de dos significados
completamente diferentes de C; — C,. En todo este capitulo convendremos, pues, en considerar C;, — C,
y €, M C3 como expresiones con significados diferentes.

RELACIONES DE ORDEN
Para cualesquiera dos cortaduras distintas C;, C, € %" se define
C, < C,, o también C, > C,, significa C; — C, < C(0)
En el Problema 11 se demuestra que
: C, < C,, o también C, > C,, si, y solo si, C,C C,
Se sigue ficilmente la

Ley de tricotomia. Para cualesquiera C,, C; € se verifica una, y solo una, de las siguientes rela-
ciones:

(@) €, = C, (h) C, < Gy (¢) Cp > G
PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES
Definase %% = {C(r): C(r) €4, r € Q}. Se deja al lector la demostracién del
Teorema V. La aplicacion C(r) e #* —» r €@ es un isomorfismo de 4™ sobre Q.

Los elementos de 4~ se llaman numeros reales, y cuando quiera que sea mds comodo, ) se rem-
plazard por el familiar R, mientras que A4, B, .. ., denotardn elementos arbitrarios de R. Ahora bien,

© C R; los elementos del complemento de Q en R se llaman nimeros irracionales.

En los Problemas 12 y 13 se demuestran la

Propiedad de densidad. Si A, B € Rcon A < B, existe un niimero racional C(r) talque 4 < Clr) < B.

y la
Propiedad arquimediana. Si 4, B e R* existe un entero positivo C{n) tal que C(n)- 4 > B.
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A fin de establecer en lo que sigue una importante propiedad de los nimeros reales que no existe
para los numeros racionales, se hace la definicion:

Sea S # (J un conjunto en el cual estd bien definida la relacion de orden <, y sea T cualquier
subconjunto propio de S. Un elemento s € S, si existe, tal que s = ¢ paratodot €T (s = ¢ para
todo ¢t € T) se llama mayorante (minorante) de T.

Ejemplo 4: (@) SiS=Q0yT={-5 —1,0, 1, 3/2}, entonces 3/2, 2, 102, ... son mayorantes de T, en
tanto que —5, —17/3, —100, ..., son minorantes de T.

(h) SiS = QyT = CeX entonces T no tiene minorante en tanto que cualquier ' e " = C’
es un mayorante. Por otra parte, T’ carece de mayorante, mientras que cualquier e T
es un minorante.

Si el conjunto de todos los mayorantes (minorantes) de un subconjunto T de un conjunto § contie-
ne un elemento minimo (un elemento méximo) e, s¢ dice que e es el extremo superior (extremo infe-
rior) de T.

Sea @ el conjunto universal y considérese la cortadura racional Clr) € 5. Como r es el elemento
minimo de C'(r), todo s = r en Q es un mayorante de C(r) y todo t =r en O es un minorante de
C’(r). Asi, pues, r es el extremo superior de C(r) y el extremo inferior de C'(r).

Ejemplo 5: (a) El conjunto T del Ejemplo 4(g) tiene el 3/2 como extremo superior y el —5 como extremo
inferior.
(b) Sea Q el conjunto universal. La cortadura C del Problema 1 carece de minorantes y, por

tanto, de extremo inferior. Si bien tiene mayorantes, no tiene extremo superior porque C
no tiene elemento maximo y €' no tiene elemento minimo.

{c) Sea R el conjunto universal. Siendo cualquier cortadura C e X un subconjunto de Q,
-es un subconjunto de R. La cortadura C(r) tiene entonces mayorantes en R y r € R como
extremo superior. Asimismo, la cortadura C del Problema 1 tiene mayorantes en R y

\/ 3 € R como extremo superior.

El Ejemplo 5(c) ilustra el

Teorema VI. Si 8 es un subconjunto no vacio de " y si S tiene un mayorante en 4, tiene un extre-
mo superior en .
Para una demostracién, véase Problema 14.

Anilogamente, se tiene el
Teorema VI'. Si 8 es un subconjunto no vacio de X y 8 tiene un minorante en ', tiene un extremo

inferior en .

Asi, pues, el conjunto R de los nimeros reales tiene la

Propiedad de plenitud. Todo subconjunto no vacio de R que tenga un minorante (mayorante) tiene un
extremo inferior (superior).

Supongase 6" = « donde o, 8 € R* yn e Z*. Se dice que 0 es la raiz enésima principal de o y se
escribe 0 = «'". Entonces, para r = m/n € ( se sigue que " = §".

Otras propiedades de R son:

(1) Paratodoax €R* ytodon € Z" existe un tfinico # € R" tal que 6" = o.
(2) Para ntimeros reales « > 1 y f, definase «f como el extremo superior de {o": r €Q, r < f}. En-
tonces, o estd definida para todo o > 0, f € R haciendo of = (1/x) #si0 < < 1.
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RESUMEN

Como resumen parcial hasta el momento, he aqui una lista de las propiedades fundamentales del

sistema R de los nimeros reales. A Ia derecha, entre paréntesis, se indican otros sistemas, N, Z, 0, en
los que rige cada propiedad dada.

I

Adicion
A,. Ley de clausura r+ s€ R, para cualesquiera r, 5 € R. (N, Z, Q)
A,. Ley conmutativa r+ 5§ =5+ r, para cualesquiera r, 5 R. N. Z,. Q)
A,. Ley asociativa r+ (s +t)=(r+s)+ ¢, para cualesquiera r,s, 1€ R. (N, Z, Q)
A, Ley de cancelacion Sir+ t =5+t esr=ypara cualesquierar, s, te R (N, Z. Q)
Ag.  Neutro aditivo Existe un elemento neutro aditivo tnico 0 e R tal que

r+0=04+r=r para todo re R. (Z, Q)
A,. Simétrico aditivo Para ‘cada r € R existe un inico simétrico aditivo, llama-

do opuesto, —re Rtalque r + (—r) = (=r) + r=0. (Z, )
Multiplicacion
M,. Ley de clausura r+se R, para cualesquiera r.s5€ R. (N, Z.0)
M;. Ley conmutativa. r+5=s"r, para cualesquicra r,se R (N. Z, Q)
M,. Ley asociativa re{s+1) = (r-s}-t, para cualesquiera r, s (€ R. (N. Z, Q)
M,. Ley de cancelacion Sim - p = n- p entoncesm = nparacualesquieram, n e R

yp+0eRr (N, Z, Q)
M;. Neutro multiplicativo Existe un elemento neutro multiplicativo tnico 1 € R tal

que 1+r=r+1=r para todo reR. (N, Z,0)
M. Simétrico multiplicativo. Para cada r + 0 € R existe un unico simétrico multiplica-

: tivo r "eR tal que'rrt=rtr=1 Q)

Leyes distributivas Para cualesquiera r, s, 1 € R,
D,. rols 4 f)y=-res+ ret
D,. s+ 1) r=s-rHeer (N, Z, Q)
Propiedad de densidad Para todo r,5e R, con r < s, existe re( tal que

i Q)
Propiedad arquimediana Para todo r.s€ R*, con r < &, existe ne Z* tal que

ner> s )
Propiedad de plenitud Todo subconjunto no vacio de R que tenga un minoran-

te (mayorante) tiene un extremo inferior (extremno supe-

rior). ' (N, Z)

Problemas resueltos

Demostrar que el conjunto S formado por @7, cero y todos los s € Q" talés que 52 < 3, es una
cortadura.

Primero que todo, S es un subconjunto propio de Q, pues | e Sy 2 € S. En segundo lugar, sean ce Syae Q
con a < ¢. Evidentemente, a€ S si @ =0 y también si ¢ = 0.

Para el caso restante (0 < a < ¢), a® < ac < ¢ < 3;luego @® < 3y q =.5 como se requiere en (i), pagina 66.
La propiedad (i), pagina 66, queda cumplida por b = 1 si ¢ = (); entonces S serd una cortadura siempre que para
cada ¢ > 0, con ¢* < 3 pueda hallarse siempre un me @* tal que (¢ + m)* < 3. Se pueden simplificar un tanto
las cosas notando que si p/g, donde p, g € Z* ha de ser un m semejante, también lo es 1/g. Pero g = 1: luego

2 2

(c-}-l) = ¢ +§E+L = gy Retl g pues, (c-}—l) < 3 siempre que2_9+_14 3 —¢?, esto
g g gt [ q q

es, siempre que (3 — ¢3)g > 2c + 1. Como (3 — ¢*)e Q@ y (2¢ + 1) e @7, la existencia dege Z™ que cumpla la

altima desigualdad viene asegurada por la propiedad arquimediana de @*. Asi, pues, S es una cortadura.
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Demuéstrese que el complemento S’ del conjunto S del Problema 1 carece de elemento minimo.

Para todo re S’ = {a: ae QF, a* = 3}, vamos a demostrar que se puede hallar siempre un nimero racio-
nal positivo m tal que (r — m)® > 3, esto es, que el r que se elija nunca podré ser elemento minimo de S". Como
en el Problema 1, por simplificar, s¢ busca un m de la forma /g con geZ*. Asi se tiene( o EY

q/

= g EE

g 4t

~ 2r. Como en el Problema 1, la propiedad arquimediana de Q* asegura la existencia de g € Z* que satisfaga la
ultima desigualdad. Asi que S* carece de elemento minimo.

DA | _, 1% ; ; i
g PR %r; luego ("f‘ _E> > 3 siempre que %’ < r? — 3, esto es, siempre que (r* — 3)g

Demostrar: Si C es una cortadura y r € Q, entonces (a) D = {r + a: a€ C} es una cortadura y
D ={r+a:deC}

(@) D+ ¢ porque C # &; ademds, para todo ¢'e C', r + ¢'¢ Dy D # (. Lucgo D es un subconjunto pro-
pio de Q.

Sea be C. Para cualquier se Q talque s < r + b, setienes — r < b de modo que s — r e C y entonces
s =r + (s — r)e D segiin la condicion de (i), pagina 66. Asi que para b € C existe un elemento ¢ € C tal que
¢> b;luegor + b, r+ceDyr +c>r+ bcomose pide en (ii), pagina 66. De modo que D es una cor-
tadura.

(b) Sea b'e C'. Entonces r + b'¢ D porque b’ ¢ C; luego r + b"e D'. Por otra parte, si ¢' = r + p' € D' enton-
ces p ¢ C, pues si perteneciera tendriamos D M D' # @. Asi que D" ¢s lo definido,

Demostrar: Si C es una cortaduray r € Q 7, existeun b € C tal que r + h eC.

Segtin el Problema 3, D = {r + a:ae C} es una cortadura. Como r > 0, se sigue que C C D. Sea ge Q tal
que p = r + ge D pero no de C. Entonces g € C pero r + g C'. Asi, pues, g satisface los requisitos de b en el
teorema.

Demostrar: Si C e # *, C contiene infinitos elementos de (/a0

Como Ce #* existe al menosunre Q" talquere C. Entonces para todo g € N se tiene r/q e C. Asi, pues,
ningin Ce X * contiene solamente un nimero finito de racionales positivos.

Demostrar: Si C = Q- U {0} U C e ", entonces C ' =0~ U {0} \J (™! es una cortadura
positiva.

Como ( + Q% sesipueque C' # Fycomo ( # &, resultaque ' # 0*.Seade C'.Entonces(d + 1) 'e @
y(d+1)"' <d ! de modo que (d + 1) € (~'y ("' # @. Asi, si ce C, entonces para todo ae C" se tiene
c<ayct>atiluegoe ¢y (T # Q7. Asique C~! es un subconjunto propio de Q.

Sean ce C~' yre Q" talés que r < c. Entonces r < ¢ < d”! paraalgin deC' y re (! como se requie-
re en (i), pagina 66. Asimismo, como ¢ # " existese Q7 talquec < § < d~'yse (' como se requiere en (if).
De modo que C~' es una cortadura positiva.

Demostrar: Para cada C € # ™, su simétrica multiplicativa es CTr et

SeaC =0 \J{0} U CdemodoqueC™' = 0~ UJ (6} (' Entonces (- (' ={c-b:ce(,be R
Pero b < d! para élgfm de C' y entonces bd < 1; asimismo, ¢ < d de modo que bec < 1. Por tanto,
CHE e cay

Sea ne ((1) tal que n~! > 1. Por el Teorema IV, existe ce C tal que ¢-n~ '€ C'. Para cada a € C tal que
a > csetienenta~t <nce b= (crnt) Lasiquen-a”t = eeC ' Luegon =aee C C lyC(HC (- Ch
Por consiguiente, (+ (' = ((1) y €*C~* = C(1). Por el Problema 6, es G i
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8. SiC e, demostrar que — C es una cortadura,

Notese primero que —C # f puesto que C' = (. Sea ahdra ¢ € C; entonces —c ¢ —C pues si lo fuera se
tendria —¢ < —¢' (para algin ¢’ € ') de modo que ¢' < ¢, una contradiccion. Asi que — C es un subconjunto
propio de (. La propiedad (i), pagina 66, es inmediata. Para demostrar la propiedad (ii), sea xe —C, esto es
x < —¢ para alglin ¢'e C. Pero x < Hx — ¢') < —c'. Asi, pues. 3lx — ¢') > x y 3(x — ¢'Je — C.

9. Demostrar que —C del Problema 8 es la simétrica aditiva de C, estoes, que C + (=C) = —C +
C = C(0).

Seac+xeC + (—C)conceCyxe—C. Ahora bien, si x < —¢' para ¢'e (', se liene ¢ + x < ¢ —
¢' < 0 puesto que ¢ < ¢". Entonces, € + (—C)( C(0). Reciprocamente, sean y, z € C(0) con z > y. Enton-
ces, por ¢l Teorema II1, existen ce Cy ¢'e C' tales que ¢ + (z — y) = ¢. Como z — ¢’ < — ¢/, s¢ sigue que
z—ce—CAsiquey=c+ (z—¢)eC+(-QyCONC C + (—C).Luego € + (- C)= =C + C = Cl0).

10. Demostrar la ley de tricotomia: Para C € % sc verifica una, y solo una, de las relaciones

= Tt ¢ ex™ —C ex™
Es claro que ni C{0) ni —C(0)e #'7. Supdngase ahora que C # ((0)y C¢ 4. Como todo ¢e Ces un
niimero racional negativo pero C # Q. existe ¢'e 0 tal que ¢'e C. Como ¢’ < j¢' < 0, se sigue que
0 < —i' < —¢'. Entonces. —ic'e —C y asi Ce.#"". Por el contrario, si Ce ¥ 7, todo ¢'e ("' es tambicn
e Q7. Luego todo elemento de —C es negativo y —Cg o ",

11. Demostrar: Para dos cortaduras cualesquiera 'y, (', € £ setiene C; < () si,ysolosi, C; C C,.

Supdngase €, C ;. Elijase '€ C; M €}, y luego be C, 1al que b > o' Como —h < —a’, se sigue que
—be —C,. Pero —C, es una cortadura; luego existe un elemento c& —C, talque ¢ > —b. Entonces b + ¢ > 0
ybh+eceC,+ (—C))=C, — C, de modo que C, ~ C,e X 7. Asi, pues, C; — C; = C0)y C; < Cs.

Para la reciproca, supdngase C; < (. Entonces, ¢, — Cp> C(0) y C; — C, 2 # 7. Elijase de 07 1al
quedeCy — €, yescribased = b + aconbe Cyyae —C,.Entonces. —b < —a'porqued > Oycomoae —C,
podemos elegirun g’ e C| tal quea < —a’. Pero —b < —a'.entonces, @' < b, de modo que b & Cy, y asi, pues.
C, @ C,. Ahora considérese cualquier v € ;. Entonces, x < b de modo que x e C, y, por tanto, ¢, C C;.

12. Demostrar: Si A, B € Rcon 4 < B existe un ntmero racional C(r) tal que 4 < Clr) < B.

Como 4 < B, existen  nameros racionales r y & con r < 5 tales que r,s€ 8, pero de A. Entonces,
4 = Cls) < Clr) = B, como sc pedia.

13. Demostrar:'Si 4, B € R™ existe un entero positivo C(n) tal que C(in)+ A4 > B.

Como esto es trivial para 4 = B. supongase 4 < B. Sean r, § nimeros racionales positivos tales que re A y
s€ B':entonces Cir) = A y Cls) > B. Por la propiedad arquimediana de Q existe un namero positivo a tal gue
nr = s, es decir, Cin)- Clr) > Cis). Luego

Cinl- A4 =Cn)- Cir) = Cis) > B

como se pedia.

14. Demostrar: Si § es un subconjunto no vacio de X y si § tiene un mayorante (en .¥7), tienc extre-
mo superior en ¥ .

Sea 8 = |Cy, Cy, Cy, ... } el dicho subconjunto y € un mayorante. La union U = C, L C; U C3 ).
de las cortaduras de 8 es ella misma una cortadura € A" asimismo. como ¢, C U. C, CU. G C U... .. Ues
un mayorante de 8. Pero €, C C. C; C C. G5 C (... i luego U C C y U es el extremo superior de §.

e e~
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15.

16.
17
18.

19.

21

27.
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Problemas propuestos

(@) Definir C(3) y C(—7). Demostrar queé cada una es una cortadura.
(b) Definir C'(3) y C'(—7).

{¢) Situar —10, —5, 0, 1, 4 como € o ¢ de C(3), C(—7), €'(3), C'(—T7).
(¢) Hallar 5 nimeros racionales de C(3) que no estén en C{—7).

Demostrar: C(r) C C(s) si, y solamente si, r < 5.

Demostrar: Si 4 y B son cortaduras, entonces 4 C B implica 4 #+ B.

Demostrar el Teorema II de la pdgna 66.

Demostrar: Si C es una cortadura y re 0%, entonces C =D = {a + r: aeC}.

Demostrar el Teorema IV, pagina 67.

Sea re 0, pero no de Ce X". Demostrar que C = Clr).

Demostrar: (a)

©®)

Demostrar: (a)
(&)

C(2) + C(5) = €(7) (c) Cir)+ C0) = C(r)
C(2)- C(5) = C(10) " d) Cr)C(l) = C(r)

Si CexX*t,es —Ced.
SiCeX,es —CexX.

Demostrar; —(—-C)=C

Demostrar: (a)
(6)
(e)

Demostrar: (a)
(5)

8i Cy, C, € A, entonces C; + C, y |Cy|* |C,| son cortaduras.
Si C, # C(0), entonces |C;|™! es una cortadura.
(C™')"! = C para todo C + C(0).

Si Cea™*, entonces C"lext.
Si Ced ™, entonces C e .

Demostrar: Si r,5€Q con r < s existe un niimero irracional « tal que r < a < 5.

&§—r

Sugerencia: Considérese o = r + \fﬁ 3

Demostrar: Si 4 y B son nimeros reales con 4 < B, existe un nimero irracional ¢ tal que 4 < a < B.

Sugerencia: Utilicese el Problema 12 para demostrar: Si A y B son nimeros reales con 4 < B, existen nime-

ros racionales ¢ y r tales que 4 < C(t) < C(r) < B.

Demostrar el Teorema V, pdgina 69.




Capitulo 8

Los niimeros complejos

EL SISTEMA C DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

El sistema C de los niimeros complejos es el sistema de nimeros del dlgebra ordinaria. Es el mi-
nimo conjunto en que, por ejemplo, la ecuacién x? = a se puede resolver cuando a es un elemento cual-
quiera de R, Para construir este conjunto C, comenzaremos con ¢l conjunto producto R x R. La rela-
cion binaria «=» se define asi:

(a,B) = (e, d) si, ysolosi, a=cyb=d

Como ahora cada una de las clases de equivalencia resultantes no contiene mds que un solo elemento,
denotaremos estas clases (g, b) en vez de [a, b] y denotaremos en lo sucesivo R x R por C.

ADICION Y MULTIPLICACION SOBRE C

La adicidon y la multiplicacién sobre C se definen respectivamente por

(i) (a,b) + (¢c,d) = (a+¢ b+d)
(ii) (a,b) - (e,d) = (ac—bd, ad+ be)
para cualesquiera (a.b), (¢, d) € C
Los cdlculos necesarios para demostrar que estas operaciones siguen las leyes A -Ay, M,-M,,

D,-D; del Capitulo 7, cuando se las enuncia en términos de C, son de rutina y s dejan al lector. Es
facil verificar que (0, 0) es ¢l elemento neutro para la adicién y que (1, 0) ¢s ¢l elemento neutro para la

multiplicacién; también que el simétrico aditivo de (a, b) es el elemento —(a, b) = (—a, —b) y que
G S e a -b .
el simétrico multiplicativo de (a. 5) # (0,0) es el (g,b)"' = <m, m).ﬁm, pues, el con-

junto de los numeros complejos tiene las propiedades As-Ag y Ms-Mg del Capitulo 7, enunciadas
ahora en términos de C.

En la seccién siguiente demostraremos que R C C; y se podria esperar entonces que C tenga to-
das las propiedades fundamentales de R. Pero esto no es cierto, puesto que no es posible generalizar

a C (definir en C) la relacién de orden «<» de R para todos los elementos de C.
Véase Problema 1.

PLOPIEDADES DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Los ntimeros reales son un subconjunto propio de los nimeros complejos C. Porque si én (i) y (ii)
hacemos b = d = 0, se ve que las primeras componentes se combinan exactamente como los numeros
reales a y ¢. Asi, pues, la aplicacion a « (4, 0) es un isomorfismo de R sobre un cierto subconjunto
{(a,b): @ €R, b=0}deC.

Los elementos (a, ) € C en los que b # 0 se dicen numeros imaginarios y si a = 0, (a, b) es un
numero imaginario puro.

Para cada numero complejo z = (a, b) se define el numero complejo 2 = (a,_'t-)—} = (a,—b) que se
llama conjugado del z. Evidentemente, todo numero real es su propio conjugado en tanto que el con-
jugado de un imaginario puro es su opuesto.
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De aqui se sigue facilmente;

" Teorema I. La suma (producto) de dos complejos conjugados es real.

Teorema II. El cuadrado de todo niimero imaginario puro es un niimero real negativo.
Véase también Problema 2.

El papel especial del nimero complejo (1, 0) sugiere investigar el de otro, (0, 1). Se tiene

(x,»)(0,1) = (—»,x) para todo (x,y) €C
y, en particular,

0,0)+(0,1) = (0, 1) - (»,0) = (0, y)

Ademds, (0, 1)* = (0,1)+(0,1) = (—1,0) «» —1 en la anterior aplicacién, de modo que (0, 1) es una
solucion de z2 = —1.
Definiendo (0, 1) como la unidad imagiaria y denotdndola por i, se tiene

= —]
y, para todo (x, y) € C,

eyl =(x0)+ 0,5) = (x.0) + (1b.0)- (0, 1) = x + pi
En esta notacion mas familiar, x se llama parte real y y parte imaginaria del nimero complejo. Resu- -
miendo:
el opuesto de z=xtyi es —z2=—(e+yi) = —z—yi
el conjugadode 2z =2a+yies Z=x+yi=a—yi
paratodo z = x+yi, 22 = 22+ 2 €ER

A 1 z z 1)
ara to 3 + {7 = =4 s = = 4
P doz ~0+0:i=0, z Z = B xz—t—y—?'

SUSTRACCION Y DIVISION SOBRE C

La sustraccién y la division sobre C se definen por

(iii) z—w=z+ (—w) para cualesquiera z,w € C
(iv) 2w =zl para cualesquiera w £ 0, z e C

REPRESENTACION TRIGONOMETRICA

La representacion de un nimero complejo z por (x, ) y por x + yi sugiere la aplicacién (isomor-
fismo)

X+ yie (x,p)

del conjunto C de los nimeros complejos sobre los puntos del plano real, Podemos, pues, hablar del
punto P(x, y) o P(x + yi) como mejor convenga a nuestro proposito del momento, El empleo de una
sola coordenada simplifica, a menudo, muchos célculos que de otro modo serian tediosos. En seguida
se discute un ejemplo de ello y otro se esquematiza brevemente en el Problema 20.

Considérese en la Fig. 8-1 el punto P(x + yi) # 0 cuya dis- 4
tanc;i_a ra O viene dada por pp \/?2 + 2. 8id es el dangulo L 2 Pz + i)

positivo que OP hace con ¢l eje positivo de las x, se tiene l
. |
x=rgosfl, y=rsenl : :
|

de donde z=x+ pi=rlcosl + isen ) G =
) ax

El segundo miembro de esta igualdad se llama forma trigonomé-
trica (forma polar) de z. El ntiimero real no negativo Fig. 8-1.
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r= o= VEE = VETE

se llama médulo (valor absoluto) de z y 0 se llama dngulo (amplitud o argumento) de z. Como 0 es tal
que x = rcos 0, y = rsen 0, tg 0 = y/x y cualesquiera dos de éstos determinan ( dentro de un mul-
tiplo aditivo de 2z. Por lo general se escoge # como el menor dngulo positivo. (Nota. Si P estd en O,
se tiene r = 0 y 8 arbitrario.)

Ejemplo 1: Expresar (a) 1 + i, (k) —\/3_' + i en forma trigonoméirica.

{a) Se tiene r= .1+ 1= v/i Como tg 6 =1y cos § = I;’ﬁ, tomamos para £ el
angulo del primer cuadrante 45° = m/4. Asi, pues, | + = ﬁ (cos /4 + i sen m/4).

(b) Aquiesr= /3 +1=21g0= —1,’\/5 ¥y cos ) = -—%ﬁ Tomando para 0 el 4n-
.- gulo del segundo cuadrante 5n/6 se tiene
— /3 + i = 2(cos 5u/6 + i sen Sz/6)
~ Se sigue que dos numeros complejos son iguales si, y solo si, sus valores absolutos son iguales y
= sus angulos difieren en un maltiplo entero de 2r, esto es, si son congruentes modulo 2m.
En los Problemas 3 y 4 se demuestran el

II. Ei valor absoluto del producto de dos niimeros complejos es el producto de sus valores
absolutos y el angulo del producto es la suma de sus dngulos.

a IV. El valor absoluto del cociente de dos numeros complejos es el cociente de sus valores
absolutos y el dngulo del cociente es el dngulo del numerador menos el dngulo del de-
nominador,

Ejemplo 2: (a) Sizy; = 2(cos 3w + isen in)y 2z, = 4(cos 3 + i sen 3n), se tiene
; 2y = z; = 2(cos 47 + i sen 3n) - 4(cos 3n + i sen In)
= Bicosm + isenm) = —8§
2ofz; = 4(cos 3m + isen 3m):2(cos tm + isen im)
= 2fcos n + senim) = 2
Zi/zy = $eos (—3m) + isen (—in)) = Hcos In/2 + isen 3m2) = —Li

(#) Si == 2(cos n/6 + isen n/6),

¥ =z-z = d{cosm/3 + isenw/3) = 21 + i\/}_}

v 2} = :%-z = B(cos i + isen i) = 8

> consecuencia del Teorema IV, se tiene

Si n es un enlero positivo

[r(cos O + isen 0)]" = r(cos nf + i sen nl)

"= 4 = plcos ¢ + isen )

entero positivo y 4 es cualquier nimero complejo, liene exactamente n raices como se
ida. Siz = r(cos # + isen () cs una de éstas, se tiene por el Teorema V

r"(cos nf? + i sen nll) = p(cos ¢ + isen ¢)
M=p y nl=¢ + 2kn (k, entero)
r=p" y 8=d¢/n+ 2kn/n
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El numero de raices distintas es el de angulos del conjunto {¢/n + 2kn/n} que no terminan en el mis-
mo lado. Para cualquier entero positivo k = ng + m, 0 =m < n, es claro que ¢/n + 2kn/n y
¢fn + 2mm/n tienen lados terminales coincidentes, Asi, pues, hay exactamente n raices distintas da-
das por

p''"[cos (¢p/n + 2k=/n) +. isen (¢/n + 2k=/m)], k=0,1,2,8,...,n—1

Estas n raices son coordenadas de »n puntos equidistantes sobre el circulo de cenfro en el origen y de

. R 4 3 = = ; = ki

radio \/|A| . Si entonces z = /|A| (cos 0 + i sen 0) es cualquiera de las raices enésimas de A, las otras
raices se obtendran sucesivamente aumentando el dngulo 0 en 2n/n y reduciendo médulo 27 cuando
quiera que el dngulo sea mayor que 2m.

Ejemplo 3: {a) Una raizde z* = l esr, = | = cos 0 + i sen 0. Aumentando el angulo sucesivamente
en 2m/4 = /2, se encuentra r, = cOS 1 + i Sen 3w, ry; =cosm+ isen Wy ry = cos
3m/2 + i sen 3m/2. Notese que si hubiéramos comenzado con otra raiz, digamos —1 =

¢os 7 + [ sen m, habriamos obtenido cos 3m/2 + i sen 3x/2, cos 2n + | sen 2m = cos
0 + isen 0 ycosin + isen dn Estas son, desde luego, las mismas raices obtenidas antes
solo que en orden diferente.

(h) Una de las raices de 2% = —4\/5 — 41 = 8(cos T=/6 + isen Tn/6) es
ry = V2 (cos Tr/36 + isenTx/36)
Aumentando sucesivamente el dngulo en 2n/6. tenemos
rs = V2 (cos 197/36 + isen 197/36)
rg = V2 (cos31x/36 + isen 31z/36)
ry = V2 (cos 437/36 + isen 437/36)
rs = V2 (cos 557/36 + i sen 557/36)
rg = V2 (cos6Tr/36 + isen 67x/36)
Como consecuencia del Teorema V se tiene el.
Teorema VI. Las » raices enésimas de la unidad son

p = €08 2x/n + isen2nfn, p % oY o, o0 et =1

RAICES PRIMITIVAS DE LA UNIDAD

Una raiz enésima z de 1 se dice primitiva si, y solamente si, z" # 1 con 0 < m < n. Mediante los
resultados del Problema 5 es facil mostrar que p y p° son raices sextas primitivas de 1, en tanto que p?,
p*, p*, p® no lo son. Esto ilustra el

Teorema VII. Sea p = cos 2m/n + i sen 2n/n. 8i (m, n) = d > 1, entonces p™ es una raiz de orden
nid de 1.

Para una demostracién véase Problema 6.
De aqui se sigue el

Corolario. Las raices n primitivas de 1 son aquellas raices enésimas, y solo aquellas, p, p2, p3, ..., p"
de 1 cuyos exponentes son primos relativos con n.

Ejemplo 4: Las raices 12 mds primitivas de 1 son
p = cos27/12 + isenr/12 = %ﬁ + &
p5 = cos5r/6 + isenbr/6 = —}V3 + }i

= cosTr/6 + isenTr/6 = —i\ﬁ i

-]
-
|

cos 117/6 + isenlls/6 = §V/3 — }i
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5.

Problemas resueltos

Expresar en’la forma x + yi:

(@) 3—2y/-1, (b) 3+/=4, (c) 5, (d) 3J} i (@ ;_“;i, (f) 4.

= B—i _ (5—-dE+3) _ 134+13i .
(a) 3 —2y-1 3— 2 (e) 28 - 2-30@+3) - e 1+
®) 3+V—4 = 3+2i (f) i = i2ef = —i = 0— i
() 5. = 5+0+

1.4 s=gi [ 3=4i}_ 8 4.

DG =Gre-0 " 5 % 5
e BRI RN ]
Demostrar: La aplicacion z <+ Z, z € C es un isomorfismo de C sobre C.
Vamos a demostrar que la adicién y la multiplicacién se preservan en la aplicacion. Lo cual se sigue de que
siendo para :

Zp =ty za = 2t Yl € C,

itz = (rtyd +eatu) = (e +x) + (g +yg)i
= (etx) —(ntudi = (gr—wmi) tlm—wi) = 2z +2z
¥ Zitzy = (mZ—yale) T (e 2u)i = (mxy— i) — (e )i
= (zi—wi)(me—yl) = 2,72

Demostrar: El valor absoluto del producto de dos nimeros complejos es el producto de sus va-
lores absolutos y el dngulo del producto es la suma de sus dngulos,

Sean z, = r, (cos 8, + isen ;) y z, = r, (cos #, + isen §;). Entonces

Zy*z3 = ryra[(cos B *cos B; — sen 8, “sen ;) + i(sen #, * cos #, + sen O, - cos 04)]
= ryry[cos (8, + 8;) + isen (B, + 6;)]

Demostrar: El valor absoluto del cociente de dos niimeros complejos es el cociente de sus valores
absolutos y el dngulo del cociente es el dngulo del numerador menos el d4ngulo del denominador.

Para los numeros complejos z, y z; del Problema 3,

z; ri{cos g, + iseng,) rilcos 6 + i5€N g )(cos 8, — 1 5€N8,)

2z rolcos @, + isengy) — ry{cos 8y + 1seng,)(cos ¢, — i sen 4,)
71 . g :
= r_g[{ms 8, cos @, + seng, SeNg,) + i(seng, cosh, — SCNE, cosd,)]

= [cos (8, — 85) + isen(8; — ;)]
Tz

Hallar las 6 raices sextas de 1 y demostrar que entre ellas estdn las raices cuadradas y las raices cii-
bicas de 1. =
Las raices sextas de 1 son

p = cosa/3 +isenz/8 = L+ LVEi p* = cosdr/3 + isends/3 = —] — 1V/3i
PP = cos2r/3 + isen2z/3 = —§ + Ly/3i p" = cosbr/3 4 isenbz/8 = } — L/3i
p? = cosw +iseny = —1 pb = cos2r 4 sen2y = 1

De éstas, p> = —1 y p® = | son raices cuadradas de 1 y p? = —~§ + L3 ph=—t = %ﬁ Loyipd=1
son raices cubicas de 1.
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6. Demostrar: Sea p = cos 2n/n + i sen 2x/n. Si (m,n) = d > 1, entonces p™ es una raiz de orden
n/d de 1.
Sean m = myd y n = n;d. Como p™ = cos 2Zmnfn + i sen 2mnfn = cos 2mm/n, + [ sen 2mmin, y
(o™ = cos 2mym + i sen 2mym = 1, se sigue que p" es una raiz n, = n/d-ésima de 1.

Problemas propuestos

7. Expresar los siguientes numeros en la forma x+yi: (a) 2+ V=5, (B (4+vV=5) + (8 —2V-5),
@ @+ V) — B-2/TF), (@ @+4d-@—5), ) gimr () ab @) STap () W,
(@) &, (), (k) B
Resp. (@) 2+V5i, (8 T—V5i, (o) 1+ 3B, (d) 32414, (e} 2/13 4 3i/13, (f) 4/29 + 194/29,
(g) 4/13 = 19i/13, (W) 1 +0+0, () 0+4, () —1+0+i, (k) 1+0°d

8. Dar los conjugados de: (a) 2 + 3i, (b) 2 — 34, (¢) 5, (d) 2i
Resp. (a) 2 —3i, (b) 2+ 3i, (¢) 5, (d) —2i

9, Demostrar: El conjugado del conjugado de z es z mismo.

10. Demostrar:; Para todo z=0€C, (z71) =(z) L

11. Situar todos los puntos cuyas coordenadas son de la forma (a) (@ + 0-1), (6) (0 + bi) donde a, b € R. Demués-
trese que cada punto z y su conjugado son simétricos respecto del gje x.

12. Expresar en forma trigonomeétrica:

(@) 5 (¢) —1—V3i (e) —6 (9) =3+ V3i (@) 1/
(b) 4 —4i (d) —3i () V2+V2i (h) —1/(1+1)
Resp. (o) 5eis0 (d) 3 cis3c/2 (g) 2V/3 cis52/6

(b) 4V2 cis Tr/4 (¢) 6eis= (k) V2/2 cis 3x/4

(¢) 2 cisdx/3 (f) 2cisw/d (i) ecis 8=/2

siendo c¢is# = cosg + 15€n 4.

13. Expresar en la forma a + bi:

(@) 5 cis60° (e) (2 cis25°) (3 cis 335°)
(b) 2 cis90° (/) (10 cis 100°) * (cis 140°)
() cis150° (g) (6cis170°) © (3 cis 50°)
(d) 2 cis210° (h) (4¢ig20°) : (8 cis807)
Resp. (@) 5/2 + 5V/3i/2 (e) —4V3+ Li (e) 6 (@) —1+V3i

(b) 2i (&) —V3—i (f) =5 —5V31i h }—}V3i

14. Hallar las raices ciibicas de: («) 1, (b) 8, (¢) 27i, (d) —8i, (e) —4v/3 — 44,

i, 5
Resp. (@) —} = 1V, 1; (b)) —1 = V34, 2; (o) :3_&\/_1%{_ —3i; (d) 2i, =8 — 4 (o) 2cisTn/18,
2 cis 197/18, 2'cis 31/18

15. Hallar (a) las raices quintas primitivas de 1, (b) las raices octavas primitivas de 1.

16. Demostrar: La suma de las n raices enésimasidistintas de 1 es cero.
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17. Utilizando la Fig. 8-2 demostrar: LY

@) |z + 25| = |z;] + |22
®) |z = za| =z = |2 zptiay
18. Si r es una raiz cibica cualquicra de ze C, entonces

rywr, o’ donde @ = —} + {:\/5 i y w® son las raices
cibicas imaginarias de 1, son las tres raices cibicas de a.

2= 2

19. Describir geométricamente las apiicaci()nés 0

(a) z—=+Z (b} 2 —ai (¢} 2 —Ei Fig. 8-2.

20. Sea en el plano real X el circulo con centro en 0 y ra- Ay
dio Iy sea A,4;4,, donde A4(x;, yi) = Ajz;) = Ajlx; + Aglza)
j!_jl"},_ J=1,2,3, es un tridngulo inscrito. Dendtese por
P(z) = P(x + yi) un punto cualquiera variable del plano. Alz))

(a) Encontrar que la ecuacion de K es z-3 = 1. / -

ax; + bry
(b) Demostrar que P,(x,,y,) donde ¥, = ——5—

ay; + by .
y ¥ = H, divide el segmento A, Ay en la Aslzs)
5 az;+ bz
razon b:a. Luego, como A; 4, y B —

estdn en la recta A, 4,, comprobar que la ecuacion Figg-3.

de ésta es 2 + zf =7, + =

(¢) Comprobar: La ecuacion de toda paralela a 4.4, tiene la forma z + z;z,7 = y demostrando que los pun-
tos medios B; y By de 4,4, y A,A, estdn sobre la recta = + 255 = 3z + z; + 2, + 225,

(d) Comprobar: La ecuacion de toda recta perpendicular a 4,4, tiene la forma z — z;5% = p demostrando
que 0 y el punio medio de A4;4, estdn sobre la recta z — z 52 = 0.

(¢) Utilizar = =z, en z — 2,2, = y para obtener la ecuacion z — 27,2 = 2, — z,z;z, de la‘altura por A, de 4,44,
Luego eliminar Z entre las ecuaciones de dos alturas cualesquiera para obtener su punto de interseccion
H(zy + z3 + z3). Demuéstrese que H también estd en la tercera altura.
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Capitulo 9

Grupos

GRUPOS

Un conjunto no vacio % sobre el cual se ha definido una operacion binaria - se llama grupo con
respecto a esta operacion si para cualesquiera a, b, ¢ € ¥ se verifican las propiedades siguientes:

P,: (@eb)oc=ac(boc) (ley asociativa)

P,: Existe un ue¥ tal que acu=uca=a
(existencia de elemento neutro)

P,: Para cada gae% existe un a”'€% tal que gea” ' =a 'ca=u
(existencia del simétrico)

Nota 1. No ha de haber lugar a confusién por el empleo en P, de @' para denotar el simétrico
de a respecto de la operacién . La notacion ha sido simplemente sacada de la que se utilizé antes para
la multiplicacién. Cuando la operacién del grupo es la adicion se ha de interpretar a~' como el simé-
trico aditivo —a.

Nota 2. Los capitulos precedentes contienen muchos ejemplos de grupos para la mayoria de
los cuales la operacién de grupo es conmutativa. Es de notar aqui que el hecho de que la operacion sea
conmutativa no se requiere en las propiedades enumeradas arriba. Si la operacion es conmutativa, el
grupo se dice abeliano, pero por el momento no haremos distincion entre grupos abelianos o no abe-
lianos.

Ejemplo 1: (a) Elconjunto Z de los enteros forma un grupo con respecto a la adicion; el elemento neutro
es el 0 y el simétrico de a € Z es el —a o sea, el opuesto de a. Asi que en lo sucesivo po-
demos hablar del grupo aditivo Z. Por otra parte, Z no es grupo multiplicativo, ya que,
por ejemplo, ni 0 ni 2 tienen simétricos multiplicativos.

(b) E! conjunto A del Ejemplo 12{c), Capitulo 2, es un grupo con respecto a ». El elemento
neutro es a. Averigiiese el simétrico de cada elemento.

{c) Elconjunto 4 = {—3, =2, —1,0, 1, 2,3} no es grupo con respecto a la adicion sobre Z
si bien 0 es elemento neutro, cada elemento de A tiene simétrico y la adicion es asociativa.
La razén es, naturalmente, que la adicion no es operacién binaria sobre A, es decir, que
el conjunto A no es cerrado con respecto a la adicion.

(d) El conjunto A = {w, = —3 + L/30 wy; = =3 — /3§, w; = 1} de las raices ci-
bicas de 1 forma grupo con respecto-a la multiplicacion
en ¢l conjunto de los numeros complejos C ya que (i) el

producto de dos elementos cualesquiera del conjunto . l iy a P

es un elemento del mismo, (ii) se cumple la ley asociati-

va en Cy, por tanto, en A, (iiiJ G, es el elemento neutro wy a2 “3 0

y (iv) los simétricos de w,, @,, w4 son, respectivamente, Wy Wy w, wy

Wy, 0y, Wy, = - . =
Esto es también evidente por (ii) y la tabla de ope- 4 t ] &

racion adjunta. Tabla 9-1

Véanse también Problemas 1-2.
82
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PROPIEDADES SENCILLAS DE LOS GRUPOS.

La unicidad del elemento neutro y del simétrico de cada elemento del grupo fueron demostradas
en los Teoremas III y IV, Capitulo 2, pagina 20. Se deduce facilmente

Teoremas L. (ley de cancelacién). Si a,b,¢c €%, de asb = a-c (también a boa = coa) se sigue
b =, ' g
Para demostracion, véase Problema 3.

Teorema II. Con a,b €%, cada una de las ecuaciones aex =b y yoa = b tiene una solucién
1inica.
Para demostracion, véase Problema 4.

Teorema III. Para todo a €%, el simétrico del simétrico de a es a, es decir, (@ ') ' = a.

Teorema IV, Para cualesquicra a,b €9, (a- by '=b"tea .

Teorema V. Para cualesquieraa,b,...,p,ge%,es(@aobo - -opog) t =g 'op to-0b toa™l

Para cualquier @ €% y cualquier m € Z¥, se define

a"=acacac:--oda de m factores
a® = u, ¢l elemento neutro de ¥

a ™= (a_l}"'za_loa"loa_lr:"'oa_l de m factores
De nuevo se ha tomado la notacién de la utilizada cuando la operacién es la multiplicacién. Si la ope-
racioén es la adicién, &" con n > 0 se ha de interpretar comona =a +a+a+---+aconn térmi-
nos, a® como u y a * como r(—a)= —a + (—a) + (—a) + -+ + (—a) con i términos. Obsérvese

que na es simplemente, pues, una abreviatura y no se ha de considerar como producto de n € Z
por a €%.
En el Problema 5 se demuestra la primera parte del

Teorema VI. Para todo a €9, (i) a"ea"=a""™" y (i) (@")'=a™, con mn €Z.

Se entiende por orden de un grupo % ¢l nimero de elementos del conjunto 4. El grupo aditivo 2
del Ejemplo 1(a) es de orden infinito; los grupos del Ejemplo 1(b) y 1(d) son grupos finitos de orden 5
y de orden 3, respectivamente.

Por orden de un elemento a € % se entiende el menor entero positivo n, si existe, para el cual ¢" = u,
¢l elemento neutro de %. Si a # 0 es un elemento del grupo aditivo Z, entonces, puesto que na # 0
para todo entero positivo n, el orden de a es infinito. El elemento w,; del Ejemplo 1(d) es de orden 3,
pues ®, y w? son diferentes de 1 mientras que i = 1, el elemento neutro.

SUBGRUPOS

Sca ¢ = {a, b, c, ...} un grupo respecto de o. Cualquier subconjunto no vacio %' de 4 se llama
subgrupo de @ si @' es él mismo un grupo con respecto a =. Evidentemente %' = {u}, donde u es el ele-
mento neutro de ¥ y ¢ mismo, son subgrupos de cualquier grupo ¥. Se les llamara subgrupos impro-
pios; otros subgrupos de ¥, si los hay, se llamaré4n propios. Es de notar de paso que todo subgrupo de
un grupo % contiene a ¥ como elemento neutro.

Ejemplo 2: (a) Un subgrupo propio del grupo multiplicativo 4 = i1, =1,i, —i}es® = {1, —1}. ({Hay
otros?)
() Considérese el grupo multiplicativo % = {p. p*. p*, p*, p%, p® = 1} de las raices sextas
de la unidad (véase Problema 5, Capitulo 8, pégina 79). Tiene como subgrupos propios
g = {p 0% y 9" = {p’. " 0%

Los dos siguientes teoremas son Utiles para determinar cudndo un subconjunto de un grupo ¥
de operacion de grupo © es © no subgrupo del .
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Teorema VII. Un subconjunto %’ no vacio de un grupo % es subgrupo de ¥ si, y solamente si, (i) %'
es cerrado con respecto a o, (i) %' contiene el simétrico de cada uno de sus elementos.

Teorema VIII. Un subconjunto %’ no vacio de un grupo % es subgrupo de ¥ si, y solamente si, para
cualesquicra a, b €%, a 'ob €%
Para demostracion, véase Problema 6.
De lo que se sigue el '

Teorema IX. Sea a un elemento de un grupo %. El conjunto ¥’ = {a": n € Z} de todas las poten-
cias enteras de a es un subgrupo de %.

Teorema X. Si S es cualquier conjunto de subgrupos de un grupo %, la interseccién de estos sub-
grupos es también un subgrupo de %.
Para demostracion, véase Problema 7.

GRUPOS CICLICOS

Un grupo % se dice ciclico si, para alglin g € %, todo x €% es de la forma g™, donde m e Z. El
elemento g se llama entonces un generador de %. Evidentemente, todo grupo ciclico es abeliano.

Ejemplo 3: {a) El grupo aditivo Z es ciclico con generador @ = 1, pues para todo me Z, a™ = ma = m.

() El grupo multiplicativo de las raices quintas de 1 es ciclico. A diferencia del grupo de
(a), que solo tiene 1 y —1 como generadores, este grupo puede ser generado por cual-
quiera de sus elementos excepto el 1.

(c) El grupo % del Ejemplo 2(b) es ciclico. Sus generadores son p y p*.

Los Ejemplos 3(b) y 3(c) ilustran el

Teorema XI. Un elemento &' de un grupo ciclico finito % de orden n es un generador de % si, y solo
si (mt)=1.

En el Problema 8 se demuestra el

Teorema XII. Todo subgrupo de un grupo ciclico es él mismo un grupo ciclico.

GRUPOS DE PERMUTACIONES

En el Capitulo 2 se estudié el conjunto S, de las #! permutaciones de n simbolos. Este conjunto
resulta ser un grupo con respecto a la operacién de permutacién . Como = no es conmutativa, éste es
nuestro primer ejemplo de un grupo no abeliano,

Es costumbre llamar al grupo S, grupo simétrico de n simbolos y a cualquier subgrupo de S, grupo
de permutacién de n simbolos.

Ejemplo 4: (@) S, = {(1), (12), (13), (14), (23), (24), (34), « = (123), &® = (132), § = (124),
Br = (142), y = (134), y> = (143), & = (234), &% = (243), p = (1234),
P2 = (13)24), p® = (1432), o = (1243), ¢* = (14)(23), o> = (1342), 7 =
(1324), % = (12)(34), ©* = (1423)}.
(b) Los subgrupos de S,: (i) {(1), (12)}, (ii) {(1), & o}, (iii) {(1), (12), (34), (12)(34)}, y
(iv) Ag = {(1), o, o2, B, B2 7. ¥, 8, 62, p?, o2, v%}, son ejemplos de grupos de permuta-
cién de 4 simbolos. (4, consiste en todas las permutaciones pares de S, y se le conoce
como grupo alternante de 4 simbolos. (Cuales de los anteriores subgrupos son ciclicos?
icudles abelianos? Dar otros subgrupos de S,.
Véanse Problemas 9-10.

HOMOMORFISMOS

Sean dos grupos, % con la operacién o, y %’ con la operacién o. Se llama homomorfismo de % en
%' una aplicacién
% goyg
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tal que
(i) todo g €¥ tiene una imagen Unica g’ €%’
(i) sia—a y b— b enlonces ach—a' o b’
Si ademas la aplicacion es sobreyectiva, esto es, si
(iii) todo g’ €% es imagen
se tiene un homomorfismo de ¥ sobre %' y se dird que %’ es una imagen homomorfa de %.
Ejemplo 5: (@) Sea la aplicacion n — " del grupo aditivo Z sobre el grupo multiplicativo de las raices

cuartas de 1. Es un homomorfismo, puesto que

|ll-i-n=‘I 4]

m+n—i =
y se preservan las operaciones de grupo.

(b) Sean el grupo ciclico % = {(a, a®, &%, ..., a'? = u} ysusubgrupo ¥’ = {a%,a*. a% ...,
a'?}. Se ve facilmente que la aplicacion

a'—a*"
es un homomorfismo de % sobre %' en tanto que la aplicacion
a —a

es un homomorfismo de %’ en % simplemente.
Vease Problema 11.
En el Problema 12 se demuestra el

Teorema XIII. En cualquier homomorfismo entre dos grupos ¥ y %' los elementos neutros se co-
rresponden, ysix €% yx' €% secorresponden, lo mismo ocurre con sus simétricos.
Se ‘sigue de esto que

Teorema XIV. La imagen homomorfa de todo grupo ciclico es ciclica.

ISOMORFISMOS
Si la aplicacion de la seccidn anterior es biyectiva, es decir, si
gy
se dice que % y ¥’ son isomorfos y la aplicacién se llama isomorfismo.
Ejemplo 61 Mostrar que %, el grupo aditivo Z/(4) es isomorfo a %, el grupo multiplicativo de elementos

no nulos de Z,_*’_(S}.
Examinense las tablas de operacién.

G'
1 IV N ] R A N S
0 0 1 2 3 1 .1 3 4 2
1 1 2 3 0 3 3 4 2 1
2 2 3 1] 1 4 4 2 1 3
3 3 0 1 2 2 2 1 3 4
Tabla 9-2 Tabla 9-3
en las que por comodidad se han remplazado [0], [1].. .., por 0, 1, ... Se ve claramente que

la aplicacion
% :0=1,1-3 24 32

es un isomorfismo. Por ejemplo, 1 =2 + 3 = 4:2 =3, etc.
Rehacer la tabla de operacion de %' para mostrar que
G % :0—=1,1-22-43-3

es otro isomorfismo de ¥ sobre ¥'. jHay otro?
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En el Problema 13 se demuestra la primera parte del
Teorema XV. (¢) Todo grupo ciclico de orden infinito es isomorfo al grupo aditivo Z.
(b) Todo grupo ciclico de orden finito n es isomorfo al grupo aditivo Z/(n).
El resultado. mds notable de esta seccién es el

Teorema XVI (Cayley). Todo grupo finito de orden n es isomorfo a un grupo de permuticién de
n simbolos.

Como la demostracion, que se da en el Problema 14, consiste en ver cémo se construye de hecho
un grupo de permutacion, el lector querra examinar ante todo el

Ejemplo 7: Considérese la tabla de operacién adjunta para ol gy g: s Bi O Be

elgrupo & = {g,, 5, £3, 84, &5, &} con la opera- o
cién de grupo o. &

g2 | 82 91 93 Gs P53 F4

Los elementos de cualquier columna de la ta-
P3| 93 95 G1 95 G4 I2

bla, digamoslaquinta: g, O gs = g5.8; @ g5 = £3.
83085 = £4:84 O 85 = 82:85 P85 = 86: 86 O 94 | 84 95 Hs H1 G2 I3
gs = g son los elementos de la fila de encabeza- | ey e s B W
mientos (o sea los elementos del grupo ¥) en otro
orden. Esta permutacioén se indicard por s | 96 I3 84 G2 H1 85

Tabla 9-4
(9; 92 92 95 95 96) = (156)(234)
95 g3 §4 92 98 1

=
Se sigue facilmente que % es isomorfo a P = {p;. ps. Ps, Pa. Ps, Po) donde p; = (1), p, =
(12)(36)(45), ps = (13)(25)(46), p, = (14)(26)(35), ps = (156)(234), ps = (165)(243) por la
aplicacion
g p (i=1,2,3,...,6)

CLASES LATERALES SEGUN UN SUBGRUPO

Sea ¢ un grupo finito con la operacién de grupo o; sean H un subgrupo de ¢ y a un elemento
cualquiera de . Se llama clase a la derecha segiin el subgrupo H de %, generada por a al subconjunto

s Ha = {hoa: h € H)
y clase a la izquierda segim el subgrupo H de %, generada por a, al subconjunto aH de ¢
aH = {aoh: h € H)
Ejemplo 8: El subgrupo H = {(1), (12), (34), (12)(34)} y el elemento a = (1432) de S, generan la clase
a la derecha
Ha = {(1)=(1432), (12)0(1482), (34) 0 (1432), (12)(34)  (1432)}
= {(1432), (243), (142), (24)}
y la clase a la izquierda
aH = {(1432)0(1), (1432)°(12), (1432)0(34), (1432) = (12)(34)}
= {(1432), (143), (132), (13)}

Al examinar las propiedades de las clases laterales, por lo general nos limitaremos a las clases a la
derecha y dejamos al cuidado del lector el formular las propiedades correspondientes de las clases a la
izquierda. Lo primero, notese que a € Ha puesto que u, el elemento neutro de %, es también el ele-
mento neutro dé H. Si H contiene m elementos, también los contiene Ha, pues Ha contiene a lo méis
my h, oa= h,oa para cualesquiera h,, h, € H implica h, = h,. Por iltimo, si C, designa el con-
junto de todas las clases a la derecha diferentes segiin H en %, entonces H e C, porque Ha = H cuan-
doa eH.

Considérense ahora dos clases a la derecha Ha y Hb, a + b seglin H en %. Supongase que c es un
elemento comin de estas clases de modo que para algunos hy, h, e H se tiene ¢ = hyca = hy = b.
Entonces, a = h; ‘o (hy0b) = (hy "o hy)ob y como h;'sh, € H (Teorema VIII), se sigue que
a € Hby que Ha = Hb. Asi, pues, C, consiste en clases a la derecha, de %, mutuamente disjuntas y,
por tanto, es una particién de %. Se dird que C, es una descomposicién de % en clases a la derecha
segin el subgrupo H.
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Ejemplo 9; (@) Sea ¥ = Zel grupo aditivo de los enteros y H el subgrupo de los enteros divisibles por 5.
La descomposicién de % en clases a la derecha segtin H consta de las cinco clases resi-
duales médulo 5, esto es. H = {x: 5|x}. Hl = {x: 5| (x — 1)}, H2 = {x: § | (x — 2},
H3={x:5|(x—3)}, y H4 = {x: 5 | (x — 4)}. No hay que distinguir entre clases a
la derecha y clases a la izquierda puesto que % es grupo abeliafio.

(b) Sean ¥ =S, y H = A, el subgrupo de las permutaciones pares de S,. Entonces hay
solamente dos clases a la derecha (izquierda) de % respecto de H, a saber, A, y el con-
junto de las permutaciones impares de S,. Aqui tampoco hay distincion entre clases a
la derecha y a la izquierda, pero ndtese que §; no es abeliano.

(¢} Sean % = 5§, y H el grupo octal del Problema 9. Las diferentes clases a la derecha segiin

H. son
H = {{1), (1234), (13)(24), (1432), (12)(34), (14)(23), (13}, (24)}
H{12) = {(12), (234), (1324), (143), (34), (1423), (132), (124)}
H(23) = {(23), (134), (1243}, (142), (1342), (14}, (123), (243)}

y las diferentes clases a la izquierda segin H, son

H = {{1), (1234), (13)(24), (1432), (12)(34), (14)(23}, (13), (24)}
(12)H = {(12), (134), (1423}, (243), (34), (1324), (123), (142)}
(23H = {(23), (124), (1342}, (143), (1243), (14), (132). (234)}

Asi, pues, G = H\J H(12)\J H(23) = H\J (12)H \J (23)H. Aqui la descomposicién
de % es diferente segun se utilicen las clases a la derecha o las clases a la izquierda, segun H.

Sea % un grupo finito de orden n y sea H un subgrupo de % de orden m. El ntimero de clases di-
ferentes a la derecha segun H en % (llamado indice de H en %) es r con n = mr; por consiguiente:

Teorema XVII (Lagrange). El orden de cada subgrupo de un grupo finito % es divisor del orden de %.
Como consecuencia, sc ticnen los

Teorema XVIII. Si % es un grupo finito de orden n, entonces el orden de cualquier elemento ¢ €%
(es decir, el orden del subgrupo ciclico generado por a) es divisor de n.
y.

Teorema XIX. Todo grupo de orden primo es ciclico.

SUBGRUFPOS INVARIANTES

Un subgrupo H de un grupo ¥ sc llama subgrupo invariante (también subgrupo distinguido, sub-
grupo normal o divisor normal) de % si

(i) gH = Hg para todo g €9

1

Como g7 €% si g €%, (i) se puede remplazar por

(i) g 'He = H para todo ¢ €%
Pero (i') requiere que

(iy) para todo g €% y cualquier h e H, g7'~heg € H
¥y que
(i) para todo ge¥ y cada he H, existe algin ke H tal que g7

kc—g:gch_

skcg=h o bien

Se demuestra que (i;) implica (i5). Considérese cualquier # € H. Por (iy), (g7') 'vheg ' =

goliogs

!'=keH, pues g7' €%; entonces, g ok og = h como se pide. Hemos demostrado el
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Teorema XX. Si H es un subgrupo de un grupo % y si g7'«hsg € H para todo g €9 y todo
h e H, entonces H es un subgrupo invariante de %.

Ejemplo 10: (a) Todo subgrupo H de un grupo abeliano % es un subgrupo invariante de % puesto que
goh="hog para todo ge¥ y todo he H.

(b) Todo grupo ¥ tiene, por lo menos, dos subgrupos invariantes: {u}, porque ucg = gou
para todo ge¥; y ¥ mismo ya que para cualesquiera g, he ¥ se tiene

gohzgoho(g_’og)=(gohog_'}ogzkog y k=gohog"15§

(c) Si H es un subgrupo de indice 2 de & [véase Ejemplo 9(b)]. las clases laterales generadas
por H consisten en H y ¥ — H. Luego H es un subgrupo invariante de %.

(d) Para":’fsz {a, a®, 23, ...,a'® = u} sus subgrupes {u,d* g%, ..%,a'%}, {u, @ da° a°,
{u, a*, a®} y {u, a®} son invariantes.

(e) Para el grupo octal (Problema 9), {u, p2, 62, 12}, {u, p%. b, e} y {u. p, p*, p*} son subgru-
pos invariantes de orden 4 en tanto que {u, p?} es un subgrupo invariante de orden 2.
(Empléese la Tabla 9-7 para comprobarlo.)

(f) Elgrupooctal Pno esunsubgrupoinvariante de S; porque parap = (1234)e Py (12) e S,,
se tiene (12)°' p (12) = (1342)¢ P.

En el Problema 15 se demuestra el

Teorema XXI. En todo homomorfismo de un grupo % con operacién de grupo = y elemento neutro u
en un grupo %' de operacion de grupo o y elemento neutro ', el subconjunto S de
los elementos de % que se aplican sobre u' es un subgrupo invariante de %.

Este subgrupo invariante de % asi definido se llama nucleo del homomorfismo.

En el Ejemplo 10(b) se vio que todo grupo % tiene {1} y ¢ mismo como subgrupos invariantes. Se
les llama impropies al paso que otros subgrupos invariantes de %, si los hay, se llaman propies. Un gru-
po %. que carcce de subgrupos invariantes propios se llama simple.

GRUPOS COCIENTES

Sea H un subgrupo invariante de un grupo % con la operacidn de grupo - y dendtese por %/H el
conjunto de clases laterales (diferentes) segiin H en %, es decir,

%/H = {Ha, Hb, He, . . . }
Se define el «producto» de pares de estas clases por
(Ha)(Hb) = {(hy = a) o (hy = b): hy, h, € H} para todos los Ha, Hbe 4/H

y en el Problema 16 se demuestra que esta operacion es bien definida.
Pero %/H es un grupo con respecto a la operacion que se acaba de definir Para demostrar esto
observamos primero que

(hioa)o (haodb) = hyo(aohs)ob = hie(hsoa)eb
== (.Juohg)o(acb) = }'L}c(ﬂ‘.ob), ha,hi € H
Entonces, (Ha)(Hb) = H{aob) € G/H
y (Ha)(Hb)|(He) = H[(aeb)oe] = Hlao(boo)] = (Ha)[(Hb)Ho)]

Ahora, para u, el elemento neutro de %, (Hu)(Ha) = (Ha)(Hu) = Ha, de modo que Hu = H es el ele-
mento neutro de ¥/H. Por dltimo, como (Ha)(Ha ') = (Ha™')(Ha) = Hu = H, s¢ sigue que %/H
contiene la inversa Ha™ ' de toda Ha e %/H.

El grupo %/H se llama grupo cociente (grypo factor) de % por H.
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Ejemplo 11: (@) Si ¥ esel grupo octal del Problema 9y I = w. p%, b, el es 9/H = [H Hp!. Esta re-
presentacion de %/H no es inica, desde luego. El lector demostrard que %/H = | H, e =
{H, Ho®} = {H, Ht*} = (H, Hp).
(b) Para los mismos % y H = {u, p*}, se ticne
‘G/H = [H, Hp, Ha*, Hb} = [H, Hp?, H*, He!
El anterior gjemplo ilustra el

Teorema XXII. Si H de orden m, es un subgrupo invariante de %, de orden n, el grupo cociente %/ H
es de orden n/m.

De (Ha)(Hb) = H(a - b)e %/H obtenido antes, se sigue
Teorema XXIII. Si H es un subgrupo invariante de un grupo %, la aplicacién
% - %/H: ¢— Hg
es un homomorfismo de ¥ sobre %/H.
En el Problema 17 se demuestra ¢l
Teorema XXIV. Todo grupo cociente de un grupo ciclico es ciclico.
Dejamos como ejercicio la demostracién del

Teorema XXV.  Si H es un subgrupo invariante de un grupo @ y si H es también un subgrupo de un
subgrupo K de ¥, entonces H es un subgrupo invariante de K.

PRODUCTO DE SUBGRUPOS

Sean H = {hy hyeoo o} y K= 1by, byunnn s b,} subgrupos de un grupo ¥ y definase el «pro-
ducto»
HK = {l=b;: h; eH, b, ek}

En los Problemas 65-67 se pide al lector estudiar lales productos y. en particular, demostrar el

Teorema XXVI. Si H y K son subgrupos invariantes de un grupo %, también lo es HK.

SERIE DE COMPOSICION

Un subgrupo invariante H de un grupo 4 se llama maxinia/ si no existe ninglin subgrupo invariante
propio K de % del cual H sea un subgrupo propio.

Ejemplo 12: (a) A, del Ejemplo 4(b) es un subgrupo invariante maximal de $, porque es un subgrupo
de indice 2 en S,. Asimismo, [u. p? ¢% 1%} es un s&rupo invariante maximal de A4,.
(Demuéstrese. )

{b) El grupo ciclico 4 = {u. a,a% ..., a''ytienclos H = {u a®at, . ... a'?l y K = luoa?,
a®, %} como subgrupos invariantes maximales. Asimismo, J = {w a% a®] es un sub-
grupo invariante maximal de /7 cn tanto que L = {i, %! es subgrupo invariante maximal
tanto de A como de K.

Para cualquier grupo % una sucesion de sus subgrupos

@ HT R U= )
52 llama serie de composicion de @ si cada elemento, excepto el primero, es subgrupo invariante maximal
de su precedente. Los grupos 4/H, H/J, J/K, .. ., se dicen entonces los grupos cocientes de la serie de
| composicion.
En el Problema 18 se demuestra

‘Teorema XXVIL. Todo grupo finito tiene al menos una serie de composicién.
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Ejemplo 13:  (a) Elgrupociclico® = {u, a, a?, a*, a*) tiene solamente una serie de composicién: %, U = {u}.

(6) Una serie de composicién de ¥ = S, es

S, Asy {(1), 02, 0727, {(1), p7), U = {(1)}
¢Es cada elemento de la serie de composicién un subgrupo invariante de %7
(c) Para el grupo ciclico del Ejemplo 12(p), hay tres series de composicién; (i) %, H, J, U,

() % K, L, U, ()%, H, L, U. (Es todo elemento de cada serie de composicién un sub-
grupo de %7

En ¢l Problema 19 se ilustra el

Teorema XXVIII (teorema de Jordan-Hélder). En todo grupo finito con distintas series de composi-
cidn, todas las series son de la misma longitud, es decir, tienen igual nimero de ele-
mentos. Ademas, los grupos cocientes para cualesquiera dos series de composicién
se pueden aplicar biyectivamente entre si, de modo que los grupos cocientes corres-
pondientes son isomorfos.

Antes de intentar una demostracion del Teorema XXVIII (vease Problema 23) serda preciso exa-
minar ciertas relaciones que existen entre los subgrupos de un grupo % y los subgrupos de sus grupos
cocientes. Sea, pues, H de orden r un subgrupo invariante de un grupo % de orden » y escribase:

S5 = GIIH = {Hat,Hﬂz, Has, ...,Hﬂ-s}, aEq (1)
donde, por comodidad, se ha hecho @; = u. Sea, ademds,
P = (Hb,, Hb;, Hbs, - ',pr} (2]

un subconjunto cualquiera de S y designese por

K = Hb,UHb,UHbsU -+ UHb, (8)

el subconjunto de % cuyos elementos son los pr elementos distintos (de %) que pertenecen a las clases de P,

Supongase ahora que P es un subgrupo de indice 7 de S. Entonces n = prr y alguno de los b, di-
gamos by, es el elemento neutro u de ¥. Se sigue que K es un subgrupo de indice ¢t de ¥ y que P = K/H
porque

(i) P escerrado con respecto a la multiplicacion de clases; luego K es cerrado con respecto a la ope-
racion de grupo sobre ¥%.

(ii) La ley asociativa rige para % y, por tanto, para K.

(iii) H e P, luego ue K.

(iv) P contiene la inversa Hb; ! de cada clase Hb, € P; luego K contiene la inversa de cada uno de
sus elementos.

(v) K es de orden pr; luego K es de indice ( en 4.

Reciprocamente, supongase que K es un subgrupo de indice ¢ de % que contiene a H, un subgrupo
invariante de %. Entonces, por el Teorema XXV, H es un subgrupo invariante de K y asi P = K/H es
de indice t en § = %/H.

Se ha demostrado ¢l

Teorema XXIX. Sea H un subgrupo invariante de un grupo finito %. Un conjunto P de las clases la-
terales de § = %/H es un subgrupo de indice 7 de § si, y solamente si, X, el conjunto
de elementos del grupo que pertenecen a las clases laterales de P, es un subgrupo,
de indice ¢ de 4.

Suponiendo ahora que b, = u en (2) y (3) arriba, se establece el

Teorema XXX. Sean % un grupo de orden n = rpt, K un subgrupo de orden rp de ¥ y H un sub-
grupo invariante de orden r de ambos Ky 4. Entonces K es un subgrupo invariante

de 4 si, y solamente si, P = K/H es un subgrupo invariante de S = 4/H.
Para demostracion, véase Problema 20,
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Teorema XXXI. Sean Hy K subgrupos invariantes de %, siendo H subgrupo invariante de K, y sean

P = K/Hy S = %/H. Entonces, los grupos cocientes S/P y %/K son isomorfos.
Para demostracion, véase Problema 21.

Teorema XXXII. Si H es un subgrupo invariante maximal de un grupo %, %/H cs simple y recipro-

camente.

Teorema XXXIII Sean H y K subgrupos invariantes maximales diferentes de un grupo %. Entonces,

(@) D= HM K es un subgrupo invariante de %, v
(b) H/D es isomorfo a 94/K, y K/D es isomorfo a 9/H,

Para demostracion, véase Problema 22,

Problemas resueltos

1. El conjunto de clases residuales Z/(3), mddulo 3, jforma grupo con respecto a la adicidn?, ;con

2.

respecto a la multiplicacion?

De las tablas de adicién y multiplicacién para Z/(3), en las que [0], [1], [2] s han remplazado por 0, 1, 2,

0 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 1
Tabla 9-6

se deduce claramente que Z/(3) constituye un grupo con respecto a la adicién. El elemento neutro es 0 y los simé-
tricos de 0, 1, 2 son, respectivamente, 0, 2, 1. También se ve que si bien estas clases residuales no forman grupo
con respecto a la multiplicacion, si se excluye la clase 0, si lo forman. Aqui el eleéinento neutro es 1 y cada uno de
los elementos 1,2 es su propio simétrico.

;Forman grupo respecto a la multiplicacién las clases residuales médulo 4, excluyendo la clase 07

De la Tabla 5-2 del Ejemplo 12, Capitulo 5, pagina 53, se saca que estas clases residuales no forman grupo
con respecto a la multiplicacién.

3. Demostrar: Si a,b,ce %, ash = ao¢ (también boa = ¢ a) implica b = ¢

Sea a= b = a=c. Operando a la izquierda pora~'e %, se tiene a~ ' = (av b) = a~ ' » (a = c). Por la ley aso-
cativa, (a7 sa)eb = (@' =a)sc; luego us b = us ¢y resulta b = ¢. Del mismo modo, (hoa)ea™' = (coa)oa™!
se reduce a b = ¢

4. Demostrar: 8i a,be %, las ecuaciones aox = b y yoa = b tienen solucidn unica.

Se obtiene ficilmente x = a~' = by y = b= a~! como soluciones. Para probar la unicidad, supongamos que x’
v y' sean otras soluciones, Entonces a-x = g = x' y asimismo ¥~ a = y' = a, de donde, por el Teorema [, x = x’
yr=»y.
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Demostrar: Para todo a €9, a"«d" = a™'" con m,n eZ.

Consideremos los casos seglin que m y n sean positivos, de distinto signo o uno de ellos nulo. Si m y 1 son
positivos,

m factores n fdctores m + n factores
* e
-
amognt = (aoao---oa‘)o(auau‘“oa} — gogo---0g = gmtn
Sim= —r yn=s de donde r y s son enteros positivos,
qhogn = g~ Togs = (a~!)oaf = (a—loa—la;--aa—l]o(aoao---on-,}
ai—r = am+n Si 8 E T
0 (a—I)r—s — gsf—T = gm+n si < r

Los otros casos se dejan al lector.

Demostrar: Un subconjunto no vacio 4’ de un grupo % es un subgrupo de ¥ si, y solamente si,
para cualesquiera a,b €%, a '=b €9

Supongase que ¢’ es un subgrupo de 4. Si @, b € %', entonces a~'e®'y, por la ley de clausura, también lo

-1
esa ob

Reciprocamente, supongase que %' es un subconjunto no vacio de % para el cual @' = b€ %’ siempre que
a,be%’ . Comoentoncesg 'ca=ue¥, esuca ! =a 'e¥ ytodo clemento de %' tiene un inverso en ¥'.
Por iltimo, para cualesquiera a, be %', (@™ ') ' cb = a=he ¥, y sc cumple la ley de clausura. Asi que %’ es un
grupo y, por tanto, un subgrupo de %.

Demostrar: Si S es un conjunto de subgrupos de un grupo %, la interseccion de estos subgrupos es
también un subgrupo de %.

Sean a y b elementos de la interseccion y, por tanto, elementos de cada uno de los subgrupos que forman S.
Por el Teorema VIII, a~! » b pertencce a cada subgrupo y, por consiguiente, a la interseccion. Asi, pues, la in-
terseccion es un subgrupo de %.

Demostrar: Todo subgrupo de un grupo ciclico es un grupo ciclico.

Sea %' un subgtupo de un grupo ciclico % de generador a. Supdngase que m es ¢l minimo entero positivo para
el cual a™ e %'. Siendo entonces todo elemento de % un elemento de %, es de la forma a*, k € Z. Escribiendo

k= mg+r, =r<m
lenemos ak = gmitr = (gmjaoqr i
¥, por tanto, a’ = (am)~9ogk

Como ambos g™ y ¢* € 4’ se sigue que a” € ', Pero como r < m, r = (. Asi, pues, & = mg, todo elemento de ¥*
es de la forma (a") y % es el grupo ciclico generado por a™.

El subconjunto {u = (1), p. p*, p?, 6%, %, b = (13), e = (24)} de §, es un grupo (véase la Tabla 9-7)
que se llama grupo octal de un cuadrado o grupo diédrico. Vamos a demostrar que este grupo de per-
mutaciones se puede obtener por propiedades de simetria de un cuadrado.

4 ¢ 3
Considérese el cuadrado (Fig. 9-1) con los vértices numerados 1, 2, 3, 4; tra- . { 7
cense las diagonales 103 y 204, las paralelas medias AOB y COD. Vamos a examinar i S TR #
todos los movimientos rigidos (rotaciones en el plano en torno a O y en el espacio en N
; ' Sl Eates ; . A et — =1 B
torno a las diagonales'y las paralelas medias) tales que el cuadrado parezca el mis- 20
mo que antes después del movimiento. // ! \\
. 5 ? , A ’ 4 ; %
Dendtese por p la rotacion en sentido contrario a las agujas del reloj del cua- 1 L 2
D

drado en torno a O de 90°, Suefectoes llevar 1a2,2a3,3a4dy4a l; asi, pues,
p = (1234). Ahora bien, p® = pp = (13)(24) es una rotacién de 180° en torno Fig.9-1
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10.

11,

12.

13,

a 0, p® = (1432) es una rotacién de 270" y p* =+(1) = v es una rotacion en torno a O de 360° o de 0°. Las
rotaciones de 180° en torno a los ejes medios AQB y COD dan lugar, respectivamente, 2 o2 = (14)(23)ya 1 =
(12)(34) mientras que las rotaciones de 180" en torno a las diagonales 103 y 204 dan lugar a e = (24) y a
b= (13).

La tabla' de operacién para este grupo es

il a o < 2 b v
© n p ot p? a2 72 b €
P o p? 2 u b e T2 o2
o2 2 ] B i ;2 o2 " b
4 o3 w P p2 @ b o2 £2
o2 o? € T2 b [ p2 p3 P
r? o b o2 3 p?' (3 0 ps
b b a? € 72 o o? u p?
e € 72 b a? o P p? u

Tabla 9-7
Para formar la tabla
(1) llenar la primera fila y la primera columna y complétese la parte superior izquierda de 4 x 4 casillas.
(2) complétese la segunda fila, (p:—'n? = (1234) o (14)(23) = (18) = b, .. )
y luego la tercera y cuarta filas,
(2002 = polpoct) = pob =12, ...)
(3) complétese la segunda columna y luego la tercera y cuarta columnas,
(d2°p2 = (e2op)ep=ecp =7 .. )
(4) terminese la tabla, (02072 = g20(g20g2) = p2, .. )

Un grupo de permutacién de » simbolos se dice regular si cada uno de sus elementos excepto el
neutro mueve todos los n simbolos. Hallar los grupos de permutacion regulares de 4 simbolos.

Utilizando el Ejemplo 4, los grupos que se piden son:
for p% 0% 0t = (1)}, (ool e, ot = (1)), y {r, 7%, 3, ¢t = (1)}

Demostrar: La aplicacién Z — Z/(n): m — [m] es un homomorfismo del grupo aditivo Z sobre
el grupo aditive Z/(n) de los enteros médulo .

Como [m] = [r] siempre que m = ng + r, 0 = r < n, es evidente que la aplicacién no es inyectiva. No
obstante, todo m e Z tiene una imagen tnica en el conjunto {[07, [17. [2],...,[n — 1]} de las clasés residua-
les médulo n, y todo elemento de este ultimo conjunto es imagen. Asimismo, si d —[r] y & — [s], entonces
a + b— [r] + [s] = [t] 1a clase residual médulo n de ¢ = @ + b. De modo que las operaciones de grupo se
preservan y la aplicacién es un homomorfismo de Z sobre Z/(n).

Demostrar que en un isomorfismo entre dos grupos ¢ y %’ los elementos neutros se corresponden
ysix e4yx' €% se corresponden, lo mismo ocurre con sus inversos.

Dendtese el elemento neutro de % por u y el de % por u'. Supdngase ahora que u — v’ y que para x # u,
x — x'. Entonces x = #=x = ¢ o x' = x' = u' o x, de donde, por la ley de cancelacién, v' = u' y tenemos
la primera parte del teorema.

Para la segunda parte, supoéngase x — X'y x
de modo que »' = (x’)” .

1 1

=y Entonces, u=xsx ' ax' oy =u=x o)}

Demostrar: Todo grupo ciclico de orden infinito es isomorfo al grupo aditivo Z.

Considérese ¢l grupo ciclico infinito ¥ generado por @ y sea la aplicacion
n—=a, neZ
de Z en %. Esta aplicacion es evidentemente sobreyectiva y, ademas, inyectiva, pues si para s > [ se tuviera s «» &*
y t s a' con & = 4, entonces @* ' = u y ¥ serfa finito. Por lltimo, s + t o @' =+ d' yla aplicacion es un
isomorfismo.
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Demostrar: Todo grupo finito de orden n es isomorfo a un grupo de permutacién de n 'simbolos.

Sea ¥ = {g,.2;.83....,8, con la operacion de grupo o y definase

g\ g g g g .
P = ( e ( ; : K : ). = L3800
gi=9;/ 9129 9:99; 93945 ... §.79;

Los elementos de la segunda fila de p; son los de la columna encabezada por g; en la tabla de operacién de %
y. por tanto, constituyen una permutacion de los elementos que encabezan las filas. Asi, pues,
P={p,,psps ...,p,} e un subconjunto de los elementos del grupo simétrico S, de » simbolos. Se
deja al lector demostrar que P cumple las condiciones del Teorema VII para ser un grupo. Considérese ahora
la biyeccidn

(a) gierp 1=123,...,n

Si g.=g,o4, luego g, «» p,°p, de modo que
gi g; gi gi=g, gi
g > o — Q — o
gi=2 gy 529 ;=g ;28,2 Y, gi= gy

y (@) es un isomorfismo de % sobre P. Notese que P es regular.

Demostrar: En cualquier homomorfismo de un grupo % con operacién de grupo » y elemento neu-
tro u en un grupo ¥’ de operacién de grupo — y elemento neutro ', el subconjunto S de los ele-
mentos de ¥ que se aplican sobre #', es un subgrupo invariante de %.

Como consecuencias del Teorema XIII, se tienen
(@) u—u'; luego, S no es vacio.
(b) SiaeS, esa = (w) ! =u; luego, a '8
(c) Sia beS,esalob—su ouw =u';:luego,a 'obeS.
Asi que S es un subgrupo de %.
Para cualesquiera aeS y ge %,
gloacgo @) ouag =u

de tal modo que g™ =@ geS. Y por el Teorema XX, S es un subgrupo invariante de %, como se afirmaba.

Demostrar: El producto de clases laterales
(Ha)(Hb) = {(hya)o (hyb): hish, eH}  para todo Ha, Hb € %/H
donde H es un subgrupo invariante de %, es bien definido.

Ante todo, demostramos: Para cualesquiera x, x' € %, es Hx' = Hx si, y solamente si, x' = vo x para
algin v e H. Supongase que fix' = Hx. Entonces x' € Hx requiere que x' = v - x para algiin v € H. Reciproca-
mente, si x' = vexcon ve H, entonces Hx' = H(vex) = (Ho)x = Hx.

Seanahora Ha'y Hb' otras representaciones de Ha y Hb, respectivamente,cona’ = asr, b’ = bosyr,se H.
En (Ha')(Hb') = {[hy o (a=r)] o [Aye(bos)] s hy, hy € H} se tiene, mediante (i3), pagina 87,

[hyo(@er)] e [hye(bos)] = (hyoa)o(rohy) o (bos)
= (hyca)ohge(tob) = (hjoa)olhyot)ob
{(hyoa) o (hyob) pero hyt h € H
Entonces, ! (Ha')(Hb') = (Hua)(Hb)

y el producto (Ha)(Hb) estd bien definido

Demostrar: Todo grupo cociente de un grupo ciclico % es ciclico.

Sea H un subgrupo cualquicra (invariante) del grupo ciclico = {u,a,4% ..., 4 } ¥ considérese el ho-
momorfismo
% %9/H: ad > Ha'
Puesto que todo elemento de %/H es de la forma Ha' para algin o' € ¥ y Ha' = (Ha)' (demuéstrese), se sigue
que todo elemento de %/H es potencia de b = Ha. Luego G/H es ciclico.
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18.

Demostrar: Todo grupo finito % tiene al menos una serie de composicion.

(i) Supodngase que % cs simple: entonces %, U/ es una serie de composicion.

(ii) Supdngase que % no es simple; entonces existe un subgrupo invariante H + %, Ude %. Si Hes maximal
en ¥ y U es maximal en H, entonces &, H, U es una serie de composicion. Supongase que H no es maxi-
mal en % pero que U si es maximal en H; hay entonces un subgrupo invariante K de % tal que H es sub-
grupo invariante de K. 5i K es maximal en 4 y H es maximal en K, entonces %, K, H, U es una serie de com-
posicién. Supdngase ahora que H es maximal en %, pero que U no es maximal en H; existe entonces un
subgrupo invariante J de H. Si J es maximal en H y U es maximal en J, entonces % H,J, U es una serie
de composicién. Supongase ahora que H no es maxima! en % y que U no es maximal en H: entonces . . .
Como ¥ es finito, hay solamente un niimero finito de subgrupos v, por tltimo, debe llegarse a una serie de
composicion,

Considérense dos series de composicion del grupo ciclico de orden 60: G = (u,a,a?, ..., a%):

GiH = (w8, . el = upatay, L0, K =% e e ey, U = u)
y = = o
GoM=twpalpa?, conaflT N o= fugeainR] P={g o™, U
Los grupos cocientes son:
G/H = {H, Ha}, HIM ={J Ja2}, J/K = K, Kot Ka¥}, K/U={U, Ua'2, Ua2, U, Ual8)
¥

GIM = {M,Ma, Ma?, MIN = (N, Na*, Na® Na¥ Na'2}, N/P ={P,Pa'"}, P/U ={U, Ua’"

Entonces en la biyeccidn 4/H « N/P, H/J < P/U, JIK < /M, K/U M/N, los grupbs cocientes correspon-
dientes son isomerfos por las aplicaciones

He P Je= U Ke M e N
Ha <> Pgl® Ja? e gt Kat < Ma [lql2 &> Na*
Ka¥ e Ma? La? & Ndf

Uit e Na?
Uat® <> Ng!?
Demostrar: Sean % un grupo de orden n = rpr; K un subgrupo de % de orden rp y A un stfbgr-upo
invariante de orden r tanto de K como de %. Entonces, K es un subgrupo invariante de % si, y solo
si, P = K/H es subgrupo invariante de S = ¢/H.
Sean g un elemento cualquierade ¥y K = {p, b5, .. .. bnt-
Supdngase que P es un subgrupo invariante de S, Para Hg e S, se liene
(i) (Hg)P = P(Hg)

Asi, pues, para todo Hb e P existe Hb;e P tal que

(ii) (Hg)(Hb,) = (Hb;)(Hg)

Ademas, (Hg)(Hb,) = (Hb,)(Hg) = (Hg)(Hb,) implica Hb, = Hb,. Entonces,
(iii) Hb; = (Hg~')(Hb,)(Hg) = g~ ' (Hb,)g

{iv) K= Hb\JHb\J - \JHb, =g ' Kg

¥

) gk = Kg

Asi, pues, K es un subgrupo invariante de %.

Reciprocamente, supdngase que K es un subgrupo invariante de . Entonces, con solo invertir los pasos
anteriores, se concluye que P es un subgrupo invariante de S.
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21, Demostrar: Sean H y K subgrupos invariantes de % con H subgrupo invariante de K y sean
P=K/Hy S=%/H. Entonces los grupos cocientes S/P y %/K son isomorfos.

Sean n = rpt, rp, r los respectivos Grdenes de %, K, H. Entonces K es un subgrupo invariante de indice
en ¥ y definiendo

G - = {K&7Kds, 5., KeiYy 6 EG

Por el Teorema XXX, P es un subgrupo invariante de §; asi que P hace una particion de S en ¢ clases laterales
de modo que se puede escribir

S/P = {P(Hay), P(Ha), ..., P(Ha;)}, Ho €S

Pero los elementos de & que constituyen el subgrupo K por la particién en clases laterales segin H, forman P.
De modo que cada ¢, se encuentra en una, y solo una, de las Ha;,. Por tanto, reordenando las clases de S/P si
fuera necesario, podemos escribir

S/P = {P{He¢p, PiHey), ..., P(He)}
La aplicacion pedida es GIK <> S/P: K¢ « P(He)
22. Demostrar: Sean H y K subgrupos invariantes maximales distintos de un grupo %. Entonces,

(@) D = H M K es un subgrupo invariante de 9 y (b) H/D es isomorfo a /K y K/D es isomorfo
a %/H.

(@) Porel Teorema X, D es un subgrupo de %. Como /1 y K son subgrupos invariantes de %, tenemos para cada
deD y lodo ge ¥,
g ledogeH, gledogeK yasi giledegeD
Asi, pues, para todo ge%, g 'Dg = D y D es un subgrupo invariante de .

(b) Por el Teorema XXV, D es un subgrupo invariante de H y de K. Suponiendo

(1) H = DhyuDh,u ... UDh, h;e H
entonces, como K(Dh;) = (KD, = Kh;. ((Por qué?)

{i1) KH = Kh UKhU...UuKh,

Por el Teorema XXVI, HK = KH es un subgrupo de %. Entonces, como H es un subgrupo propio de HK
y, por hipotesis, es un subgrupo invariante maximal de &, se sigue que HK = 4.

De (i) y (i1) se obtiene
H/D = {Dhy, Dhy, ..., Dk} 'y %/K = {Khy, Khy, ..., Kh}
Por la aplicacion biyectiva
Dh; < Kh, (=128, ccum)
(Dh)(Dk) = D(hjoh) <> K(hyoh) = (Kh)Kh)
y H/D es isomorfo a /K. Se deja al lector la demostracién de que K/D y %/H son isomorfos.

23. Demostrar: Para un grupo finito con distintas series de composicién, todas las series son de igual
longitud, es decir, tienen el mismo numero de elementos. Ademds, los grupos cocientes para cua-
lesquiera pares de series de composicién pueden ponerse en correspondencia biunivoca de modo
que los grupos cocientes correspondientes sean isomorfos.

Sea (a) G oy Hgpoowy He = W
(&) G, Ky Ky, Ky, voc, K = U

dos series de composicion distintas de %. Ahora bien, el teorema es cierto para todo grupo de orden uno. Acep-
temos que 23 cierto para todos los grupos de orden mepor que el de %. Consideramos dos casos:

(i) H, = K,. Después de quitar 4 de (a) y (b) quedan dos series de composicién de f, para las cuales, por hi-
potesis, el teorema se verifica. Desde luego, también seguird verificindose cuando % se pone en cada una.
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25.

2T,

29,

3l

32

(ii) Hy # K,. Escribase D = H, M K. Como %/H, (también %/K,) es simple v, por el Teorema XXXIII,
es isomorfo a K,/ (también %/K, es isomorfo 4 A /D) entonces K,/D (y también H,/D) es simple. Luego
D es el subgrupo invariante maximal de ambos /| y K, y asi @ tiene las series de composicion
(a) G Hy ByDy D5y Dy 00, Dy = U

ih' Gy, DDy Dy, By L D = T

Si se escriben los grupos cocientes en el orden
G/H,, H/D, D/D, D/D,, D,J/Dy, ..., D,_\/D,
KD, GIK,, DID,, D/Dy, Dy/Ds, ..., D,_/D,,

fos grupos cocientes correspondientes son isomorfos, esdecir, ¥/H vy K\/D, H,/Dy%/K,.D/D, yD/D,, . ..,

son isomorfos,

Pero por (i) los grupos cocientes definidos por () y (¢") [también por (6) y (b')]. se pueden poner en corres-
pondencia biunivoca o biyeceion, de modo que los grupos cocientes correspondientes sean isomorfos. Asi, pues,
los grupos cocientes definidos por (¢} y (h) son isomorfos cn cierto orden, como se requeria.

Problemas propuestos

Cudles de los siguientes conjuntos forman grupo con respecto a la operacion que se indica:
(a) §={x: xeZ x < 0}; adicion

() § = {5x: xe Z}; adicién

(¢) S=|x:xeZ xes tnico}; multiplicacion

(d) Las n raices-n-simas de 1:; multiplicacion

(e) = {—2, —1, |, 2}: multiplicacidn

(f) S={1, =1, i, —i}: multiplicacion

(g} El conjunto de clases residuales m; adicidn

() 8§ = {[a]: [¢] e Z/im). (@, m) = 1}; multiplicacion
(i) S={z: zeC, |z| = 1}: multiplicacion

Resp. {u), (¢), (¢), no lo son.

Demostrar que las clases residuales no nulas moédulo p forman un gripo con respecto a la multiplicacion si, y
solo i, p es primo.

;Cudles de los siguientes subconjuntos de Z/(13) forman grupo con respecto a la multiplicacion: («) {[1]. [12]};

(&) {017, [21. [4]. [61. [8]. [101. [12]}: te) {[11. [SL [B) [12]}?  Resp. (a), (c).

Considérese el sistema de coordenadas rectangulares en el espacio. Dendtese
por 4, b, ¢, respectivamente, las rotaciones en sentido de las agujas del reloj
de 180" en torno a los cjes X, ¥. Z y por u la posicion original. Completar u ” a b e
la tabla adjunta para que se vea que [w. a.b, e} es un grupo, el grupo

- ’ a u
cuaternario de Klein,
b b c
Demostrar ¢l Teorema 111, pagina 83. b
(o) e a
Sugerencia: a 'ex =u liene x =a x = (@™ ") como soluciones.
8 4 Tabla 9-8

Demostrar ¢l Teorcma 1V, pdgina 83.

Sugerencia. Considérese (a=b)s (0 'va ') =a-(hob )aua!
Demostrar ¢l Teorema V. pigina 83.
Demostrar: a ™ = (a")" ', me Z.

Completar la demostracion del Teorema VI, pdgina 83.
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Demostrar los Teoremas IX y XI de la pigina 84 y el Teorema XIV de la pigina 85.

Demostrar: Todo subgrupo %' de un grupo % tiene ei. elemento neutro ¥ de %, como elemento neutro.
Enumerar todos los subgrupos propios del grupo aditivo Z/(18).

Sean % un grupo con respecto a ¢ y a un elemento cualquiera de ¥. Demostrar que

H={x:xe¥% xoa=aox}
es un subgrupo de %.

Demostrar: Todo subgrupo propio de un grupo abeliano es abeliano. Establecer la reciproca y demostrar con
un ejemplo que es falsa.

Demostrar: El orden de ae% es ei orden del subgrupo ciclico generado por a.

Averiguar el orden de los elementos (a) (123), (b) (1432), (c) (12)(34) de S,.
Resp. (a) 3, (b) 4, (c) 2.

Verificar que ¢l subconjunto 4, de todas las permutaciones pares de S, forma un subgrupo de S,. Demostrar que
cada elemento de 4, deja invariante el polinomio del Problema 12, Capitulo 2, pdgina 27.

Demostrar que el conjunto {x: xe Z, 5| x} es un subgrupo del grupo aditivo Z.

Formar una tabla de operacion para investigar si (1), (12)(34), (13){24), (14)(23) es un grupo de permutacion
regular de cuatro simbolos.

Determinar el subconjunto de S, que deja (a) el elemento 2 invariante, (b) los elementos 2 y 4 invariantes,
(¢) x,X; + Xx3x, invanante, (d) x,x; + x; + X, invariante.

Resp. (@) {{1),113), (14), (34), (134), (143)} (e) 4ul), 112), (34), (12)134), (13)(24), (141(23), (14231, (1324)}
(b) (1), (13}} (d) {11, 112), 134}, 112)(34)]

Demostrar la segunda parte del Teorema XV, pigina 86. Sugerencia: emplear [m] < a™,
Demostrar que el grupo cuaternario de Klein es isomorfo al subgrupo P = {(1), (12)(34).(13)(24),(14)(23)} de S,.
Demostrar que el grupo del Ejemplo 7 es isomorfo al grupo de permutacién

P = {(1}, (12)(35046), (14)125)(36), (13)(26)(45), (156)(243), (165)(234)}

de s-eis simbolos.

Demostrar que los elementos no nulos de Z/(13), con respecto a la multiplicacién, forman un grupo ciclico iso-
morfo al grupo aditivo Z/(12). Hallar todos los isomorfismos entre los dos grupos.

Demostrar: Los tnicos grupos de orden 4 son el grupo ciclico de orden 4 y el grupo cuaternario de Klein.
Sugerencia: % = {u, a, b, c} o bien tiene un elemento de orden 4 o todos sus elementos excepto u tienen orden 2.
En el tltimo caso, a= b + a, b, u por las leyes de cancelacion.

Sea S un subgrupo de un grupo % y definase T = {x! x &%, Sx = x5}. Demostrar que T es un subgrupo de &.

Demostrar: Dos clases a la derecha Ha y Hb segin un subgrupo H de un grupo % son identicas si, y
solo si, ab™'e H.

Demostrar: a e Hb implica Ha = Hb donde A es un subgrupo de ¥ y a,be%.
Enumerar todas las clases del subgrupo {(1), (12)(34)} en el grupo octal.

Formar la tabla de operacidn para el grupo simétrico S; de tres simbolos. Enumerar sus subgrupos propios y
obtener las clases 'a la derecha y a la izquierda para cada uno. jEs §; simple?

Obtener el grupo simétrico del Problema 53 utilizando las propiedades de simetria de un tridangulo equildtero.
Obtener el subgrupo {u, p%, a2, %} de S, utilizando las propiedades de simetria de un rectingulo (no cuadrado).

Obtener el grupo alternante 4, de S; utilizando las propiedades de simetria del tetraedro regular,

Demostrar el Teorema XXV, pagina §9.
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58. Demostrar que K = {_u, iR a?, 12} es un subgrupo invariante de S,. Obtener Sy/K y escribir completo el homo-

morfismo §, — Sy/K: x — Kx.
Respuesta parcial. U — K, (12) — K(12), (13) = K(13), .... (24) = K(13), 34} > K(12), ... .

Utilizar Ke= [u, p*, 0%, 7°}, subgrupo invariante de S, y H = {u, ¢*}, subgrupo invariante de K, para demos-
trar que un subgrupo invariante propio de un subgrupo invariante propio de un grupo % no es neccsariamente
un subgrupo invariante de %.

Demostrar: El grupo aditivo Z/(m) es un grupo tociente del grupo aditivo Z.

Demostrar: Si H es un subgrupo invariante de un grupo %, el grupo cociente %/H cs ciclico siel indice de H en %
es primo.
(1)- Fizi o2, 72 = 1w

o 27,82 = a <
B gy define un homomertismo de 4, sobre ¥ = {u, a. «*}. Note-
of 87 8 =~ a?

se que el subconjunto de 4, que se aplica sobre el elemento neutro de % es un subgrupo invariante de A,.

Demostrar que la aplicacién

Demostrar: En un homomorfismo de un grupo % sobre un grupo 4, sea H el conjunto de todos los elementos
de & que se aplican en ' € %', Entonces el grupo cociente de %/H es isomorfo a %",

Establecer un homomorfismo del grupe octal sobre {w. al}.

Si H = {u,a,a*} y K = {u, f§, f*} son subgrupos de S, demostrar’que HK + KH. Utilizar HK y K# para ve-
rificar que, en general, el producto de dos subgrupos de un grupo % no es un subgrupo de .

Demostrar: Si H= {h, h;,... . b}y K=1{b,b,, ..., b, son subgrupos de un grupo % y uno de ellos es

Pl

invariante, entonces (a) HK = KH, (b) HK es un subgrupo de %.
‘Demostrar: Si H y K son subgrupos invariantes de %, también lo es /K.

Sean %-con operacidn de grupo - y elemento neutro u, y %' con operacion de grupo = y elemento neutro o’
dos grupos dados y formese

J=%x%=(lgg) gc% g%
Definase el «productos de pares de elementos (g, g’), (h. #')eJ por
(i) (g8 )= (goh g ah)

(a) Demostrar que J es un grupo respecto de la operacidn definida en (i).
(b) Demostrar que S = {(g,#'):ge%} y T = {(n,g'):g' %'} son subgrupos de J.
(¢) Demostrar que las aplicaciones

SS%: (gu)—g v T—=¥: (wg)-og

son isomorfismos,

Para % y @' del Problema 68, definase U = {u} y U’ = {u'}. Asimismo, § = 4 x U'y @ = U x 4. Demostrar;
{a) % y %' son subgrupos invariantes de J.

() J/% es isomorfo a Ux %' y J/% a¥ x U.

(¢) % y %’ tienen solamente (v, u') en comun.

(d) Todo elemento de % conmuta con todo elemento de &'

(¢) Todo elemento de J se puede expresar de manera tnica como producto de un elemento de & por un ele-
mento de F'.

Demostrar que S, A, {1, p, 6%, 12}, {u, o}, U es una seric de composicion de §,. Hallar otra ademas de la del
Ejemplo 13(b), pagina 90.

¥y
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72.

73.

74.

73

76.
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Para el grupo ciclico % de orden 36 generado por a:

(i) Demostrar que @, o, a* a® a” a'? o'®

respectivamente, de %.

, generan subgrupos invariantes % ;. %, %, %6, 94, 93, %5,

(i) %, %5 %o 95, Uesuna seric de composicion de %. Hay seis series de composicion de % en total; enumérense.
Demostrar el Teorema XXXII, pidgina 91.

Escribir la tabla de operacién para mostrar que @ = {1, —1,4, —i jc —j. k, =k} con i* = 2 = k* = — |,
i =k = —ji,jk=i= —kj ki = j = —ik forma un grupo.

Demostrar: Un grupo no conmutativo % con operacién de grupo - tiene al menos seis elementos.

Sugerencia: (1) % tiene a lo menos 3 elementos: el neutro, u, y dos elementos, a y A, que no conmutan,

(2) % tiene por lo menos S elementos: u, a, b. a = b, b = . Supdngase que tiene solo 4. Entonces
a=h+ b-a implica que a-b o bien b - a deben ser iguales a uno de los u, a. b.
(3) % tiene al menos 6 elementos u, @, b,a=b, boa y o bien a* o bien avb-a.

Construir las tablas de operacién para cada uno de los grupos no conmutativos de 6 elementos.

Considérese S = {u, a, a* a*, b, ab,a*h, @b} con a* = u. Verificar:

(@) Sih? = u, entonces o bien ba = ab o bien bu = a*b. Escribanse las tablas de operacion 44 cuando ba = ab

y Dy cuando ba = a*b de los grupos que resultan.

() Sib* =aob?®=a’ los grupos que resultan son isomorfos a Cy, el grupo ciclico de orden 8.

(¢c) Sib® = a?, entonces o bien ba = ab o bien bu = a*b. Escribanse las tablas de operacién 4§ cuando ba = ab
y Qg cuando ba = a’h.

(d) Ag y A son isomorfos.

(e) Dy es isomorfo al grupo octal.
(f) Qs es isomorfo al grupo O (cuaternio) del Problema 73.
(g) Og tiene solamente una seric de composicion.

Obtener otro par de series de composicién del grupo del Problema 19; establecer una biyeccion entre los grupos
cocientes y escribir las aplicaciones por las que grupos cocientes correspondientes son isomorfos.




ANILLOS

Capitulo 10

Anillos

Se dice que un conjunto no vacio % forma anillo con respecto a las operaciones binarias de adi-
cién (+) y multiplicacién (), si para cualesquicra a, b, c € # se verifican las siguientes propiedades:

P: @a+b)+c=a+(b+c) (ley asociativa de la adicién)

P,: a+b=0b+a (ley conmutativa de la adicion)

P;: Existeun zeR talquea+z=a

(existencia de un neutro aditivo (el cero))

P,: Para todo ¢ e® existe —a €& tal que a + (—a) =z

(existencia de simeétricos aditivos)

Ps: (a*b)re=a(brc) (ley asociativa de la multiplicacion)

P a-

b+ec)=abt+ac

(leyes distributivas)

P,: b+ec)ra=bratcra

Ejemplo 1:

Ejemplo 2:

Ejemplo 3:

Dado que las propiedades enumeradas son solo unas cuantas de las propiedades comunes
a Z, 0, Ry C dotados de la adicién y multiplicacion ordinarias, se sigue que cstos sistemas
son ejemplos de anillos.

El conjunto § = {x + Y3 + 2Y9: x y,ze 0} es un anillo con respecto a ia adicion y
multiplicacién cn R. Para probar esto, primero se demuestra que S es cerrado con respecto

a estas operaciones. Se tiene para .
E 3
a+bY3+cV8, d+eV3+/VD € S,

@+ BB+ V) 4 (4 VT VE) = @+ +(b+eVE+(c+/VI €S
¥
(@ + bVE + oT)(d + V3 + FVE) = (ad +3bf +3ce) + (ae + bd + 36/)V/3
+ (af+be+cd):\sf§ € 8
Se ve en seguida que se cumplen PI, P;, P-P; puesto que S es un SubCOl‘l.junlO del anillo R.
Por dltimo, 0 = 0 + GJB + 0 /9 da cumplimiento a P; y para cada x + )«\/3 \/9 8,

gxiste —x — )\/3 - \/QES lo cual cumple P,. Asi, pues, S tiene todos los requisitos
de un anillo.

(@) El conjunto § = |a, b} con adicién y multiplicacién definidas por las tablas

+ @ b @ b
o a b ¥ a a a
b b a b a b

es un anillo.

(8) El coenjunto T = (. b, ¢, d} con adicidn y multiplicacién definidas por

-+ | @ b e d . l a b ¢ d
a a b ¢ d a o a a a
b b a d e ¥ b a b a b
¢ © d @ b ¢ a e a c
d d ¢ b o d @ o a d

es un anillo.

101
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Para estos anillos el elemento cero es @ y cada elemento es su propio simétrico aditivo.
Véanse también Problemas 1-3.

En los Ejemplos 1 y 2 las operaciones binarias en los anillos (las operaciones de anillo) coinciden
con la adicién y multiplicacién ordinarias ‘en los distintos sistemas numéricos que intervienen; en el
Ejemplo 3 carecen de significado fuera de las tablas dadas. En este ejemplo no puede haber confusién
por el uso de simbolos familiares para denotar las operaciones de anillo. Sin embargo, cuando hay po-
sibilidad de confusién, emplearemos los signos @ y © para indicar las operaciones de anillo.

Ejemplo 4: Considérese el conjunto de los nimeros racionales 0. Es claro que (@ ) como adicion y (© )
como multiplicacion definidas por

a@b=a*b y a@b=a+ b paracualesquierag beQ

donde + y - son la adicién y multiplicacion ordinarias con niimeros racionales, son opera-
ciones binarias sobre Q. Y se ve que P, P, v P; se verifican de inmediato; asimismo, se ve-
rifica P con z = 1. Demuestre el lector que P,, P; v P; no se verifican y que, por tanto, Q
no es anillo con respecto a @ y ©O.

PROPIEDADES DE LOS ANILLOS

Las propiedades elementales de los anillos son analogas a las de Z, que no dependen ni de la ley
conmutativa de la multiplicacion ni de la existencia de un neutro multiplicativo. Anotamos algunas
de estas propiedades:

(i) Todo anillo es un grupo aditivo abeliano.

(ii)  Existe un elemento neutro aditivo #nico, z (el cero del anillo).
Véase Teorema III, Capitulo 2, pagina 20,

(iii) Cada elemento tiene un simétrico aditivo dnico (el opuesto de dicho elemento).
Véase Teorema IV, Capitulo 2, pagina 20.

(iv) Se cumple la ley de cancelacion para la adicion.
(v) —(—a)=a, —(a+ b)=(—a)+ (—b) para cualesquicra a, b del anillo.
i) az=za=z Para demostracion, véase Problema 4,

(vil) a-(—b) = —(ab) = (—a)" b.

SUBANILLOS

Sea un anillo 2. Un subconjunto no vacio S del conjunto %, que sea a su vez anillo respecto de
las operaciones binarias de 2%, se dice subanillo de 2. §i S es un subanillo de un anillo 2, es evidente
que S es subgrupo del grupo aditivo Z.

Ejemplo 5: (z) Del Ejemplo 1 se sigue que Z es un subanillo de los anillos 0, R, C; que Q es un subanillo
de R, C, y que R es un subanillo de C.

(b) En el Ejemplo 2, § es un subanillo de R.

(¢) EnelEjemplo3(b), T, = {a}. T, = {a. b} sonsubanillosde T. ;Porquénoes T; = {a, b, c}
subanillo de 77

Los subanillos {z} y 2 mismo de un anillo # se dicen impropios, otros subanillos, si los hay en £,
se llaman propios. '
Se deja al lector la demostracion del

Teorema I. Sea # un anillo y sea S un subconjunto propio del conjunto 2. S es entonces un subani-
llo de # si, y solo si,

(a) S es cerrado respecto a las operaciones del anillo,

(b) para todo ae S se tiene —aeS.
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TIPOS DE ANILLOS

Un anillo en que la multiplicacion sea conmutativa se llama anillo commnurativo.

Ejemplo 6: Los anillos de los Ejemplos 1, 2, 3(a) son conmutativos; el del Ejemplo 3(b) no es conmuta-
tivo, esto es b ¢ =a, pero ¢+ b = c.

Un anillo dotado de elemento neutro multiplicativo (elemento unidad) se llama anillo unitario.
Ejemplo 7: Para cada uno de los anillos de los Ejemplos | y 2 la unidad es 1. La unidad del anillo del
Ejemplo 3(a) es b; el anillo del Ejemplo 3(b) carece de unidad.

Sea Z un anillo con unidad u. u es entonces su propio simétrico multiplicativo (#~! = u), pero
otros elementos no nulos de % pueden o no tener simétricos multiplicatives. Ahora bien, cuando los
simétricos multiplicativos existen, son Unicos.

Ejemplo 8: (a) El anillo del Problema 1 es un anillo no conmutative sin unidad,

(b) El anillo del Problema 2 es un anillo conmutativo con unidad u = A, Aqui los elemen-
tos no nulos b, e, f no tienen simétricos multiplicativos; los simétricos de ¢, d, g, & son
e.d, ¢, h, respectivamente.

{¢) El anillo del Problema 3 tiene como unidad el u = (1,0, 0, 1). (Demuéstrese.) Como
(1,0,1,0)0,0,0,1) = (0,0, 0, 0)ymientras que (0, 0, 0, 1)(1, 0, 1,0) = (0, 0, 1, 0}, el anillo
s no conmutativo. La existencia de simétricos multiplicativos se estudia en el Problema 5.

CARACTERISTICA

Sea 2 un anillo con elemento cero z y supOngase que existe un entero positivo # tal que na =
d+a+a+ -+ a=zparatodoae % El menor entero positivo n con tal propiedad se llama carac-
leristica de 2. Si no existe un entero semejante, se dice que # tiene caracteristica cero.

Ejemplo 9: (4) Los anillos Z, Q. R, C tienen caracteristica cero, pues para estos anillos na = n - a.

(b) En el Problema | se tienea +a=b+b=--+=h+ h = a, el cero del anillo, y la
caracteristica es entonces dos.

(¢) EIl anmillo del Problema 2 tiene caracteristica cuatro.

DIVISORES DE CERO

Sea # un anillo con elemento cero z. Se dice que un elemento a # z de # es un divisor de cero,
si existe un ¢lemento b = z de 2 tal que a*b =z o bien bra = z.

Ejemplo 10: (¢) Los anillos Z, Q, R, C no tienen divisores de cero, es decir, en cada sistema ab = 0 im-
plica siempre o bien « = 0 o bien b = 0.

(b) Para el anillo del Problema 3 se vio en el Ejemplo 8(c) que (1,0,1,0) y (0,0,0,1)
son divisores de cero.

{¢) El anillo del Problema 2 tiene divisores de cero porque b+ ¢ = a. Hallar todos los divi-
sores de cero de este anillo.

HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS

Un homomorfismo (isomorfismo) del grupo aditivo de un anillo 2 en (sobre) el grupo aditivo de
un anillo 2’ que preserva también la segunda operacién, la multiplicacidn, se llama homomeorfismo
(isomorfismo) de # en (sobre) %'

Ejemplo 11: Considérese el anillo 2 = {a. b, ¢, d} con tablas de adiciéon y multiplicacion
v
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+ | a b ¢ d a b c d
a \ a b ¢ d a a a a
b b a d ¢ b a b ¢ d
LN d a b c a c d b
d | d ¢ b a d a d b c
y el anillo #' ={p, ¢, r, s} con tablas de adicion y multiplicacion
+ | P q r k3 I P q r 8
P [l o 8 e S pot|SRER SRR ey
T P R g tlesbrg s wFins 8
r q r 1 r r r r r
8 q p s r $ q g r p

La biyeccion
aerr, ber g, c&8 dep

aplica # sobre %’ (también %' sobre &) preservando las operaciones binarias; por ejemplo,
d =b+te & g+ts =p
b =c¢+d = 8+*p = q, etc.

Asi que # y &' son anillos isomorfos.

Utilizando los anillos isomorfos # y %' del Ejemplo 11, es facil verificar el

Teorema II. En todo isomorfismo de un anillo # sobre un anillo 2':
(@) sizeselcerode 2 y z' esel cero de &', se liene z «» 2",
b) si B> R a—a, entonces —a > —a'.
(¢) si ues la unidad de # y u' es la unidad de &', sc tiene u > u'.
(d) si # es un anillo conmutativo, también lo es &’

IDEALES

Sea # un anillo con elemento cero z. Un subgrupo S de # que tiene la propiedad deque r*x € §
(x-r eS)paratodox €Syr €, sellama ideal a la izquierda (derecha) de ®. Es claro que {z} y
& mismo son ambos ideales a izquierda y a derecha de #; se les llama ideales impropios a la izquierda
(derecha) de #. Todos los demas ideales a la izquierda (derecha) de 2, si los hay, se llaman ideales
propios.

Un subgrupo .# de £ que es ideal a la izquierda y a la derecha de 2, es decir, tal que para todo
xef yred® setiene r-xe.f y x-re#, se llama ideal (subanillo invariante) de . Es claro que
todo ideal a la izquierda (derecha) de un anillo conmutativo 2 es un ideal de 2.

Para todo anillo 2, los ideales {z} y 2 mismo se llaman ideales impropios de &, como ya se dijo,
y todos los demds ideales de # se dicen propios. Un anillo que carece de ideales propios se llama anillo
simple. SR

Ejemplo 12: (a) Para el anillo S del Problema 1, {a, b, ¢, d} es un ideal propio a la derecha de § (exami-
nense las primeras cuatro filas de la tabla de multiplicacion), pero no es ideal a la izquier-
da (examinense las primeras cuatro columnas de la misma tabla). Los ideales propios
de S son {a,c}, |a,e}, {a,g} v {a.c. e, g}

(b) En el anillo conmutativo Z, el subgrupo P de todos los mualtiplos enteros de cualquier
entero p es un ideal de Z.

{(c) Para cualesquiera a, b € Q dados, el subgrupo J = {(ar, br, as, bs): r, s€ @} es un ideal
a la izquierda del anillo M del Problema 3 y K = {(ar, as, br, bs): r, s € O} es un ideal a
la derecha de M porque para cualesquiera (m,n, p, g)e M,
(m,n,p, q)* (ar, br, as, bs) = (a(mr+ ns), b(mr + ns), alpr + qs), b{pr + qs]) e J
y ;
(ar, as, br, bs}* (m,n, p, q) = (a('mr + ps), al{nr + gs), b(mr + ps), b(nr + qs)) € K
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El Ejemplo 12(h) ilustra el

Teorema 1II. Si p es un clemento cualquiera de un anillo conmutativo #, entonces P = iprrir eR)}
es un ideal de #.
Para una demostracion, véase Problema 9.

En el Ejemplo 12(a), cada elemento x del ideal a la izquierda {a, ¢, ¢, g} tiene la propiedad de ser
un elemento de § para el cual r* x = a, el elemento cero de S. para todo r € S. Esto ilustra el

Teorema 1V. Sea # un anillo con elemento cero z; entonces

T=ix:x €@ r-x=7z (x*r=r7) para todo r eR}
es un ideal a la izquierda (derecha) de 2.

Sea P, Q, S.T,... una clase cualquicra de ideales de un anillo # y definase F =P N QO NS
M T . Como cada ideal de la clase es un grupo aditivo abeliano, entonces por el Teorema X,
Capitulo 9, pigina 84, también lo es #. Ademas, para todo x €4 yr €%, los productos x*ryr-x
pertenecen a cada ideal de la clase y, por tanto, a . Hemos demostrado el

Teorema V. La interseccion de cualesquicra ideales de un anillo es un ideal del anillo.

En el Problema 10 se demuestra

Teorema V1. En todo homomorfismo de un anillo # sobre otro anillo Z', el conjunto § de elemen-
tos de # que se aplican sobre 2/, el elemento cero de 2, es un ideal de 2.

Ejeunpla 13: Considérese el anillo G = |a 4 bi: a, b€ Z} del Problema 8.

{¢) El conjunto de clases residuales médulo 2 de G es H = {[0], [1], [{]. [1 + i]}. (Néte-
seque I = i =1+ ifmod 2).) De las tablas de operacion para adicién y multiplicacion
maédulo 2, resulta que H es anillo conmutativo unitario; asi, pues, /f ticne divisores de
cero aungue G no los lenga.

La aplicacién G — H: g — [g] es un homomorfismo en el cual § = {2g: geGl.
ideal de G, se aplica sobre [0], ¢l elemento cero de H.

(h) El conjunto de clases residuales modulo 3 de G es

K = o], (1}, [, [21, [2i], (1 4, [2+4], [14 24, [2+24)

Se puede demostrar como cn (a) que K es un anillo conmutativo unitario, pero que no
tiene divisores de cero,

IDEALES PRINCIPALES
Sea # un anillo y K un ideal a la derecha de # con la propiedad ademas
K={a*r:r e® a es un clemento dado de K}

Se dird entonces que K es un ideal principal a la derecha de & y que es generado por el elemento « de K.
Anilogamente se definen los ideales principales a la izquierda y los ideales principales.

Ejemplo 14: (a) FEn el anillo S del Problema 1 el subanillo {a. g} es un ideal principal a la derecha de §
generado por el cleinento g (véase la fila de la tabla de multiplicacion opuesta a g). Como
rg = a para todo re § (véase la columna de la tabla de multiplicacion encabezada g).
fa, g} no es ideal principal a la izquierda y. por tanto, no es ideal principal de S.
(b} En cl anillo conmutativo S del Problema 2 el ideal {a, b. e. f} de S es un ideal principal
y se le puede considerar como generado por b, o por [

(¢} En el anillo S del Problema 1 ¢l ideal a la derecha a, b, ¢, d} de S no es ideal principal
a la derecha, pues no puede ser penerado por ninguno de sus elementos.

{d) Para cualguier me Z, J = {mx: xeZj es ideal principal de Z.
: ¥
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En ¢l anillo Z, considérese el ideal principal K generado por el elemento 12. Es claro que K también
es generado por el elemento —12. Como K no puede ser generado por ningun otro de sus elementos,
definase como ideal principal generado por 12. El generador 12 de K, ademds de ser un elemento de
K, es también elemento de cada uno de los ideales principales: 4 generado por 6, B generado por 4,
C generado por 3, D generado por 2 y Z mismo. Ahora bien, KC A, KC B, KCC KC D, KC Z;
ademas, 12 no pertenece a ningiin otro ideal principal de Z. Asi que K es la interseccion de todos los
ideales principales de Z que tienen a 12 entre sus elementos.

Se deduce de inmediato que cualquier ideal principal de Z generado por el entero m estd conte-
nido en todo ideal principal de Z generado por un factor de m. En particular, si m es primo, el inico
ideal principal de Z que contiene propiamente al ideal principal generado por m es Z.

Todo anillo # tiene al menos un ideal principal, a saber, el ideal nulo {z} donde z es ¢l elemento
cero de #. Todo anillo unitario tiene por lo menos dos ideales principales, a saber, {z} y el ideal # ge-
nerado por la unidad.

Sea # un anillo conmutativo. Si todo ideal de # es ideal principal, se dird que 2 es un anillo ideal
principal. Por ejemplo, considérese cualquier ideal .# ++ {0} en ¢l anillo de los enteros Z. Sia #+ 0 €.
también lo es —a. Luego .# contiene enteros positivos y como Z™ es bien ordenado, contiene un en-
tero positivo minimo, sea e. Para cualquier # € £ se tiene por el algoritmo de la divisién del Capitulo 5,
pagina 50,

b=e"qg+r, gr €eZ, 0=r<e

Peroe g € F;luegor =0y b= e-q. Asi, pues, J es un ideal principal de Z y hemos demostra-
do que i
El anillo Z es un anillo ideal principal

IDEALES PRIMOS Y MAXIMALES

Se dice que un ideal £ de un anillo conmutativo & es un ideal primo, si para ¢lementos cualesquie-
rar,sde & r-sef implica re # o bien se J.
Ejemplo 15: En el anille Z,

(a) El ideal J = {7r: re Z}, que también se escribe J = (7), es un ideal primo porque si
arbeld o bien 7|a o bien 7|b; con lo que aeJ o bel.

() Elideal K = {14r: re Z} 0 K = (14) no es ideal primo pues por gjemplo, 28 = 4-7e K
pero ni 4 ni 7 estdn en K.
El Ejemplo 15 ilustra el
Teorema VIL En el anillo Z un ideal propio . = {mr:r €Z, m # 0} es un ideal primo si, y sola-
mente si, m s un entero primo.
Un ideal propio .# de un anillo conmutativo £ se dice maximal si no hay en # ningtin ideal propio
que contenga propiamente a f.

Ejemplo 16: (2) Elideal J del Ejemplo 15 es un ideal maximai de Z, puesto que el Gnico ideal de Z que con-
tiene propiamente a J es Z mismo.

(b) El ideal K del Ejemplo 15 no es ideal maximal porque K estd contenido propiamente en J
que, a su vez, estd contenido propiamente en Z.

ANILLOS COCIENTES

Como el grupo aditivo de un anillo 2 es abeliano, todos sus subgrupos son subgrupos invariantes.
Asi que cualquier ideal # del anillo es un subgrupo invariante del grupo aditivo 2 y ¢l grupo cociente
R/F ={r+ F:r eR} es el conjunto de todas las clases laterales distintas de # en Z.
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(Nota. Elempleo de r + . en vez del familiar r.# para una clase lateral es en cierto sentido inne-
cesario porque, por definicion, rf = {rca: a € #} y la operacién es aqui la adicion. Sin embargo,
la usaremos.) En la seccién Grupos cocientes del Capitulo 9, pagina 88, la adicion (+ ) sobre las clases
laterales (de un grupo aditivo) fue bien definida por

' x+ A+ +Lf)=x+y+ 5

Definimos ahora la multiplicacion (-) sobre las clases laterales por
x+ )+ F)=xpy)+F

y demostramos ‘que también estd bien definida. Para ello supéngase que x' = x + sy ' = y + ¢ son
elementos del grupo aditivo 2 tales que x* + £ y y’ + & son otras representacionesde x + £y y + 5,
respectivamente. De

X+ Ff=x+s)+F=x+HN+E+F)=x+ 5
se sigue que 5 (y andlogamente que {) .#. Entonces,
K+ O+ )= Y)+E =[x+ x5+ )]+ F =)+ S
puesto que x-f, sy, s*t€.f y la multiplicacion estd bien definida. (Hemos seguido llamando clase

lateral a x + #; en la teoria de anillos se la llama clase residual de # en el anillo &.)

Ejemplo i7: Considerese el ideal # = {3r: re Z} del anillo Z en el grupo cociente Z/F = {#, 1 + ¥,
2 + #}. Es claro que los elementos de Z/# son simplemente las clases residuales de Z/(3)
y asi, pues, constituyen un anillo con respecto a la adicién y multiplicacion mddulo 3.

El Ejemplo 17 ilustra el

Teorema VIII. Si.# es un ideal de un anillo £, el grupo cociente %#/.¢ es un anillo con respecto a la
adicién o multiplicacién de clases laterales (clases residuales) segiin se acaban de definir.

Es costumbre designar este anillo por &/.# y llamarlo anillo cociente o anillo factor de & con respec-
to a .#.

De las definiciones de adiciéon y multiplicacién de clases residuales se sigue que
(a) La aplicacién # —» #/#: a - a + # es un homomorfismo de # sobre %/#.
(h) # es el elemento cero del anillo 2/,
(¢) Si # es un anillo conmutativo, también lo es #/.7.
(d) Si 2 tiene elemento unidad wu, también lo tiene #/F y es u + £.

(e) Si & carece de divisores de cero, %/.# puede o no tener divisores de cero. Pues, si bien
a+F) b+ F)=ab+F=9

indica que a* b €.#, no implica necesariamente que a €. o que & €.5.

ANILLOS EUCLIDIANOS

En el capitulo siguiente trataremos de varios tipos de anillos; por ejemplo, de los anillos conmu-
tativos, anillos unitarios, anillos sin divisores de cero, anillos conmutativos unitarios, . .., que s¢ ob-
tienen afiadiendo a las propiedades fundamentales del anillo una o mas propiedades suplementarias
(véase pagina 71) de #. Hay otros tipos de anillos y vamos a terminar este capitulo con un breve estu-
dio de uno de esos tipos que es de los anillos euclidianos:

Se llama anillo euclidiano cualquier anillo conmutativo # que tiene la propiedad de que a
cada x €2 se le puede asignar un entero no negativo f(x) tal que

v
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(i) O(x)= 0 si, y solo i, x = z, el elemento cero de &,
(ii) Blx-p) =08(x) si x-y +

(i) Para todo x e By y+:z €A,

It

5

xX=p qer g.r €%, 0=0() <0y
Ejemplo 18: 7 es un anillo euclidiano. Se ve ficilmente poniendo 0(x) = |x| para todo x & Z.

Véase también Problema 12.
Se deduce también

Teorema IX Todo anille euclidiano # es un anillo ideal principal.

Teorema X. Todo anillo euclidiano es unitario.

Problemas resueltos

\1. El conjunto § = la, b, ¢,d, e, [, g, h} con adicion y multiplicacion definidas por

+ a b ¢ d € f: g h a b ¢ d & f g h
a a b e d e F g h a a a a @ a a -:1 a
b b a d e f i3 k g b a b a b a b a b
¢ ¢ d a h g h e f c a [ a ¢ @ ¢ a c
d d c b a h g f e d a d a d a d a d
e e i g h a b ¢ d € a e a e a e a €
i I e h g b a d c f a f a f a i a f
g g h f e d a b fig a g a g a g a g
h k g £ e d c b k a h a h a h a h

es un anillo. La verificacion exhaustiva de que se cumplen P, y P,-P,, pagina 101, es una tarea con-
siderable, pero sc encarece al lector hacer unas cuantas comprobaciones saltonas. El elemento cero
es a y cada elemento es su propio simétrico aditivo.

2. EIl conjuntd § del Problema 1 con adicion y multiplicacion definidas por

+ a b ¢ o [t f g h . a b ¢ d e f g h
i3 a b ¢ d e f g h 3 a @ a a a a a a
b b a d ¢ f e h g b a € f b o e i b
¢ ¢ d € I g h a b ¢ a i d g I b h ¢
d o ¢ f e h g ] a d a b g h e ! ¢ d
€ & I i h a b e d I a a € e @ a e €
! I ¢ h g b a d f a e b f a e b f
g g h a b o d e f g a f k c e b d g
h k g b I [ o f h a b € d [ f g h

es un anillo. ;Cudl es el elemento cero? Hallar el simétrico aditivo de cada elemento.

3. Demostrar: El conjunto M = {(a. b, c. d):a, b, ¢, d € Q} con adicidon y multiplicacion definidas por

(a.b,¢,d) + (e,fog.h) = (e+e,b+f,et+g, d+h)
(a,b,c,d)e.f,g,h) = (ae+Dbg,af+bh, ce+dg, cf + dh)
para todo (a,b,c,d), (e, f,g, ) € M cs un anillo.
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4.

Las leyes asociativa y conmutativa para la adicién en el anillo son consecuencias inmediatas de las asociati-
va y conmutativa de la adicién en Q. El elemento cero de M es (0, 0, 0, 0) y el simétrico aditivo de (a, b, ¢, d) es
(—a —b, —¢, —d)e M. La ley asociativa para la multiplicacion en el anillo se verifica como sigue:

[(a, b, ¢, d)e, f, g, W] (3, J, k. 1)
= ('(ae + bygli + (af + bh)k, (ae+ bg)j + (af + bh)l, (ce +dg)i+ (ef + dh)k, (ce +dg)j + (cf + dhﬂ)
= (a(g'i + fk) + blgi+ hEk), alej + fI) + blgj+ hl), elei + fk) + digi+ hk), clej + fl) + di{gj + ﬁl})
= la, b,e,d)ei+fk,cj+ fl, gi + hk, gj+ ki)
= la,be,d)[le, fog k)i, 3, k1)
para todo (a, b,e.d), (e, f.g.h), (i, ], k, 1) € M.

Los cdlculos que se requieren para verificar las leyes distributivas se dejan al cuidado del lector.

Demostrar: Si 2 es un anillo con elemento cero z, entonces para todo g e X, ¢z = 7 d = =
Como a + = = a, se sigue que
ara={a+za={a-a)+z'a
Como a+a = (u-u) + z; entonces, (¢ -a) + z+a=(a‘a) + z. Y utilizando la ley de cancelacidn, tenemos.
z*a =z Anidlogamente, aca=ule + z)=aa +a-z ¥ asz=iz

Investigar la posibilidad de que existan simétricos multiplicativos de elementos del anillo M del
Problema 3.
Para cualquier elemento (g, 6, ¢,d) # (0,0,0,0) de M higase de
(@, b,c.d)(p,q,7,8) = (ap+br,ag+ bs, cp+dr, cq+ds) = (1,0,0,1)
la unidad de M y examinense las ecuaciones
+ br = +

ap r 1 (i) [a_q + bs
cp +dr = 0 lcqi-ds—

en cuanto a soluciones p, g, r, 5.

|
[ =

d )

-Por (i) se tiene (ad — be)p = d, asi que siempre que ad — be + 0, p = S yr= ﬁ.,&ndlega—
—h a
ad — be ad — be
(a. b, c,d)e M para los que ad — be # 0, poseen simétricos multiplicativos.

mente, por (ii) se tiene que g = yog= . Se deduce que solamente aquellos elementos

Demostrar que P = {(¢. b. —h,a): a,b €Z} con adicién y multiplicacién definidas por

(a,b,~b,a) + (e,d,—d,¢) = (a+e,b+d, —-b—d,a+c)
y (a,b,—b,a)(c,d,—d,c) = (ae—bd, ad + be, —ad — be, ac — bd) f
es un subanillo conmutativo del anillo no conmutativo M del Problema 3. \

Lo primero notamos que P es un subconjunto de M y que las operaciones definidas sobre P son precisamente
las definidas sobre M. Ahora bien, P es cerrado respecto de estas operaciones; ademas, (—a, —h, b, —a)e P
siempre que (a, b, —b, g) £ P. Asi, pucs. por el Teorema I, P es un subanillo de M. Por iltimo, para cualesquiera
(a, b, —b.a), (c,d, —d, c)e P se liene
la, b, =b,a)le,d, —d, e) = (e,d,—d, c)la,b,—b,a)
¥ P es un anillo conmutativo,

Considérese la aplicacién (a, b, —b, @) — a del anillo P del Problema 6 en el anillo Z de los

enteros,
El lector demostrara que la aplicacién es tal que

(a,b,=b,e) + (e;d,~d,e) = ate¢
y {a, b, —b,a)(¢,d,—d,e) = ae— bd

Pero los gruposaditivos de P ¥ Z son homomorfos. (;Por qué no isomorfos?) Sin embargo, como ac — bd + ae,
en general, los anillos P y Z no son homomorfos por esta aplicacion,
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8. Un niumero complejo a + bi con @, b € Z se llama entero gaussiano. (En el Problema 26 el lec-
tor ha de demostrar que el conjunto G = {a + bi: a. b € Z} de todos los enteros gaussianos es
un anillo con respecto a la adicion y multiplicacidon ordinarias sobre C.) Demuéstrese que el ani-
llo P del Problema 6 y G son isomorfos.

Sea la aplicacion (a, b, —b,a)—a + bi de P en G. La aplicacién es ciertamente biyectiva y, ade-

mis, como
{a, b, =b,a) + (e;d,—d, ¢} = (a+e, b+d, —b—d,ate) —
(@+e) + (b+dii = (a+bi) + (c+di)
y {a, b, —b,a)e,d,—d,¢) = (ac— bd, ud+ be, —ad — be, ac— bd) —
(@ae—bd) + {ad +bedi = (a+ bi)le+ i)

todas las operaciones binarias se preservan. Asi, pues. P y G son isomorfos.

9. Demostrar: Si p es un elemento cualquiera de un anillo conmutativo £, entonces P = {p-r:re B}

es un ideal de .
Vamos a demostrar que P es un subgrupo del grupo aditivo & tal que (p+r)* s P para todo s &,
Para cualesquiera r, 5 € 9, se tiene

(i) p:r+p-s=p-(r+s)eP, porque r+ se; asi, pues, P es cerrado con respecto a la adicion.

(i) —(p-r)=p'(—r)eP siempre que p-re P porque —re @ si re®; por el Teorema VII, Capitulo 9,
pagina 84, P es un subgrupo del grupo aditivo.

(iii) (p-r)-s=p-(r-s5)e P porque (r-s)c 2.

Y la demostracion queda completa.

10. Demostrar: En todo homomorfismo de un anillo # con multiplicacién denotada por -, en otro

anillo #' con multiplicacién denotada por =, el conjunto S de elementos de 2 que se aplican so-
bre z', el cero de #', es un ideal de 2.

Por el Teorema XXI, Capitulo 9, pzigi_na 88, S es un subgrupo de #'; luego para cualesquicra @, b, c€ §
se cumplen las propiedades P,-P,. pagina 101, y la adicion del anillo es una operacidn binaria sobre §.

Como todos los elementos de S son elementos de & se verifican las propiedades P.-P,. Ahora bien, para
cualesquiera ¢, b€ S, a+b — z'; luego a - b€ S y la multiplicacién del anillo s una operacion binaria sobre S.

Por ultimo, para todo aeS y ge & se liene

cargarog =z Yy gra—=g oz =¢

Asi que § es un ideal de #.

11. Demostrar: El conjunto #/# = {r + .#:r € #} de las clases laterales de un ideal .# en un ani-
llo # es €l mismo un anillo con respecto a la adicion y multiplicacién definidas por
XX+ + 0 +A=x+y)+ 5
y para todo x + 4,y + F ER/F
(x+F) v+ F)=xp)+ F
Como .# es un subgrupo invariante del grupo £. se sigue que 28/.% es un grupo con respecto a la adicion.
Es claro por la definicion de Ja multiplicacion que se cumple la ley de clausura. Queda, pues, por demostrar que
la ley asociativa y la distributiva se cumplen. Se encuentra para cualesquiera w + %, x + &, vy + F e #/.5,
[w+F) x4+ )] 0+F) =wx+F)+I)=wx)y+I=w-(x-y)+ .7
=w+F)xy+F)=@w+ F)-[lx+7) (y + 7],
w+ L) [x+ A+ 0 +F]=w+ £ [x+ 0+ Fl=[w (x+p)] + 5
=W x+wy)+F=wx+ )+ (wy+F)
= +of) x+ F)+ w+ F)- v+ F)
v, de manera parecida,

[x+ A+ + A w+FA)=Ex+L) w+F)+ (+F)w+.5)
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12. Demostrar: El anillo G = {a + bi: a,b € Z} es euclidiano.

13,

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Definase 8(x + fi) = «* + fB* para todo « + fie G. Se verifica ficilmente que las propiedades (i) y (i),
pagina 108, del anillo euclidiano se cumplen aqui. (Nétese también que 8(a + bi) es simplemente el cuadrado
de la amplitud de @ + bf y que, por tanto, estd definido para todos los elementos de C.)

Para todo xe Gy y #+ z€ G calcillese x-y~' =5 + #i. Ahora, si todo s + tie G, el teorema se seguiria
facilmente; no obstante, no es éste el caso, como el lector puede demostrar tomando x =1 + iy y = 2 + 3i.

Sup6ngase entonces para un x y un y dados ques + fi¢ G.Seac + dieGalquelc —s|=}y|d — | =}
y escribase x = y{c + di) + r. Entonces, se tiene

o(r) = ez —yle+d)] = olx— yls+ti)+ yle+_td — yle+ di)]
= oulls—e) + (t—d)i}] = Joly) < 8(y)

Asi, pues, se cumple (iii) y G es un anillo euclidiano.

Problemas propuestos

Demostrar que § = {2x: x € Z} con adicion y multiplicacién definidas como en Z, es un anillo, en tanto que
T={2x+1: xeZ} no lo es.

Verificar que S del Problema 2 es un anillo conmutativo con unidad = A.

Cona,beZ definasca®b=a+b+1ya®b=a+ b+ ab. Demostrar que Z es un anillo conmutativo
con respecto a @ y . ;Cudl es el cero de este anillo? ;Tiene un elemento unidad?

Verificar que S = {a, b, ¢.d, e, f, g} con adicién y multiplicacion definidas por

+ o b e d e f g . a b c 1} e Fi g
a a b c d € i g a a o a a a a a
b b c d e f g a b a b c d e i ¢
[ ¢ d € i g a b ¢ [ c e g b d ¥
d d e f g a b ¢ d [ d g e f b e
[ € f g 4 b ¢ d e @ e b f ¢ g d
f f g a b ¢ d e f a f d b g e ¢

g a b é d e f g a g f e d c ]

es un anillo. ;Cual es la unidad? ;jCual la caracteristica? ;Tiene divisores de cero? ;Es un anillo simple? Demos-
trar que es isomorfo al anillo Z/(7).

Demostrar que @ = {(z;. 25 — Z3. Z;): 21,23 € C}, con adicién y multiplicacion definidas como en el Proble-
ma 3, es un anillo no conmutativo con unidad (1, 0, 0, 1). Verificar que cada elemento de J con excep-
cidn del elemento cero (z; = z, = 0 + 0i) tiene un simétrico multiplicativo o inverso de la forma {z,/4, —z,/4,
E,/A, z¢/A} donde A = |z;]® + |z,]? ¥ que entonces los elementos no nulos de @ forman un grupo multiplicativo.
Demostrar que en todo anillo %,

(@) —(—a)=a para todo aed

(6) a(—b)= —(ab) = (—a)p para todos los a, be .

Sugerencia. (a) a+ [(—a)—(—-a)]=a+z=a

Considérese 2, el conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto dado § y definase para todos los 4, Be &.
ASB=AUB—ANB AGOB=ANRE

Demuéstrese que # es un anillo conmutativo unitario.
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22.

31.

32
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Demuéstrese que S = {(a, b, —'b, a):abe Q}_ con adicion y multiplicacion definidas como en el Problema 6,
es un anillo. {Cuil es el cero? ;La unidad? ;Es un anillo conmutativo? Procédase como en ¢l Problema 5 para
demostrar que todo elemento excepto (0,0, 0, 0) tiene un simétrico multiplicativo.

Completar las tablas de operacion del anillo # = {a, b, ¢, d}:

+ | e b ¢ d 2 ] a b ¢ d
a a b ¢ d a @ a a
b b d ¢ b a b

c d a b c a a
d d ¢ b a d a b c

(Es # un anillo conmutativo? ;Tiene unidad? ;Cudl es su caracteristica?
Sugerencia. c¢c-b=(b+d)-bicrc=c(b+ d); etc.

Completar las tablas de operacién del anillo @ = {a. b, ¢, d}:

+iabcd |abcd
wadlls e« gl e el a | & @ & @n
b | b s b | a b

(o | oyt 1 e | @ ¢
R E e e AT L oy d| & b e

;Es @ un anillo conmutativo? ;Tiene elemento unidad? ;Cudl es su caracteristica? Verificar que x* = x para
todo xe®. Un anillo que tiene esta propiedad se llama anillo booliano.

Demostrar: Si 2 es un anillo booliano, entonces (a) su caracteristica es dos, (b) es un anillo conmutativo.
Sugerencia. Considérese (x + y)* = x + y para y = X y para y # X.

Sea 2 un anillo unitario y sean a y b elementos de & con inversos (simétricos multiplicativos) @~ ! y 5!, respec-
tivamente. Demostrar que (g b) ' =b"'-a" L

Demostrar que {a}, {a, b}, {a. b, ¢, d} son subanillos del anillo S del Problema 1.

Demostrar que G = {a + bi: a, be Z}, con respecto a la adicién y multiplicacién definidas sobre C, es un sub-
anillo del anillo C.

Demostrar el Teorema 1, pdgina 102,

(@) Verificar que & = {(z,. 23. 23, Z4) Iy, 23, 23, 24 € C} con adicién y multiplicacion definidas como en el
Problema 3, es un anillo con unidad (1, 0,0, 1). ;Es anillo conmutativo?

(b) Demostrar que el subconjunto S = {(z;, z;, —23, 2;): 2;, 2; € C} de # con adicion y multiplicacion de-
finidas como en 2, es un subanillo de 2.

Enumerar todos los 15 subanillos de S del Problema 1.
Demostrar: Todo subanillo de un anillo # es un subgrupo del grupo aditivo 2.
Demostrar: Un subconjunto S de un anillo # es un subanillo de # sia — b y a+ bhe § siempre que a,b€ S,

Verificar que el conjunto Z/(n) de los enteros médulo n es un anillo conmutativo unitario. ;Cudndo el anillo ca-
rece de divisores de cero? ;Cudl es la caracteristica del anillo Z/(5)? ;La del anillo Z/(6)?7
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£

.

37.

Demostrar que el anillo Z/(2) es isomorfo al anillo del Ejemplo 3(a).

Demostrar el Teorema I, pagina 104,

(a) Demostrar que M, = {{a.0, ¢, d): a. e, de@} y M; = {(a.0.0.d): a.de @} con adicién y multiplica-
cion definidas como en el Problema 3, son subanillos de M del Problema 3.

(h) Demostrar que la aplicacion M| — M,: (x, 0, y, w) — (x, 0, 0, w)
es un isomorfisnmo.

(¢} Demostrar que el subconjunto {(0, 0. y. 0): y € @} de elementos de M, queen (b)se aplicanen (0, 0, 0, 0) & M,.
es un ideal propio de M. :

(d) Hullar un homomorfismo de A, en otro de sus subanillos y, como en (¢}, obtener otro ideal propio de M,.

Demostrar:  En todo homomorfisme de un amillo % sobre un anillo #' cuyo elemento neutro es z, sea
F =dxixed, x>z}

El anillo #/7 es entonces isomorfo al 2.
Sugerencia.  Considérese la aplicacion ¢ + . — «' donde o’ es la imagen de a € # en el homomorfismo,

“Sean a. b elementos conmutables de un anillo # de caracteristica dos. Demostrar que (g + bP = a® + b* =

{a — B)%.
Sea 9 un anillo con operaciones de anillo + y y (a, r). (6, s}e & x Z. Demostrar que
i) & x Z es cerrado con respecto 4 la adicién (@) y a la multiplicacién (@ ) definidas por
(a,r) @ (b,8) = (a+b,r+s)
(a,7) @ (h,s) = (a*b + rb + sa,rs)

ﬁ'i] % x Z tiene (z,0) come cero y (z, 1) como unidad.

(iii) # =% Z es un anillo con respecto a & y ©.

(iv) # x [0} es un ideal de # x Z.

(v) La aplicacion &# «— % x {0}: x« (x,0) es un isomorfismo.

Demostrar el Tecorema IX, pdgina 108. Sugerencia: Para todo ideal & = {z} de & elijase el minimo 8(y), sea 0(b).

‘para todos los elementos no nulos y & #. Para todo x e .# escribase x = b+ g+reongrefyconr=zo

bien 8(r) < 0{b).

Demostrar el Tcorema X, pagina 108. Sugerencia: Supongase que & es generado por a; entoncesa = G5 = 5@
para algin se#. Para cualquier be R . b=g a=gqg-(as5)=bh-s, etc.



Capitulo 11

Dominios de integridad, cuerpos

DOMINIOS DE INTEGRIDAD

Un anillo conmutativo unitario @ sin divisores de cero se llama dominio de integridad.

Ejemplo 1:

(a)
(5)

(e)

(d)

Los anillos Z, 0, R y C son dominios de integridad.

Los anillos de los Problemas 1 y 2, Capitulo 10, pagina 108, no son dominios de integri-
dad, pues, por ejemplo, en ambos €5 /e = g, ¢l cero del anillo.

El conjunto S = {r + s\/l_T : r,5eZ} con adicion y multiplicacién definidas como
en R, es un dominio de integridad. Que S es cerrado con respecto a la adicion y la mul-
tiplicacion, resulta de

(@ +b/IT) + (e +adV1T) = (a+c)+ (b+dWIT € §
(a+bV1T)e+dV1T) = (ac+17bd) + (ad + beV1T € 8
para cualesquiera (a + b\/ﬁ ) e+ d\/ﬁ )eS. Como S es un subconjunto de R, S
carece de divisores de cero; y, ademds, se cumplen las leyes asociativas, conmutativas

y distributivas. El cero de Ses 0e R y todo @ + b,/17 € § tiene simétrico aditivo, que

es —a — b /17 5. De modo que S es un dominio de integridad.
El anillo § = {a, b, c. d, e, f. g, h} con adicién y multiplicacién definidas por las tablas

+1a b ¢ d ¢ f g h r1e b ¢ d e f g kR
ala b ¢ d e f g h ala @ a a a a a @
b|b a d ¢ f e h g bla & ¢ d e f g h
ele d a b g h e f cla ¢ h f g e b d
dld & b a kg [ te d|la d f g ¢ b Rk e
ele f g h a b ¢ d elae e g ¢ d h f b
flf € h g & a d ¢ fla f e & h ¢ d g
glg h e f e d a b gla g & kR f d e ¢
Rl g f e d ¢ b a hla h d e b e f
Tabla 11-1

es un dominio de integridad. Notese que los elementos no nulos de § forman un grupo
multiplicativo abeliano. Veremos luego que ésta es una propiedad comiin a los dominios
de integridad finitos.

Aqui es necesaria una advertencia. El término dominio de integridad se emplea a veces por algu-
nos para denotar cualquier anillo sin divisores de cero y por otros para cualquier anillo conmutativo
sin divisores de cero.

Véase Problema 1.

La ley de cancelacién para la adicion resulta vilida en todo dominio de integridad 2, pues todo ele-
mento de @ tiene simétrico aditivo. En el Problema 2 se demuestra que la ley de cancelacion para la
multiplicacién se cumple también en @ si bien los elementos no nulos de 2 no tienen necesariamente
simétricos multiplicativos. En consecuencia, «carecer de divisores de cero» en la definicion del domi-
nio de integridad se puede cambiar por «verificarse la ley de cancelacion para la multiplicacién».

En el Problema 3 se demuestra el

Teorema 1. Sea @ un dominio de integridad e # un ideal de 2. Entonces 2/.# es un dominio de in-
tegridad si, y solo si, # es ideal primo en 2.
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ELEMENTOS INVERSIBLES, ASOCIADOS, DIVISORES

Sea 2 un dominio de integridad. Un elemento ¢ de 2 que tenga simétrico multiplicativo o inverso
en @ se dice inversible o regular de @. Un elemento b de @ sé dice asociado de a e Zsib=v'a
siendo © un elemento inversible de 2.

Ejemplo 2: (a) Los Gnicos elementos inversibles de Z son +1; los Gnicos asociados de a€ Z son ta.

{b) Considérese ¢l dominio de integridad 2 = {r + 5, /17:r.5€ Z}. Puesa =a + b,/17€ 2,
es inversible si, y solo si, existe x + /17 2@ tal que

_(a+b\/ﬁ)(z+m/1_7) = (ax+1Tby) + (bx+ayW1T = 1 = 1+0V1T

fu:\: +17Tby =1 b ate: te a -b

1bx+ay =0 a2 7 U‘—“m.Como

De

X + y‘/ 17e 9, esto es, x, ve Z si, y solo si, a — 176 = +1; luego = es inversible si,

ysolosi,a® — 176% = +1. Asi, 1,4 + \/ﬁ. —4 + . /17 son elementos inversibles en &

en tanto que 2 — /17 y =9 — /17 = 2 — J/17)4 + J/17) son asociados en 2.

(c) Todo elemento no nulo de Z/(7) = {0, 1,2,3,4,5, 6} es clemento inversible de Z/(7)
yaque 11 = I{mod 7), 2-4 = l(mod 7), etc.

Véase Problema 4.

Un elemento « de & es un divisor de b € @ si existe un elemento ¢ de 2 tal que & = a - ¢. Todo
elemento no nulo b de @ tiene como divisores sus asociados en 2 y los inversibles de 2. Estos divisores
se llaman triviales (impropios); todos los otros divisores, si los hay, se dicen no triviales (propios). Un
elemento no nulo no inversible 5 de &, que solo tiene divisores triviales, se llama primo (elemento irredu-
cible) en 2. Un glemento b de 2, que tiene divisores no triviales, se dice elemento reducible de 2. Por

cjemplo, 15 tiene divisores no triviales en Z, pero no en Q; 7 ¢s primo en Z, pero no en Q.
Véase Problema 5.

Se sigue el
Teorema II. Si @ es un dominio de integridad gue también es anillo euclidiano, entonces para a + z,
b+ zde @,
O(a - b) = Ola) si, y solo si, b es inversible en 2
SUBRDOMINIOS

Un subconjunto 2’ de un dominio de integridad 2, que es, a su vez, un dominio de integridad con
respecto a las operaciones de anillo de @, se dice un subdominio de 9. Se deja al cuidado del lector de-
mostrar que z y u, el cero y el elemento unidad de 2, son también los elementos cero y unidad de
cualquier subdominio de 2.

Uno de los mds interesantes subdominios de un dominio de integridad & (véase Problema 6) es

9 ={nu:n €Z}
donde nu tiene el mismo significado que en el Capitulo 10. Pues si 2" fuese otro subdominio de 2, en-
tonces %' seria un subdominio de @ y. por 1anto, segiin la inclusion, 2" es el minimo subdominio
de 9. Asi, pues,

Teorema HL Si 2 es un dominio de integridad, el subconjunto @' = {nu: ne Z} es su minimo sub-
dominio.

Por caracteristica de un dominio de integridad % se entiende la caracteristica del anillo 2 definida
en el Capitulo 10. Los dominios de integridad del Ejemplo 1(a) son, pues, de caracteristica cero, pero
el del Ejemplo 1{d) tiene caracteristica dos. En el Problema 7 se demuestra el

Teorema IV. La caracteristica de un dominio de integridad es cero o un primo.
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Sea Z un dominio de integridad y su minimo subdominio @' y sea la aplicacidn
Z—9D':n—nu

Si @ tiene caracteristica cero, la aplicacién ¢s un isomorfismo de Z sobre 9*; luego podemos remplazar
siempre 2’ por Z en 2. Si 2 es de caracteristica p (un primo), la aplicacién

Z{(p) = 2': [n] - nu
es un isomorfismo de .Z/(p) sobre @". ;

DOMINIOS DE INTEGRIDAD ORDENADOS

Se llama dominio de integridad ordenado un dominio de integridad 2 que contiene un subconjunto
2% dotado de las propiedades:

(i) 27 es cerrado con respecto a la adicién y multiplicacién definidas sobre &.
(ii) Para todo @ €2 se verifica una, y solo una, de las relaciones
a=1z a et —a 9"

Los elementos de 2™ se dicen elementos positivos de Z: todos los otros elementos no nulos de 2 se
dicen elementos negativos de 2.

Ejemplo 3: Los dominios de integridad del Ejemplo [(a) son dominios de integridad ordenados. En cada
uno, el conjunto 2" consiste en los elementos positivos como se les definié en el capitulo en
que aparecio por primera vez el dominio.

Sea 2 un dominio de integridad ordenado y para cualesquiera a, b €2 definase
a>bh si a—b B
y a<b si,ysolosi, b>a

como a > z significa que 2 € 2" y a < z significa que —a € @7, se sigue que si @ + z, es entonces
a* €2*. En particular, u € F*.

Supdngase ahora que Z es un dominio de integridad ordenade con 2% bien ordenado; entonces
u ¢s el elemento minimo de 2 *. Pues si hubiera un ae Z* con z < a < u entonces z < @* < au = a.
Pero a* € @7, de modo que @* no tiene elemento minimo en contradiccién con lo dicho.

En el Problema 8 se demuestra el
Teorema V. Si P es un dominio de integridad ordenado con 2% bien ordenado, entonces
(i) @t ={pu:p eZ*}
(i) 9 =imu:m eZ}
Por otra parte, la representacién de cualquier ¢ € 2 como a = mu es Gnica.
Se deduce el

Teorema VI. Dos dominios de integridad ordenados 2, y 2, tales que sus respectivos conjuntos
de elementos positivos 27 y 25 son bien ordenados, son isomorfos.
y el

Teorema VIL. Aparte la notacidn, el anillo de los enteros Z es el unico dominio de integridad orde-
nado cuyo conjunto de elementos positivos es bien ordenado.

ALGORITMO DE LA DIVISION

Sea 2 un dominio de integridad y supdngase que d € & es un divisor comun de los elementos no
nulos @, b € 2. Se dice que d es un mdximo comim divisor de a y b si para cualquier otro divisor comiin
d’ e @ se tiene d' | d. Si @ es también un anillo euclidiano, d' | d es equivalente a 0(d) > 0(d’).
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(Para demostrar que esta definicion concuerda con la de maximo comin divisor de dos enteros
tal como se dio en el Capitulo 5, supéngase que +d son los maximos comunes divisores de a, b € Z
y sea d' otro divisor eomiin cualquiera. Como para ne Z, 8(n) = || se sigue que 0(d) = 8(—d) pero
0(d) > 0(d’).)

Para un dominio de integridad que sea a la vez anillo euclidiano se establece el

Algoritmo de la divisién. Sean a + z y b elementos de 2 un dominio de integridad que también
es anillo euclidiano. Existen entonces g, r € 2 tnicos, tales que

b=g-a+r, 0 = 8(r) < B{g)
Véase Problema 5, Capitulo 5.

FACTORIZACION UNICA

En el Capitulo 5 se demostrd que todo entero @ > 1 se puede expresar de manera univoca (aparte
el orden de los factores) como producto de primos positivos. Supdngase que a = Pi*P2*pP; €s una
factorizacidén semejante. Se tiene entonces

—@ = —=p1"p3 Py = pr{—paps = py pal=p3) = (=1)py " py pa = (—1)p, - (= 1)p,* (—1)ps
y esta factorizacién en factores primos se puede considerar como unica aparte el empleo de elementos

unidad como factores. Se puede, pues, enunciar otra vez el teorema de factorizacion unica para los en-
teros como sigue:

Todo elemento no nulo y que no sea inversible de Z se puede expresar de manera tinica (aparte
del orden de los factores y del empleo de elementos inversibles como factores) como producto de
elementos primos de Z. En esta forma demostraremos luego que el teorema de factorizacién tinica
vale en cualquier dominio de integridad que sea a la vez anillo euclidiano.

En el Problema 9 se demuestra el

Teorema VIII. Sean J y K, ambos distintos de {z}, ideales principales de un deminio de integri-
dad 2. Entonces, J = K si, y solo si, sus generadores son elementos asociados en 9.

En el Problema 10 se demuestra el

Teorema IX. Sean 4, b,p €9 un dominio de integridad que también es anillo ideal principal, ta-
les que p | a- b. Entonces, si p es un elemento primo en &, p |a o bien p | b.

Una demostracion de que el teorema de factorizaci6n tinica se cumple en un dominio de integri-
dad que también sea anillo euclidiano (llamado también a veces dominio euclidiano) se da en ¢l Pro-
blema 11.

Como consecuencia del Teorema IX, se tiene

Teorema X. En un dominio de integridad @ en que sea vilido el teorema de factorizacidn tinica,
todo elemento primo de % genera un ideal ptimo.

CUERPOS

Un anillo % cuyos elementos no nulos forman un grupo multiplicativo, se llama cuerpo. Todo
cuerpo tiene un elemento unidad y todo elemento no nulo del cuerpo posee un inverso (simétrico mul-
tiplicativo); si la multiplicacién es conmutativa, el cuerpo se dice conmutativo®,

Ejemplo 4: {a)  Los anillos 9, R y C son cuerpos; y por ser conmutativa la multiplicacién son cuerpos
conmutalivos.
(¢) El anillo ¢ del Problema 17, Capitulo 10, es un cuerpo no conmutalivo.
{c) El anillo Z no es cuerpo. (jPor qué?)

' Hay autores (principalmente en lengua inglesa) que llaman anillos de division o seudocuerpos {Schiagfh}rper,_ skew fields)
a los cuerpos; y a €stos, cuando son conmutativos, les dicen campos. Nos atenemos a la nomenclatura mds generalizada hoy en
dia (Van der Waerden, Bourbaki). N. def T.
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Sea @ un dominio de integridad y su minimo subdominio @' y sea la aplicacion
Z—%P':n—nu

Si @ tiene caracteristica cero, la aplicacion es un isomorfismo de Z sobre 2'; luego podemos remplazar
 siempre @' por Z en 9. Si Z es de caracteristica p (un primo), la aplicacion

Z/(p) > @'; [n] —nu
es un isomorfismo de .Z/(p) sobre %'

DOMINIOS DE INTEGRIDAD ORDENADOS

Se llama dominio de integridad ordenado un dominio de integridad 2 que conﬂcne un subconjunto
@* dotado de las propiedades:

(i) 2% es cerrado con respecto a la adicién y multiplicacién definidas sobre 2.
(ii) Para todo a €% se verifica una, y solo una, de las relaciones
a=7z a e —a 9"

Los elementos de 2% se dicen elementos positivos de 9: todos los otros clementos no nulos de & se
dicen elementos negatives de 2.

Ejemplo 3: Los dominios de integridad del Ejemplo 1(a) son dominios de integridad ordenados. En cada
uno, el conjunto @* consiste en los elementos positivos como se les definid en el capitulo en
que aparecié por primera vez el dominio.

Sea @ un dominio de integridad ordenado y para cualesquiera a, b € 2 definase
a>h si a—-b 2"
y a<b s, ysolosi, b>a

como & > z significa que @ € 2" y a < z significa que —a € 27, se¢ sigue que si a + z, es entonces
a® € @%. En particular, ¥« €21,

Supéngase ahora que % es un dominio de integridad ordenado con 2* bien nrdenado entonces
uesel c!emento minimo de @*. Pues si hubicraunae @ conz < a < uentoneces z < @* < au = 4.
Pero a®> € 2%, de modo que 2* no tiene elemento minimo en contradiccién con lo dicho.

En el Problema 8 se demuestra el

Teorema V. Si @ es un dominio de integridad ordenado con Z* bien ordenado, entonces
(1) g* =lpu:p €Z*}
(11) 9 = {mu: m €Z}
Por otra parte, la representacién de cualquier ¢ € 2 como a = mu es Unica.
Se deduce el

Teorema VI. Dos dominios de integridad ordenados 2, y 2, tales que sus respectivos conjuntos
de elementos positivos 27 y 23 son bien ordenados, son isomorfos.

y el

Teorema VII. Aparte la notacién, el anillo de los enteros Z es el tnico dominio de integridad orde-
nado cuyo conjunto de elementos positivos es bien ordenado.

ALGORITMO DE LA DIVISION

Sea 2 un dominio de integridad y supdngase que d € 2 es un divisor comtn de los elementos no
nulos a, b € 2. Se dice que d es un mdximo comim divisor de a y b si para cualquier otro divisor comun
d' €@ se tiene d’ | d. Si @ es también un anillo euclidiano, d' | d es equivalente a 0(d) > 0(d’).
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(Para demostrar que esta definicidn concuerda con la de maximo comun divisor de dos enteros
tal como se dio en el Capitulo 5, supongase que +d son los maximos comunes divisores de a4, 5 e Z
y sea d’ otro divisor eomin cualquiera. Como para ne Z, 8(n) = |n| se sigue que 6(d) = 8(—d) pero
0(d) > 8(d’).)

Para un dominio de integridad que sea a la vez anillo euclidiano se establece el

Algoritmo de la divisién, Sean g # z y b elementos de 2 un dominio de integridad que también
es anillo euclidiano. Existen entonces g.r €% unicos, tales que

b=g¢g-a+r, 0 =0(r) < 8(q)
Vease Problema 5, Capitulo 5.

FACTORIZACION UNICA

En el Capitulo 5 se demostro que todo entero @ > 1 se puede expresar de manera univoca (aparte
¢l orden de los factores) como producto de primos positivos. Supdngase que ¢ = p;-p,*p, €s una
factorizacidon semejante. Se tiene entonces

A= PPy Py = pi(—pa)ps = Py pa(—ps) = (=1)py = py o py = (=Dps = (=1)py* (—1)p,
y esta factorizacion en factores primos se puede considerar como tinica aparte el empleo de elementos
unidad como factores. Se puede, pues, enunciar otra vez el teorema de factorizacion unica para los en-
teros como sigue:

Todo elemento no nulo y que no sea inversible de Z se puede expresar de manera tinica (aparte
del orden de los factores y del empleo de elementos inversibles como factores) como producto de
elementos primos de Z. En esta forma demostraremos luego que el teorema de factorizacién tinica
vale en cualquier dominio de integridad que sea a la vez anillo euclidiano,

En el Problema 9 se demuesira el

Teorema VIII. Sean J y K, ambos distintos de {z}, ideales principales de un dominio de integri-
dad %. Entonces, J = X si, y solo si, sus generadores son elementos asociados en 9.

En el Problema 10 se demuestra el

Teorema IX. Sean a4, b,p €% un dominio de integridad que también es anillo ideal principal, ta-
les que p | a* b. Entonces, si P es un elemento primo en 2, p | a o bien p | &

Una demostracién de que el teorema de factorizacién tnica se cumple en un dominio de integri-
dad que también sea anillo euclidiano (llamado también a veces dominio euclidiano) se da en el Pro-
blema 11.

Como consecuencia del Teorema IX, se tiene

Teorema X, En un dominio de integridad 2 en que sea valido el teorema de factorizacién unica,
todo elemento primo de @ penera un ideal primo.

CUERPOS

Un anillo & cuyos elementos no nulos forman un grupo multiplicativo, se llama cuerpo. Todo
cuerpo tiene un elemento unidad y todo elemento no nulo del cuerpo posee un inverso (simétrico mul-
tiplicativo); si la multiplicacién es conmutativa, el cuerpo se dice conmutativol.

Ejemplo 4: (@) Los anillos @, R y € son CUErpos; y por ser conmutativa la multiplicacién son cuerpos
conmutativos.
{6) El anillo 0 del Problema 17, Capitulo 10, es un Cuerpo no conmutativo.
(c) El anillo Z no es cuerpo. (jPor qué?)

! Hay autores (principalmente en lengua inglesa) que llaman anillos de division o seudacuerpos (Schiefkirper, skew fields)
a los cuerpos; v a éstos, cuando son conmutativos, les dicen campos, Nos atenemos a la nomenclatura mds generalizada hoy en
dia (Van der Waerden, Bourbaki). V. del T.
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Sea 2 un dominio de integridad con un ndmero finito de elementos. Para todo b + z €9, se
tiene
{b-x: xe @} =2

pues si no b seria divisor de cero. Asi que b+ x = u para algin x € y b tiene inverso en 2. Queda
asi demostrado el

Teorema XI. Todo dominio de integridad con un nimero finito de elementos es un cuerpo con-
mutativo.

Demostremos ahora el
Teorema XII. Todo cuerpo es un anillo simple.

Supongase que # # {z} sea un ideal de un cuerpo . Si a+z €.#, sc tiene a ' €S y
a-a '=u e Entonces, para todo b €%, bru=5b e.5; luego J = .

Segiin ya se ha dicho, un cuerpo ¢s conmutativo si los elementos no nulos forman grupo multipli-
cativo abeliano; y como todo cuerpo conmutativo es dominio de integridad, se deduce del Teorema IV,
pagina 115, el

Teorema XIN. La caracteristica de un cuerpo conmutativo es c€ro © €s un nimero primo.
Todo subconjunto # ' de un cuerpo &, que es cuerpo a su vez, se llama subcuerpo del &.

Ejemplo 5: Q es un subcuerpo de los cuerpos R y C; y R es también subcuerpo de C.
Véase también Problema 12.

Sea F un cuerpo de caracteristica cero. Su minimo subdominio Z no es un subcuerpo. Pero como
para todo b+ 0, b €Z, se tiene b~' €., se sigue que para cualesquiera @, b € Z con b + 0,
a-b~! = a/be F. Asi, pues, Q es el minimo subcuerpo de #. Sea # un cuerpo de caracteristica p pri-
ma. Entonces, Z/(p), ¢l minimo subdominio de # es el minimo subcuerpo de #.

Un cuerpo # que carece de subcuerpos propios # ' se dice cuerpo primo. Q, por ¢jemplo, es el cuer-
po primo de caracteristica cero y Z/(p) es el cuerpo primo de caracteristica p, con p primo.

Enunciamos sin demostracion el

Teorema XIV. Sea # un cuerpo primo. Si & tiene caracteristica cero es isomorfo a Q; si # tiene
caracteristica p, siendo p primo, ¢s isomorfo a Z/(p).

En ¢l Problema 13 se demuestra el

Teorema XV. Si 2 es un dominio de integridad ¢ .# ¢s un ideal en 2, entonces P/ es un cuerpo
si, y solo si, # es un ideal maximal en 2.

Problemas resueltos

1. Demostrar: El anillo Z/(m) es un dominio de integridad si, y solamente si, m es primo.

Supéngase que m es un primo p. Si [r] y [s] son elementos de Z/(p) tales que [r] - [s] = [0], entonces
r+s = O(mod p) y r = O(mod p) o bien s = 0(mod p). Luego [r] = [0] o bien [s] = [0] y como Z/(p) carece de
divisores de cero es, pues, un dominio de integridad.

Supdngase que m no €5 primo, es decir, que m = my - my con 1 < my, m; < m. Como [m] = [m;] - [m,] =
[0], mientras'que ni [m,] = [0] ni [m;] = [0], es evidente que Z/(m) tiene divisores de cero y, por tanto, no es
un dominio de integridad.

2. Demostrar: Para todo dominio de integridad se verifica la ley de cancelacion de la multiplicacién
Siarc=bcyc#z,esa=5b

Deagc=brcsetieneac—b+c=(a—b)c=2z Como 2@ no tiene divisores de cero, esa — b=z
y a = b, como se pedia.
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3. Demostrar: Sean & un dominio de integridad e # un ideal de &. Entonces, /¢ es un dominio
de integridad si, y solamente si, .# es un ideal primo en 2.
El caso # = @ es trivial; sea £ (C Z.
Supdngase que £ ¢s un ideal primo en 2. Como & es un anillo conmutativo unitario, entonces también lo
es @/.¢. Para demostrar que %/# no tiene divisores de cero. supongase que @ + £, b + .# € %/F son lales que
(a+ F)b+.F)=a"bh+ =17
Pero a+ be.# y por definicion de ideal primo o bien ¢ € # o bien be.#. Asi, pues, esu + # 0 b + # ¢l elemen-
to cero de %/ #. Y no teniendo %/# divisores de cero:es un dominio de integridad.
Reciprocamente, supdngase que 2/.# es un dominio de integridad. Sean ¢ # z y b # = de & tules que

a-be £, De
F=abh+ F=la+ Flb+.7)

sesiguequed + F = Fobienqueb + F = F Asiqueu-he.f implica yaue #, ya he.#, y, entonces, .# cs
un ideal primo en 2.

‘Neta. Aunque 2 no tiene divisores de cero. esta propiedad no se ha utilizado en la demostracion dada. De
modo que en ¢l teorema se puede remplazar «Sea % un dominio de integridad» por «Sed # un anillo unitario con-
mutativon.

4. Sea ¢ un entero positivo que no es cuadrado perfecto y considérese ¢l dominio de integridad
g =4ir+ 9\/_ r,s € Z}. Para cada p—r+s\/_.' €% definase p = r — ?\/r y la norma de
p como N(p) = p* p. Del Ejemplo 2(h), pagina 115, inferimos que p = a + b_x/_.' es inversible

en @ si, y solo si, N(p) = +1. Demuéstresc que para « = a + h\/; e@yfi=c+ d\f_r €2,
N(x- ) = N(x) - N(f).

Tenemos o f = (ac + bdt) + {ad + bc}\/; ¥ cc'_ﬂ = {ac + bedt) — (ad + bc)\/?. Entonces N(x: fi) =
(@ Bla- B) = lac + hdrP — (ad + beft = (a* — BFt)c® — d?r) = Niz)* N(f), como se pedia.

5. En el dominio de integridad @ = {r + 5/17: 1,5 € ZT verificar: (g) 9 — 2/17 es un elemento
primo, (b) y = 15 + 7./17 es reducible.

{a) Supongase . fleZ tales que ¢ fi =9 — ZJiTH. Por el Problema 4,

Nio+ i) = Nia) - N(f) = N9 — 2/17) =

Como 13 es un entero primo, ¢ bien divide a N{a) o bien divide a N(f): luego o bien 5 £ o bicn es 2 elemen-
to inversible de %, y 9 — 2\/(]? ¢s elemento primo.

(h) Supdngase x =a + h\/ﬁ. b=c¢+ 17Tes tales que g fi =y =15 + ?\/ﬁ; entonces Nx)- Nif) =
—608. De N{a) = g — 17TH?* = 19y N(fi) = ¢ — 1Td* = —32, se obtienex = 6 — \/l?yﬁ =11 + 3,/17.
Como ni a ni B son elementos inversibles de % ni asociados de y, 15 + 7,/17 es reducible.

6. Demostrar que @' = {nu: ne Z} donde u es la unidad de un dominio de integridad 2, es un sub-
dominio de @.

Para todo ru, sue %' se tieng
ru 4+ osu=(r+ sued ¥ (rulsu) = rsue @'
luego @' es cerrado con respecto & las operaciones de anillo sobre Z. Asimismo,
Ou=rced ¥ lu=ue®’

y para cadd ru & @' existe un simétrico aditivo —ru e %°. Por Gltimo {ru)(su) = z implica ru = z o bien su = z.
Asi que % cs un dominio de integridad, subdominio de %.

7. Demostrar que la caracteristica de un dominio de integridad @ es cero o es prima.

En los Ejemplos 1{a) v 1(d) es evidente que hay dominios de integridad de caracteristica cero y dominios
de integridad de caracteristica m > 0.
Supdngase que @ tiene caracteristica m = miy * my con 1 < my, my < m. Entonces mu = (mulniu) = -
y entonces o bien mu = z o bien m,u = z, que es una contradiccion. Luego m es primo.
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Demostrar: Si @ es un dominio de integridad ordenado tal que @ es bien ordenado, entonces
(i) 2% = {pu: peZ*) (i) 2= {mu: meZ}
Ademas, la representacion de cualquier € 2 como @ = mu es tnica.

Como ue @™ se sigue, por la propiedad de clausura, que 2u = u + ue 2%y, por induccién, que pue 2*
paratodop e Z". Denétese por Eel conjuntode todosloselementosde 2 * quenoentranenel conjunto {pu:pe Z*}
y por e el elemento minimo de E. Ahora bien, u ¢ E, de modoque e > u y, portanto,e — ue @*, peroe — u ¢ E.
(¢;Por qué?). Entonces, e — u = piu para algin p, € Z* ye = u + pyu = (1 + p,Ju' = pyu, con p, € Z*. Pero
esto es una contradiccion; luego E'= @ y queda establecido (i).

Supdngase a € @, pero a ¢ 2*; entonces, o biena = zo bien —ae 2. Sia=z,esa =0u. Si —ae@*,
entonces por (i), —a = mu para algin me Z* de modo que @ = (—mu y queda establecido (ii).

Es claro que si para cualquiera e @ setienea = ruya = su,donder, s Z,entoncesz = a —a = rit — s =
(r— s)uy r=3s. Asi que la representacién de todo ¢ € % como a = mu es Unica.

Demostrar: Sean J y K, cada uno distinto de {z}, ideales principales en un dominio de integri-
dad 2. Entonces, J = K si, y solamente si, sus generadores son elementos asociados en 2.

Sean a y b los generadores de J y K, respectivamente.
En primer lugar, supongase que a y b son asociados y que » = a * v donde v es un elemento inversible en %.
Para cualquier ¢ € K existe algin se 2 tal que

c=bs=(av=alv-s)=a-s, con s'e @

Entonces, ceJ y K C J. Ahora bien, b = g+ v implica a = - v™!, asi que, repitiendo ¢l razonamiento con
cualquier de J, se tiene JC K. Luego J = K como se pedia.
Reciprocamente, supongase que J = K. Entonces, para ciertos 5. 1€ @ se tiene a = b-5y b = a* 1. Pero

a=b+s=(a-t)s=alt"s)
de manera que
a—alt s)=alu—t+s)=z
donde u es ¢l elemento unidad y z es el elemento cero de 9. Como a % z, por hipotesis, se tiene w — 1-5 = z,

de modo que ¢ -5 = u y 5 s un elemento inversible de @. Asi, pues, a y b son elementos asociados en @ como
se requeria.

Demostrar: Sean a, b, p € 2 un dominio de integridad que es también un anillo ideal principal,
y supéngase p | a - b. Entonces, si p es elemento primo en 2, p | 2 o bien p | &.

Si uno de los @ o b es inversible, o bien si @ 0 & {0 ambos) s un elemento asociado de p, €l teorema es tri-
vial. Supdngase lo contrario y, ademis, supéngase que p | a. Dendtese por .# ¢l ideal en @ que es interseccion
de todos los ideales de 2 que contienen tanto a p como a a. Como # es un ideal principal, supdngase que es ge-
nerado por ce ., de modo que p = ¢ - x para algin x € 9. Entonces o bien (i) x es inversible en & o bien
{ii) ¢ es inversible en 2.

(i) Supdngase que x €5 un elemento inversible en @ ; entonces, por el Teorema VIIL, p y su asociado ¢ generan
el mismo ideal principal #. Como a e .#, se tendra

a=c-g=p-h para ciertos g, he 9@
Pero entonces p | a, lo cual es contradictorio; luego x no es inversible.

(i1) Supongase que ¢ es inversible; entonces ¢+ ¢™' = ue SF e F = P. Ahora bien, existen 5, 1 € @ tales que
u=p-s+t-a, donde u es la unidad de 9. Asi que

b=u‘b=(p-s)b+(t-a)b=pis-b)+ tla*h)

y como p|a-b se tiene p | b, como se afirmaba.

Demostrar: El teorema de factorizacion tinica es vilido en todo dominio de integridad 2 que sea
también anillo euclidiano.

Tenemos que demostrar que todo elemento no nulo, no inversible de &, se puede expresar de manera tnica
(excepto en el orden de los factores y en Ja aparicién de elementos inversibles como factores) como producto
de elementos primos de 2.
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Suponiendo & # (& % para el cual Dia) = 1, escribase = b - ¢ no siendo b inversible: entonces ¢ es in-
versible y @ es un elemento primo en'%, pues si no

MNa) = Otb-e) = O(b) por ¢l Teorema Il, pagina 115

Ahora aceptemos que el teorema sea valido para todo he @ tal que 0(h) < m y considérese ¢ € @, para el
cual 0{c) = m. Entonces, si ¢ es elemento primo en &, el teorema es vilido para ¢. Supdéngase, por el contrario,
que ¢ no es un elemento prima y escribase ¢ = - ¢, donde tanto d como e son divisores propios de ¢. Por el
Teorema Il se tiene, simultineamente, 0(d) < m y {e) < m. Por hipotesis, el teorema de factorizacidn Gnica
es valido para o y para e, de modo que se verifica. por ejemplo,

c=de=ptpypip

Como-esta factorizacion de ¢ resulta de la eleccion d, e de divisores propios, puede no ser tinica.

Supdngase que para otra eleccion de divisores propios se tuviera ¢ =g, - g5 * g, * - - g, Considérese el fac-
tor primo p, de ¢. Por el Teorema [X, pagina 117, p, |q, o bien p, | (g2 - ¢5 - - ¢,): si p, | ¢.. entonces p, | g,
obienp |(gy- - qhisioo.... Supongase p; | ;. Entonces, g; = /- p,, donde f es un elemento inversible
en & porque si no g; no seria un elemento primo en 9. Repitiendo el razonamiento con

Patps-oop=f""q R T T S S

se encuentra, por gjemplo, que p, | g, de modo que g, = g - p, con g elemento inversible en 2. Continuando
de este modo, se encuentra, por ultimo, aparte el orden de los faclores y la aparicidn de elementos inversibles,
que la factorizacién de ¢ es tnica. Lo cual completa la demostracién del teorema por induccion sobre m (véase
Problema 27, Capitulo 3, pagina 37). |

Demostrar: § = {x + y\“/i + 2\3/6: X, ¥, z€ @} es un subcuerpo de R.

Por el Ejemplo 2, Capitulo 10, pagina 101, S es un subanillo del anillo R. Como la ley conmutativa se verifica
3 - : ¢ ;
en R y1 =1+40y3+ D% ¢s el neutro multiplicativo, es necesarto Unicamente verificar que para

4 1 - 2 2.

2+ yV3+2V/9 £ 0 €S, ¢ simétrico multiplicativo es = i 32 xy:/ﬁ M %, donde
3 3 3 3 = D D D

D=x"+ 3y +92° — Yxpz. esld en 5.

Demostrar: Sean 2 un dominio de integridad e .# un ideal de 2. Entonces 2/.# es un cuerpo si,
y solo si, # es un ideal maximal de %.

Primero supéngase que # es un ideal maximal de & luego .# C 2 y (véase Problema 3) %/.# es un anillo
unitario conmutativo. Para demostrar que Z/# es un cuerpo, hay que demostrar que todo elemento no nulo
tiene simétrico multiplicativo.

Para cualquier g € 2 — #, considérese el subconjunto

S={a+yg-xaecf xe@}

de £. Para cualesquicra ye @ ya + g-xeS.seliene (@ +q-x)-y=a -y + glx+y)e Spuestoque a - ye.#;
asimismo, y* (@ + g x) € §. Asi qué Ses un ideal de @ y como .# (C §. se tiene § = 2. De modo que todo r e @
se puede escribir r = @ + g e con ¢ %. Supbngase que para . la unidad de @, se tiene

¥=da+qf few
De ubE=la+F)+lg+F)(f+F)=lg+F)(f+.7)

se sigue que f 4+ £ es el simétrico multiplicativo de ¢ + #. Como g4 es un glemento cualquiera de 2 — #, el anillo
de clases laterales 2/.# es un cuerpo.

Reciprocamente, supdngase que 2. es un cuerpo. Admitiremos que % no cs maximal en 2 y llegaremos
4 una contradiccion. Sea, pues J un ideal de % tal que & C JC 4.

Para cualquier ¢ e 2 y cualquier peJ — # definase (p + #) ' la + F) = s + F; entonces,

a+ F=(p+ F)is +.5)

Ahora,a — prsefycomo £ Cfoa—p-sel.Peroped;lucgoaetyJ = & en contradiceion con J C %,
Asi, pues, .# es maximal en Z.
La nota al Problema 3, pagina 119, también se aplica aqui.
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Problemas propuestos

Enumerar las propiedades que requiere un conjunto para ser un dominio de integridad.

Partiendo de la adicién y la multiplicacion definidas como para R, jcudles de los conjuntos que siguen son do-
minios de integridad?

(@) {Z2a+1: a€2) (e) {a+bV3: a,bEZ}
(B) {2a: a€Z} () {'r-i-sv'{g: 8 E Q}
() {aV3: a€Z) (¢) {a+bVZ + eV/b+ dV10: abe.d€ Z}

@ (rV3: req)

Comprobar para el conjunto & de enteros gaussianos (véase Problema 8, Capitulo 10, piagina 110) que
(@) G es un dominio de integridad.

(5) @ = a + bi es inversible si, y solo si, Njx) = a®> + &% = |.

{¢) Los unicos elementos inversibles son +1, £/,

Definir § = {(a,, 4;. a3, a4); a;€ R} con adicidén y multiplicacion definidas, respectivamente, por

(a1, 89, 83, 85) + (by, by, bs, b)) = la;+ by, ay + by, agt+ by, ay+ by)

Y (urn_ﬂﬁ: ag, @g)(by, ba, bg, by) = (my e by, @y by, a5 by, g0 by)
Demostrar que S no es un deminio de integridad.
En el dominio de integridad 2 del Ejemplo 2(b), pagina 115, verificar que:

{a) 33 = Bm y —33= Svrl_'? son inversibles.
() 48 —11V1T y 379 — 92V/17 son asociados de 5 + 41/17.
(¢) 8 =2-2:2 = 28+ 2V/IT)(-8 + 2/17) = (5 + VIT)}(5 — V17), en donde cada factor cs primo;

luego la factorizacion tnica en primos no es una propiedad de 2.
Demostrar que la relacion de asociacion es una relacién de equivalencia.
Demostrar que si para o € 9, N{z) es un entero primo, entonces « es un elemento primo de 9.

Demostrar que un anillo # dotado de la propiedad de que paracadaa + z, be Rexisteunre Rtalquea-r = b,
€S Un Cuerpo.

Sean @' = {[0],[5]} ¥y 2" = {[0], [2]. [4]. [6]. [8]} subconjuntos de @ = Z/(10). Demostrar:

{a) 2"y 2" son subdominios de 2.

(b) @' y Z/(2) son isomorfos; y asimismo @' y Z/(5) son isomorfos.

{c}) Todo ae P se puede escribir de manera Gnica como ¢ = a' + 2"’ donde 0’ e @' y 0" e 2"

(d) Parag, becPcona=a +a"yb=0+b",(a+b)=(a +0)+ @ +b')ya-b=a"b +a"-b"

Demostrar el Teorema IL.
Sugerencia. Si b es mversible, entonces O(a) = 8[b~'(a-b)] =@(a-b). Si b no es inversible, considérese
a=gla-b) + r donde o bien es r = z o bien H(r) < Ola*b) para a # ze 9.

Demostrar que el conjunto § de todos los elementos inversibles de un dominio de integridad es un grupo mul-
tiplicativo.

Sean 2 un dominio de integridad de caracteristica p y 2’ = {x*: x e 2}. Demostrar:
(@) (@=+bf =a" + b* () La aplicacion @ — @': x — x° es un isomorfismo.

Demostrar que para todo a # z, & de cualquier cuerpo, la ecuacién ax = & tiene una solucién.
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El conjunto 2 = {(g; + 42f + g3/ + 9.k): ;. G3. 43. ga € R} de cugternios con adicion y multiplicacién de-
finidas por

() + ayi+ agi + &) + (by + byl + baf + byk) = (ay+by) + (ag + )i + (a3 + badi + (@g + 0K
¥
(@y + agi+ agi + agk) * (by + byi+ baj + bk) = (aib; — agbs — agbs — a4by) + (@rby + agh; + aghg — agbg)i
+ (@rbs — by + azb, + asbo)j + (ayby + azbg — agzbg + ab)k
€s un cuerpo no conmutativo. Demostrarlo. Comprobar que:
(@) Los subconjuntos Q; = {(g; + g + Oj + 0k}}, @3 = {{g; + 0i + gaj + 0k)} y Q¢ = {(q'l + 0i + 0f +
gsk)} de 2 se combinan como el conjunto C de los nimeros complejos; asi, ¥ = /> = k* = —1.
(b) 41, 43, g3, 9« conmutan con 1, J, k.
(c) =k, jh=1, ki=j
d) fi=—k, ki=—i, ik=—j
{¢) Con ( definido como en el Problema 17, Capitulo 10, pagina 111, la aplicacién

Q-9 (g + agh a3+ q4i, g3+ 95l g1 — 020) = (@1 F i+ 957 + 4R)

es un isomotfismo.
(f) 2 es un cuerpo no conmutativo (véase Ejemplo 4, pigina 117).

Demostrar que un cuerpo es un anillo conmutativo cuyos elementos no nulos poseen simétricos multiplicativos,
Demostrar que P = {(a, b, —b, a): a, be R} con adicion y multiplicacion definidas por
(a,b,—b,a) + (¢,d,—d,¢) = {a+e,b+d —b—d,ate)
y (@, b, —h,a)c,d,—d,¢) = (mc—bd, ad + be, —ad — be, ac — bd)
es un cuerpo. Demostrar que P es isomorfo a C, el cuerpo de los nimeros complejos.

(a) Demostrar que {a+ bV3: a,b € Q}y {a+ 5V2+ cVB +dV10: a,b,c,d € Q} son subcuerpos de R.
(b) Demostrar que {a+ b%@ : a,b € Q}no es un subcuerpo de R.

l'iemostrar que S = {a+br: q,bER, r=—}(1+ Vv31} es un subcucrpo de C.

—b b
Sugerencia. El simétrico multiplicativo de a + br £ 0e S es 7 ub T aE—abFbETE S.

{a) Demostrar que los subconjuntos § = {[0], [5], [10]} y T = {[0], [3], [6], [9]. [12]} del anillo Z/(15)
son dominios de integridad con respecto a las operaciones binarias sobre Z/(15).

(b)) Demostrar que S es isomorfo a Z/(3) y que, por tanto, es un cuerpo de caracteristica 3.

(¢) Demostrar que T es un cuerpo de caracteristica 5.

Considérense losideales 4 = {2g:2e G}, B = {5gige G}, E= {Tg:ige G} yF = {(l + i)g: g G} de G, el anillo

de los enteros gaussianos. {g) Demostrar que G/4 = G/(2) ¥ que G/B = G/(5) no son dominios de integridad.
(k) Demostrar que G/E es un cuerpo de caracteristica 7 y que G/F es un cuerpo de caracteristica 2.

Demostrar que un cuerpo no contieng ideales propios.

Demostrar que los Problemas 3 y 13 implican que si # es un ideal maximal de un anillo unitario conmutativo
entonces # es un ideal primo de #.



Capitulo 12

Polinomios

INTRODUCCION
Una gran parte del dlgebra elemental trata de ciertos tipos de funciones como

1+ 2% + 32 r Fr 5 —4x? + 3210

llamadas polinomios en x. Los coeficientes en estos ejemplos son enteros, si bien no siempre es nece-
sario que asi sea. En el cdlculo infinitesimal elemental, el dominio de definicién de la funcién es R. Enel
dlgebra tal dominio es C; por ejemplo, los valores de x para los cuales 1 + 2x + 3x2 es 0, son — %

V2

7

3

=

Desde el punto de vista del Capitulo 2, un polinomio en x se puede considerar como una aplicacion
de un conjunto S (dominio de x) sobre un conjunto T (dominio de valores del polinomio). Considérese,
por gjemplo, el polinomio 1 + \/ix — 3x%. 8i § = Z, entonces T (C R, y lo mismo ocurre si § = Q
osi §=R;si §=C, es entonces T C.

Como en los capitulos precedentes, igualdad implica «idéntico a»: asi dos polinomios en x son
iguales si tienen idéntica forma. Por ejemplo, a + bx = ¢ + d si, y solamente si, a = ¢ y b = d. (N6-
tese que @ + bx = ¢ + dx nunca se ha de considerar aqui como una ecuacién en x.)

Ya se sabe que las imagenes de cada valor de x & S son los mismos elementos de T cuando alx) =
B(x) y que, en general, son elementos distintos de T cuando x(x) # B(x). Sin embargo, como se verd
en el Ejemplo 1 que sigue, esto depende en cierto modo del conjunto de x.

Ejemplo 1: Considérense los polinomios a(x) = [1]x y flx) = [1]x°, donde [1] & Z/(5), ¥ supdngase
que ¢l dominio de definicién sea el cuerpo Z/(5) = {[0], [1], [2], [3], [4]}. Es patente que
a(x) y B(x) difieren en forma (no son polinomios iguales); pero, como ficilmente se comprue-
ba, las imdgenes para cada xe Z/(5) son idénticas.

El Ejemplo 1 sugiere que en nuestro estudio de los polinomios empecemos por considerarlos como
formas.

FORMAS POLINOMICAS

Sea & un anillo y sea x, que se llamara una indererminada, un simbolo cualquiera que no pertenece
a #. 3¢ entiende por polinomio en x sobre ® una expresién de la forma

oz) = @’ +awxl @t s = Pk, @mER

en la que solamente un ndmero finito de las a son diferentes de z, ¢l elemento cero de #. Dos polinomios
en x sobre &, «(x) tal como se acaba de definir,y

B®) = box® +byw' +bar*+ -+ = F bk, bER

se dicen iguales, a(x) = f(x), siempre que a, = by, para todos los valores de k.

124
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En todo polinomio tal como el a(x), cada uno de los componentes a,x°, a,x*, asx?, ..., se dice
un término; en cada termino,/t x',-a; se llama coeficiente del término. Aqui se han escrito los términos
de a(x) y de f(x) en un determinado orden (orden natural) y se hara asi siempre. De modo que £ el su-
perindice de x, es apenas un indicador de la posicion del término a;x' en el polinomio. Asimismo, la
yuxtaposicién de 4; y de x' en el término a;x’ no ha de interpretarse como indicacion de multiplicacién,
y los signos mas entre los términos se han de interpretar como medios de conexién mas que como ope-
radores. De hecho, bien pudiéramos haber escrito ¢l polinomio «{x) anterior como @ = (@, @, 43, - - -).

Si en un polinomio como u(x) el coeficiente a, + z, en tanto que todos los coeficientes de los tér-
minos que siguen son z, se dice que x(x) es de grado n y 4, se llama coeficiente dominante. En particular,
el polinomio agx® + zx! + zx* + ... es de grado cero con coeficiente dominante a, cuando a, # z
y no tiene grado (ni coeficiente dominante) si a; = z.

Denotando por %[ x] el conjunto de todos los polinomios en x sobre 2 y definiendo para cualesquie-
ra a(x), f(x) € #[x] la adicion (+)y la multiplicacién (-) sobre #[x] por

a(x) i B{:C) = (ﬂ.n 4 bn)RﬁD -+ {a1 = = b;).?".,l + (l’ls i bz)xz + -
= Z (ﬂ.k 2 bk}a':"
y a(x) Blx) = aoboz® + (aoh: + aibo)x! + (aob: + arby + @sbo)a® + - - -

k
= Z Cr*, con  cx = E a; by —i
{H

{Nétese que la multiplicacidén de elementos de # se indica aqui por yuxtaposicién. )

Puede ser 1itil escribir completamente estas definiciones asi:

(@0 ® bo)z® + (a2 @ b)a' + (02D ba)a® +

1l

o) ] Blx)

(z) &I Ax) (30 bo)2® + (@ Ob: @ a O boa’

== donde[F] y 1 son las nuevas operaciones definidas sobre #[x], @ y © son operaciones binarias
obre # y + €s Como antes una conexion. '

Es claro que tanto suma como producto de elementos de #2[x] son clementos de #[x], es decir,
ente tienen un numero finito de términos con coeficientes no nulos € 2. Es Ficil verificar que la
Scion sobre #[x] es asociativa y conmutativa y que la multiplicacion es asociativa y distributiva con
snecto a la adicion. Ademas, el polinomio cero

220 4 zxl + 2z + o0 = D eak € R[]

A neutro aditivo o elemento cero de #[x] y

cold) = -+ ()t (@ + o = 3 (~a)at € Riz]

= simétrico aditive de «(x). Asi, pues,

I. El conjunto de todos los polinomios #[x] en x sobre 4 es un anillo con respecto a la adi-

cion y multiplicacién definidas anteriormente.

=n a(x) y fi(x) de grados respectivos m y n. Sim # n, el grado de a(x) + p(x) es el mayor de los
S m = n el grado de a(x) + B(x) es a o mds m (;por que?). El grado de a(x) - f(x) es a lo mas
'5: orque g, b, puede ser z. Sin embargo, si # no tiene divisores de cero, el grado del producto
£ m. (Siempre que sea conveniente seguiremos la costumbre de escribir un polinomio de grado m

de m + 1 términos.)

+ (20bs D 0:Ob; © GOba? + -ov | FoEB+Sby
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Considérese el subconjuntoS = {rx°: re #} de #[x] que consiste en el polinomio cero y en todos
los polinomios de grado cero. Se comprueba ficilmente que la aplicacion

R-=>8: r>rz’

es un isomorfismo. Por tanto, podemos escribir segin esto a, en vez de acx° en cualquier polinomio
alx) € R[x].

POLINOMIOS MONICOS (UNITARIOS){

Sea @& un anillo con unidad u. Entonces u = ux® es la unidad de #[x] puesto que ux® * a(x) = a(x)
para todo a(x) & ®[x]. Asi que escribiendo x = ux' = zx° + ux, se tiene x € #[x]. Ahora bien,
@(x* x+x+ con k factores) = ax* € #[x] de modo que en al(x) = ap + a;x + a;x* + - - pode-
mos considerar el superindice / en a;x’ como un verdadero exponente, la yuxtaposicién en cualquier
término a,x* como multiplicacién en el anillo (polinémica) y la conexion + como adicion en el anillo
{polindmica).

Todo polinomio a(x) de grado m sobre # con coeficiente dominante u, la unidad de 2, se llamara
ménico (0 unitario).

Ejemplo 2: {a) Los polinomios 1, x + 3, x> — 5x + 4 son mdnicos, mientras que 2x* — x + 5 no lo
es, sobre Z (o sobre cualquier anillo que tenga a Z como subanillo).

(5) Los polinomios b, bx + f y bx® + dx + e son polinomios ménicos en S[x] sobre el
anillo § del Ejemplo 1(d), Capitulo 11, pigina 114.

DIVISION
En el Problema 1 se demuestra la primera parte del
Teorema II. Sean # un anillo con unidad u, a(x) = g + a,x' + a;x* + - -+ + a,x" & #[x] bien
¢l polinomio cero o bien un polinomio de grado m, y f(x) = by + byx; + byx? + -
+ ux" € ®[x] un polinomio ménico de grado ». Existe un par de polinomios \nico
gr(x), re(x); qr(x), ru(x) e @[x] con rg(x), ry(x) polinomios cero o de grado < n ta-
les que

I

(i) ax) q.(x) " Blx) + 7R(x)
y (i1} a(z) B(z)* g, (x) + 7. (%)

En (i) del Teorema II se dice que a(x) s¢ ha dividido a la derecha por B(x) para obtener €l cociente
a la derecha qg(x) y ¢l resto a la derecha rg(x). Andlogamente, en (ii) se dice que a(x) se ha dividido a la
izquierda por f(x) para obtener el cociente a la izquierda q;(x) y el resto a la izquierda ry(x). Cuando
re(x) = z (rz(x) = z), se dice que B(x) ¢s divisor a la derecha (a la izquierda) de a(x).

Para el caso especial f(x) = ux — b = x — b, el Teorema II da (véase Problema 2) el

Teorema III. Los restos a la derecha y a la izquierda cuando u(x) se divide por x — b, b €&, son
respectivamente

T, = @G0+ &b+ ad®+ - + a.d"
y r, = @+ ba+ blax+ - + ban

De lo que se sigue el

Teorema IV. Un polinomio «(x) tiene a x — b como divisor a la derecha (a la izquierda) si, y solo si,
rg =z = z).
Ejemplos que ilustren los Teoremas I y IV cuando # no es conmutativo s¢ postergan hasta el Ca-

pitulo 15. Lo que queda de este capitulo se dedica al estudio de ciertos anillos de polinomios #[x] que
se obtienen especializando cada vez més el anillo de coeficientes 2.

+ La denominacién «unitario» dada a un polinomio de coeficiente dominante a, = u puede prestarse a confusion; s¢ ha
preferido mantener el neologismo «ménico». N. del T.
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ANILLOS CONMUTATIVOS UNITARIOS DE POLINOMIOS

Sea # un anillo conmutative unitario. Entonces #[x] es un anillo conmutativo unitario (;cual es
su unidad?) y los Teoremas II y IV se pueden enunciar sin distinguir entre cocientes a la derecha y co-
cientes a la izquierda (se remplazan gg(x) = g.{x) por g(x)), restos (se remplaza rg(x) = r (x) por r(x))
y divisores. Asi (i) y (ii) del Teorema II se¢ pueden remplazar por

(iii) alr) = q(x)-plx) + r(x)
y en particular, se tiene el

Teorema IV'. En un anillo conmutativo unitario de polinomios, un polinomio a(x) de grado m tiene
a x — b como divisor si, y solo si, el resto

(a) r = ap+ab+adi+ - +anbm = z
Cuando como en ¢l Teorema IV’, r = z se dice que b es un cero (0 raiz) del polinomio a(x).
Ejemplo 3: (a) El polinomio x> — 4 sobre Z tiene 2 y —2 como ceros, puesto que (2)*> — 4 = 0 y tam-
bién (—2)* —4 =10,
(b) El polinomio [3]x? — [4] sobre el anillo Z/(8) tiene los ceros [2] y [6] mientras que el
polinomio [1]x* — [1] sobre Z/(8) tiene como ceros a [1], [3]. [3], [7].

Si # no tiene divisores de cero, pasa igual con %[ x]. Porque supdngase que w(x) y B(x) son elementos
de #[x] de grados respectivos m y n, y que :

a(x)* B(x) = aobo + (@ebi+aibo)x + -+ + Gmbpx™t" = 2z

Entonces, cada coeficiente del producto, y en particular a,b,, es z. Pero # carece de divisores de cero;
luego a,b, = zsi, y solosi, a,, = z 0 sib, = z. Como esto contradice la hipotesis de que a(x) y A(x) eran
de grados m y n, entonces #[x] no tiene divisores de cero.

Y se siguc entonces el

Teorema V. Un anillo de polinomios #[x] es dominio de integridad si, y solo si, el anillo # de los
coeficientes es un anillo de integridad.

SUSTITUCION DE LA INDETERMINADA

Observando el resto

(a) = @+ ab + ab®+ - + and™

en el Teorema IV’ se ve que se le puede obtener mecanicamente sin mas que remplazar x por b en €l po-
linomio «(x) y naturalmente interpretando latyuxtaposicién de clementos como multiplicacion en 2.
Asi, pues, si se define £(b) como la expresion que se obtiene sustituyendo x por b en f(x), podemos rem-
plazar (y asi se hard) r en (g) por a(b). Cosa que no es mas que el proceso familiar de sustitucion del al-
gebra elemental («valor numérico») donde (obsérvese) x se considera como una variable mads bien que
como una indeterminada. :

Se deja al cuidado del lector demostrar que el proceso de sustitucion o de «dar valor nuUmeErico» no
da lugar a dificultades posteriores, es decir, el demostrar que para un b € & dado, la aplicacion

fix) = fib)  para todo  fix) € 2[x]

es un homomorfismo de #[x] sobre Z.

EL DOMINIO DE POLINOMIOS # [x]

Los dominios polinémicos mds importantes se tienen cuando el anillo de los coeficientes es un
cuerpo % . Recuérdese que todo elemento no nulo de un cuerpo # es inversible en & ; y volveremos 4
erunciar los principales resultados de las secciones anteriores para el dominio de integridad [ x] como

sigue:
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Algoritmo de la divisién. Si alx), Blx)e F[x] con P(x) # z existe un par de polinomios Uni-
¢o g(x), r(x) donde r(x) es o bien el polinomio cero o de un grade menos que fi(x), tales que

a(x) = g(x) - B(x) + r(x) B CH L O el e, TR

Vo) S A
Para demostracidn, véase Problema 4.

Si r(x) es ¢l polinomio cero, f(x) se dice divisor de a(x) y se escribe f(x) | a(x).
Teorema del resto. Si a(x), x — b € F[x], el resto de dividir afx) por x — b es x(b).

Teorema del factor. Si a(x) e F[x]y b €F, x — bes un factor de a(x) si, y solo si, a(f) = z, es
decir, x — b es factor de a(x) si, y solo si, b es un cero de x(x).

De aqui se sigue

Teorema VI. Sea a(x) € #[x] de grado m > 0 y coeficiente dominante a. Si los elementos distin-
tos by, by . ... b, de F son ceros de a(x), entonces

alx) = alx — b)x — by)... (x — b,)
Para una demostracion, veise Problema 3.

Teorema VII. Todo polinomio a(x) € #[x] de grado m > 0 tiene a lo mas m ceros distintos en

Ejemplo 4: {a) El polinomio 2x* + 7x — 15& Q[x] tiene los ceros 3/2, —5,€ Q.

(b) El polinomio x* + 2x + 3 € C[x] tiene los ceros -1+ \,»*’5 iy—1- \/5 ien C, pero
x% + 2x + 3 € Q[x] carece de ceros en Q.

Teorema VIII. Sean a(x), B(x) € #[x] tales que a(s) = B(s) paratodos € Z . Entonces, si ¢l nimero
de elementos de % supera los grados de a(x) y flx), se tiene necesariamente ot(x)

= Blx).

Para una demostracion, véase Problema 6.

Ejemplo 5: Se ve ahora claro que los polinomios del Ejemplo 1 son distintos, ya se consideren como funcio-
nes o como formas, pues el numero de elementos de & = Z/(5) no supera al grado de ambos
polinomios. Lo que-en el Ejemplo 1 parecia entonces ser una contradiccion con lo que el lec-
tor ya sabia, era debido naturalmente a que solo se tenia e{periencia con cuerpos infinitos.

POLINOMIOS PRIMOS

No es dificil demostrar que las tinicas unidades de un dominio polinémico #[x] son los elementos
no nulos (es decir, los inversibles) del anillo de coeficientes . Asi, pues, los Unicos asociados de
#(x) € F[x] son los elementos v * #(x) de F[x] en que v es elemento inversible de #.

kY

Como para todd v # ze # y todo a(x)e F[x],
T B a(x) ,va'l'ot(x}:i'ts

mientras que si a(x) = g(x)* px)

o s = ] o BT

se deduce que (4) todo elemento inversible de F y todo asociado de a(x) es divisor de a{x) y (b) si
B(x) | alx) lo mismo se verifica con todo asociado de f(x). Los elementos inversibles de & y los asocia-
dos de afx) s¢ llaman divisores triviales de a(x). Otros divisores de of(x), si los hay, se dicen divisores no
triviales.

Un polinomio a(x) € #[x] de grado m =1 se dice polinomio primo (irreducible) sobre & si solo
tiene divisores triviales.
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Ejemplo 6: {a) El polinomio 3x? 4+ 2x + 1 € R[x] es un polinomio primo sobre R.
{6) Todo polinomio ax + be F[x] con g # z, es primo sobre F.

EL DOMINIO DE POLINOMIOS C[x]

Sea un polinomio
B(x) = bo+bir+bpa?+ - + bua™ € Clx]

de grado m = 1. En esta seccion nos referiremos a ciertos teoremas elementales acerca de los ceros de
tales polinomios y en particular acerca del subconjunto de todos los polinomios de C[x] cuyos coefi-
cientes son racionales. La mayoria de los teoremas se encuentran en cualquier texto de dlgebra, si bien
enunciado en términos de raices de ecuaciones en vez de ceros de polinomios.

Supdngase que r € C es un cero de f(x). Entonces, f(r) = 0 ycomob,;! € C, también b, ' - f{r) = 0.
Asi que los ceros de fB(x) son precisamente los de su asociado monico

al) = bl pla) = @+ oz +ax+ o+ Gua 2™ 4 g™

Siempre que sea mds comodo trataremos de poelinomios ménicos.

Es biensabidoquesim = 1, a(x) = a, + xtiene —g,comoceroysim = 2, alx) = aq + a,x + ¢
tiene H(—a, — Ja? — da,) y H—a, + \/a} — 44,) como ceros. En el Capitulo 8 se vio ¢émo se¢ ha-
l1an las » raices de cualquier @ € C; asi que todo polinomio x" — g & C[x] tiene al menos » ceros en C.
Hay férmulas (vednse Problemas 16-19) que dan los ceros de polinomios de grados 3 y 4. Pero se sabe
también que no se pueden establecer formulas semejantes para cualesquiera polinomios de grado m = 3.

Por el Teorema VII, ningin polinomio a(x) de grado m = 1 puede tener mds de m ceros distintos.
En el parrafo anterior, a(x) = a, + a;x + x? tendra dos ceros distintos si, y solo si, su discriminante
a* — 4a, + 0. Diremos entonces que cada uno es un cero simple de a(x). No obstante, si af — 4a, = 0.
cada férmula da — a4, como cero y entonces diremos que —1a, es un cere de multiplicidad dos de «(x)
y enumeraremos los ceros asi: —3a,, —ia;.

Ejemplo 7: {a) El polinomio x* + x? — 5x + 3 = (x — 1*(x + 3) tiene —3 como cero simple y 1 como
cero de multiplicidad 2.

{b) EI polinomio x* — x* — 3x* 4+ 5x — 2 = (x — 1)*(x + 2) tiene el cero simple —2 y el
cero de multiplicidad tres, 1.

Aqui se supondra come postulado el llamado

Teorema fundamental del dlgebra. Todo polinomio a(x) € C[x] de grado m = 1 tiene por lo menos
un cero en C.

De aqui se sigue por induccion

Teorema IX. Todo polinomio w(x)e C[x] de grado m =1 tiene precisamente m ceros en C, con-
tando por » ceros todo cero de multiplicidad ».

Y, por tanto,

Teorema X. Todo a(x)e C[x] de grado m =1 o bien es de primer grado o puede escribirse como
producto de polinomios de primer grado.

Exceptuados los casos especiales arriba anotados, el problema de hallar los ceros de un polinomio
dado es dificil y de &l no se tratard aqui. En lo que queda de esta seccion nos limitaremos a ciertos sub-
conjuntos de C[x] obtenidos por restriccion del anillo de coeficientes:
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En primer lugar, supongamos que

o@) = aitax +a®+ 0 +an2t € R[z]
de grado m =1 tiene el cero r =a + bi, o sea, que

a(ry = a0+ @ir +aart + - Famr™ = SAEChi SO

Por el Problema 2, Capitulo 8, pagina 79, tenemos que

o) = au+a;¥+agf2+---+amf~m = g4t = 0
de modo que

Teorema XL Sir e C es un cero de un polinomio «(x) con coeficientes reales, F también es un cero
de a(x).
Sear = a + bi con b + 0 un cero de a(x). Por el Teorema XI 7 = a — bi también es un cero y
podemos escribir

az) = [z—(e+bi))z—(e— bi)] * «,(x)
= [z - 2ax + @ + D] * /()
" donde ;(x) es un polinomio de grado inferior en dos al de a(x) y tiene coeficientes reales. Como un po-

linomio cuadratico con coeficientes reales tiene ceros imaginarios si, y solo si, su discriminante es ne-
gativo, fenemos

Teorema XII. Los polinomios de primer grado y los polinomios de segundo grado con discriminante
negativo son los uinicos polinomios e #[x] que son primos de .

Teorema XIII. Un polinomio de grado impar e #[x] tiene necesariamente un cero real.
Supdngase ahora que
B(x) = bo+bx+ b+ - +bux" € Qlx]

Sea ¢ el méximo comtin divisor de los numeradores de los by d ¢l minimo comun multiplo de los deno-
minadores de los b; entonces,

a(z) = %'ﬁ'(x) = G+ @z +axtt o +ane™ € Q]

tiene coeficientes enteros cuyos tinicos divisores comunes son +1, los elementos inversibles de Z. Ade-
mas, B(x) v a(x) tienen precisamente los mismos Ceros.

Si r €Q es un cero de afx), es decir, si
aor) = Gt ar+ar+ - +a™ = 0
se sigue de inmediato que

(i) sir eZ, entonces r|ag

(ii) si r = s/t, fraccionario irreducible, entonces,

i
=]

tmea(s/t) = aot™ + @:8t"1 + a8*tm i A+ o0 + Am—18™' + ams™
de modo que s |dao y !4, Hemos demostrado el
Teorema XIV. Sea alr) = @0+ @z +ax+ -+ anz™

un polinomio de grado m = 1 con coeficientes enteros. Si s/te @, con (s, ) = 1, es
un cero de a(x), entonces s |dg ¥ f | dm.
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Ejemplo 8: (a) Los ceros racionales posibles de
alx) = 3x% + 23 —Tx + 2 ;

son 41, 42, 41 42 Como al) =0, a(=1)£0, af2) £0, ef—2) =0, xf3) =0,
a(—3) 0, 2(2) # 0, x(—2) + 0 los ceros racionales son, pues, |, —2, § y es, entonces,
a(x) = 3x — 1){x + 2)lx — 3.

Nota. Por el Teorema VII, a(x) no puede tener mas de tres ceros distintos. Asi
que una vez hallados éstos se pueden descartar todas las otras posibilidades no ensaya-
das. Aqui no era necesario ensayar las posibilidades —3, 3, —%.

{) Los ceros racionales posibles de
a(x) = 4x° —dx* = 5x* + 537 + x — 1
son +1, £1 +1 Como a(l) =0, a(—1) =0, a}) = 0, a(—F) = 0, se tiene
alx) = 4lx — D)(x + Dix = $)x + 3 (x— 1)
y los ceros raciomales son 1, 1, —1, i -1
{c} Los ceros racionales posibles de
afx)=xr— 2" — 5 +4x+ 6

son +1, +2, +3, +6. Para éstos, solo a(—1) = 0 y x(3) = 0, asi que
olx) = (x + 1)(x — 3)(x* — 2)

Como ninguno de los posibles ceros +1, +2 de x* — 2 es cero, resulta que x> — 2 es
un polinomio primo sobre Q y los unicos ceros racionales de o{x) son —1, 3.

(d) De los posibles ceros racionales: +1, +4, +4, +1 dea(x) = 6x* — 5x* + Txt — Sx + 1
solamente L y & son ceros. Asi que #(x) = 6(x — )(x — $)(x* + 1) con lo que x* + 1
es un polinomio pnimo sobre @ y los ceros racionales de (x} son 11

{eJ Los posibles ceros racionales de
wlx) = 3t — 6" 4+ 4x* —10x + 2

son +1, +2, +4, +3 Pero como ninguno anula a «(x). éste es un polinomio primo
sobre Q.

MAXIMO COMUN DIVISOR
Sean «(x) y p(x) polinomios no nulos de #[x]. El polinomio d(x) € #[x] con las propiedades

(1) d(x) es monico,
(2) dx)|ax) y dx)|B),
(3) para todo e(x) e #[x] tal que e(x) | a(x) y e(x) | B(x) se tiene ¢(x) | d(x), s¢ llama maximo
comun divisor de afx) y f(x).
Es evidente (véase Problema 7) que el maximo comun divisor de dos polinomios de #[x] puede
hallarse de la misma manera que el maximo comun divisor de dos enteros expuesta en el Capitulo 5.
Con ¢l objeto de variar, demostramos en el Problema 8

Teorema XV. Sean los polinomios no nulos a(x) y fix) de #[x]. El polinomio ménico
& dix) = s(x) - alx) + #x)* B(x), s(x), t(x)e F[x]
de minimo grado es el maximo comun divisor de alx) y B(x)
Se deduce que

Teorema XVI. Sean a(x) de grado m = 2 y f(x) de grado n = 2 de #[x]. Hay polinomios no nulos
ulx) de grado n — 1 a lo més y v(x) de grado m — 1 a lo mas, de Z[x] tales que

(c) plx) *alx) + vix) - Blx) = z
si, y solamente si, a(x) y B(x) no son primos entre si.

Para una demostracion, véase Problema 9.
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¥
Teorema XVIL Si alx), p(x), plx) € F[x] con a(x) y plx) primos entre si, entonces plx) | alx) Bix)
implica p(x) | B(x)-
En ¢l Problema 10 s¢ demuestra el

Teorema de factorizacion (mica. Todo polinomio a(x) de grado m = 1yde coeficiente dominante &,
de #[x], puede escribirse

oz) = e p,@™" [y - [P™

donde los p;(x) son polinomios primos monicos sobre F Yy los m;
son enteros poOsitivos. Ademas, salvo el orden de los factores, la
factorizacion es anica.

Ejemplo 9: Descompéngase x(x) = At 4+ x4 4+ At 6 sobre Z{(7) en un producto. de poli-
nomios primos.
Tenemos, sobrentendiendo que todos los coeficientes. sonl clases residuales modulo 7.

alz) = 4:\:“+3x3+4m3+4m+6 = 4:c4+24z5+4z‘?-+4z+20
= 4(:c4+63:3+:52+=:+5] = 4(z+1}({c3+5w2+ 32+ B)
Az + Dz + 3)(x?+ 22+ 4) = 4z + 1z + )z + 3)(= + 6)

l I\,

4z + 1z + 3)2(x + 6)

PROPIEDADES DEL DOMINIO DE POLINOMIOS #[X]

El anillo de polinomios ] sobre un cuerpo & tiene ciertas propiedades que s¢ corresponden
con las del anillo Z de los enteros. Por ejemplo, ambos tienen elementos primos, ambos son anillos eucli-
dianos (véase Problema 11) ¥ ambos son anillos ideales principales (véase Teorema IX, Capitulo 10,
pagina 108). Ademas, y de esto nos ocuparemos aqui principalmente, #[x] puede ser particionado
por cualquier polinomio k(x) & F[x] de grado n= 1 en un anillo

Fx/0x)) = {[)]: B, -

de clases de equivalencia asi como Z lo es en el anillo Z/(m). Para cualesquiera a(x), fix)e F [x] se
define

(i) [alx)] = {ax) + plx) " Ax) s plx) € Fx1}

Entonces, ®(x) € [a(x)], pues el elemento cero de F €8 también elemento de Flx}y [alx)] = [Bx)]
si, y solo si, a(x) = flx) (mod A{x)), €8 decir, si, y solo si, Mx) | (elx) = Blx)).

Definamos ahora la adicion y la multiplicacion entre estas clases de gquivalencia por

[a()] + [p()] = [ax) + Bx)]
¥ [a(x)] - [BG)] = [a¥)* px)]

respectivamente, dejando al lector la demostracion

(¢) La adicion y la multiplicacion son operaciones bien definidas sobre & [x1/ ().

() FLx)0D tiene [7] como elemento Cero ¥ [%] como unidad, donde z ¥ U respectivamente
son el cero ¥ la unidad de #.

(¢) F[x])/(Alx))es v anillo conmutativo unitario
En el Problema 12 demostramos el

Teorema XVIIL El anillo F[x]/x) contiene un subanillo isomorfo al cuerpo &
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Si Alx) es de grado 1, es claro que F[x]/(k(x)) es el cuerpo #; si A(x) es de grado 2, F[x]/(Ax)
consta de & junto con todas las clases de equivalencia {[ay + a,x] : ap, @, € #, a, # z}; en general,
si A(x) es de grado n, tenemos

FxVMx) = {[ag + ayx + ayx* + - + g, X" '] ia e F)
Ahora bien, las definiciones de adicion y multiplicacion entre clases de equivalencia y el isomorfismo:
a; < [a,] implican

[@0 + @ + @a® + -+ ¢ 4 @y Y [@o] + [@:][x] + [@z]* [2]*+ - - - + [@n-a]* [w]" !

@o + aifx] + asfz]2 + - -0 + @y [2]!

Como una ultima simplificacién, remplazando [x] por ¢ tenemos
FMx) = {ag + a8 + a;82 + -+ a, 8" iaie F)
En el Problema 13 se demuestra el

Teorema XIX. Elanillo #[x]/(A(x))esuncuerpo si, y solamente si, A{x)es un polinomio primo sobre & .

Ejemplo 10: Considérese A{x) = x* — 3 e Q[x] un polinomio primo sobre Q. De manera que

Qel/(#2—3) = {agtaig: aga €Q}

€s un cuerpo con respecto a la adicidn y multiplicacion definidas como de ordinario excepto
en que en la multipligacién hay que remplazar £* por 3. Es ficil hacer ver que la aplicacién

ag+ag € ay+ a3
es un isomorfismo de Q[x]/(x* — 3) gobre
Q[\/E] = A{ag + a1\/§3 g, 0y € @},

el conjunto de todos los polinomios en \_,5 sobre . Evidentemente, Q[\,ﬁ] C R de modo
‘que Q[V’E] es el minimo cuerpo en gue x* — 3 se factoriza enteramente.

El polinomio x? — 3 del Ejemplo 10 es el polinomio mdnico sobre Q de grado minimo que tiene
\;’E como raiz. Siendo Unico, se le llama el polinomio minimo de \/‘E sobre 0. Notese que el polinomio
minimo de \/3 sobre R es x — \;’3_'_
Ejemplo 11: Sea F = Z/(3) = {0, 1,2} y tomese Aix) = x? + | un polinomio primo sobre %#. Constri-
yasc la tabla de adicion y multiplicacion para el cuerpo & [x]/(A(x)).
Aqui FlaliMx)) = lag + a,&: ay.a, e F}
= {01,208 26 1 £ 1+ 282 + E.2 4 28
Como A(€) = & + | = [0], tenemos ¢2 = [—1] = [2] 6 2. Las tablas son:

+ 0 1 2 £ 2 14¢ 1+2¢ 2+¢ 242
0 0 1 2 £ 2z 1+ 1422 24+¢ 24 2¢
1 1 2 0 1+ 14 2¢ i £ 2t
2 2 0 1 24-¢ 24-8; £ 2t Lobg AebBE
£ i3 1-¢ 2+ 2c 0 142 1 2+2t 2
2 2¢ 142 2+ 2¢ 0 3 1 14+¢ 2 2+¢
1+¢ 1+¢ 24¢ 3 12 1 242 2 2t 0
1+2c | 1428 243 28 1 O 2 21t 0 £
&4 24¢ £ oy 2+ 2: 2 2 0 142 1
2+2: | 242: 2 1+2 2 2+4¢ 0 3 1 1+¢

Tabla 12-1
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0 1 2 £ 2¢ 1+& 142 24§ 2+
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 ¢ 2¢ 14+¢ 142 2+§ 2+
2 0 2 1 2t £ 2+2t 2+¢ 1+2: 1+¢
¢ 0 £ 2t 2 1 24t 1+ 2+2 1+2
2t 0 2¢ £ 1 2 1+2: 2+2¢ 1+¢ 2+¢&
1ae [0 1wy ewed ZEe 1A B 2 1 ¢
1+ 2¢ 0 1+2: 2+¢ 1+& 2+2¢ 2 £ 28 1
2+¢& 0 24 14+28 2+2 ? ey 220 4 1 2t 2
24 2¢ 0 242t 1+4¢ 142 2+¢ £ 1 2 2
Tabla 12-2
Ejemplo 12: Sea # = Q ytémese A(x) = x> + x + 1, un polinomio primo sobre &, Hallar el simétrico
multiplicativo de &2 + £+ 1€F [x]/(ux)).
Aqui F[x)/(Mx)) = {ao + @& + ayt?: do, @y, Gz € @} ¥ cOmo ME)=8+¢+1=0,
tenemos £ = —1 — Ey &= —& — £2. Un procedimiento para hallar ¢l simétrico pedido es:
hacer (ag + @& + @ 8°)1 + & + )y =1,
multiplicar sustituyendo &y &,
igualar los correspondientes coeficientes de &9, £, &
y despejar ag, di. d;-
Por lo general, esto resulta mas tedioso que seguir la demostracion de existencia del simétrico
en el Problema 13. Asi, utilizando el algoritmo de la division, encontramos
1 = }e+e+rD—p + et (2 —2¢+2)
Entonces, B+e+1 | [1—JE+et 1)(g2 — 2¢ + 2))
de modo que PRt NEeE—-2t+2) =1
y asi §(& — 2¢ + 2) es el simétrico pedido.
Ejemplo 13:  Demostrar que ¢l cuerpo R[x1/(x* + 1) es isomorfo a C.

Tenemos R[x]/(x* + 1) = {@o + @:5t @0, 81 € R). Como £* = —1, 12 aplicacion
ag + ay = ag + ayd

s un isomorfismo de R[x]/(x? + 1) sobre C. Tenemos, pues, un segundo método para cons-
truir el cuerpo de los nimeros complejos con el cuerpo de los nimeros reales. No es posible,
en cambio, utilizar tal procedimiento para construir ¢l cuerpo de los numeros reales a partir

de los racionales.

El Ejemplo 13 ilustra el
Teorema XX. Si a(x) de grado m = 2 es un elemento de F[x], existe un cuerpo F'.con F CF,

en que o(x) tiene un cero.
Para una demostracion, véase Problema 14.

Es de notar que sobre el cuerpo F' del Teorema XX, a(x) puede o no escribirse como producto de m
factores de grado uno. Sin embargo, si a(x) no se factoriza completamente sobre & ' tiene un factor
primo de grado n =2 que s¢ puede utilizar para obtener un cuerpo Fr.conF CF CF',en el cual
w(x) tiene otro cero. Como a(x) tiene solamente un nuimero finito de ceros, el procedimiento se puede
reiterar siempre un niimero suficiente de veces para llegar asi a un cuerpo & ® en que a(x) se factorice

por completo,
Véase Problema 15.
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1.

Problemas resueltos
Demostrar: Sea #& un anillo con unidad u; sea
w(x) = ag + a;x + ax* + - + a,x" e #[x]
bien el polinomio nulo o bien de grado m; y sea
B(x) = by + byx + bax® + -+ + ux" e A x]

un polinomio ménico de grado n. Existe entonces un par de polinomios 1inico gg(x), rp(x) e #[x]
con rg(x) ya nulo, ya de grado < » tal que

(i) a(@) = gplw): Bx) + 74(2)

Si a(x) es el polinomio nulo o si n > m, entonces (i) es valida con gg(x) = z y rg(x) = alx).
Sea n = m. El teorema ¢s trivial una vez mdssim =0osim=1yn = 0. Para el casom = n = [, tome-
se afx) = ay, 4+ a;x y B(x) = by + ux. Entonces,

alz) = agtazx = abytux) + (ay—aby)
y el teorema es cierto con gglx) = a; y rglx) = ap, — a;b,.
Vamos a emplear ahora e! principio de induccion del Problema 27, Capitule 3, pagina 37. Para ello supon-

gamos que el teorema es cierto para todo x(x) de grado = m — 1 y consideremos «(x) de grado m. Ahora bien,
P(x) = alx) — a,x""" B(x) e B[x] y tienec grado <m. Por hipdtesis,

y(z) = 8(x) Blx) + riz)
con ri(x) de grado n — 1 a lo sumo. Entongces,
alz) = y(@) + epztme gl@) = (3(2) + anEt ™)« Bl2) + r{e)
= gg(x)* Blz) + rplx)
donde gg(x) = d(x) + a,.x"™™ y rg(x) = r(x), como se requeria,
Para demostrar la unicidad, supongamos
alz) = qgplz)-Blz) + rglz) g (@) Bl2) + rq(z)

Entonces, (9r(@) — gp(@) " Bl®) = rp(@) —rp()

Il

Pero rp(x) — rg(x) tiene un grado que es # — 1 a lo mids, mientras que, al menos que gg{x) — ggr(x) = z,
{grlx) — ggr(x)) * B(x) tiene grado n por lo menos. Asi que ggix) — gp{x) = z y entonces rg(x) — rg(x) =z, lo
cual demuestra la unicidad.

Demostrar: El resto a la derecha de dividir a(x) = g + a;x + a,x* + ' '+ + a,x™ € #[x] por
x—b beR, esrp=ag+ ab+ ab* + -+ + ab"™

Considérese
al@g) — rg = aylz—0b) + ax(a®—b%) + --- + gylem—bm)
= {a; + exle +b) + - + apem~1+ bam—2 4+ -0 + pm—1)} o+ (2 — b}
= ggplz)*(z—b)
Entonces, alz) = gp{z)*(x—b) + rp

Segiin el Problema 1, el resto a la derecha es tinico; luego ry es el resto & la derecha requerido.

En el anillo de polinomios S[x] sobre S, el anillo del Ejemplo 1(d), Capitulo 11, pagina 114,
(2) Hallar el resto cuando a(x) = ex* + dx® +ex? + hx + g se divide por f(x) = bx? + fx + d.

(b)) Comprobar que f es un cero de p(x) = ex* + dx® + ex? + bx + d.
4



136

{a) Procederemos como en la division ordinaria con una va-
riacion. Como S es de caracteristica dos.5s + (—=1)=8s+ 1t
para todo 5, L€ 5, luego, en el paso «cambiar los sighos
y sumars, SUmMAremos simplemente.

El resto es rix) = gx + [

(b} Aquifif=c P =d=c y f* = h. Entonces

¥if)

=d+e+ht+ftd =

como se pedia.

ch+de+ ¢+ bf+d

POLINOMIOS [CAP. 12

cx2+ hz + b
bt + fx + dYext +det + e +hrt g
cxt + ex® + fux?
hxd + hz? + hx
hx® + gz* + ex
bx?2 +dx + g
bx? + fx +d
ax + f

4. Demostrar el algoritmo de la division enunciado para el dominio de polinomios #[x].

Nata.
llos conmutalivos unitarios.

Era necesario que fix) fuese monico en el Teorema 11, pagina 126, y en su nuevo enunciado para ani-

Supdngase ahora que a{(x), Blx)e F[x] con b, #+ u por coeliciente dominante de fix). Entonces, como byt
siempre existe en F ¥ Bix)y = b, ' pix) es monico, podemos escribir

alz) =

|l

g'(x)* pllx) + 7lx)
(b, L q'(@)] = [Ba B} + 7(Z)
qlz) » lz) + rix)

con r(x) polinomio nulo o de grado inferior al de Blx).

5. Demostrar: Sea a(x) € F[x] de grado m > 0 y coeficiente dominante a. Si los elementos distintos

by, by

... b, de F son ceros de ol(x), entonces a(x) = alx — bx — by) ... (x — by).

Supéngase m = 1 de modo que g(x) = ax + a; tenga como cero d b,. por ejemplo. Entonces, afb,) =

aby +ay =z, a, =aby ¥
alx) =

El teorema es cierto para m = L.

Supongase ahora que el teorema es cierto para m = k y considerese afx)de grado k + 1 con ceros by, by

ar+a; =

ar —aby = alzx—b) |
= \

T~ L::_-Lz.‘;_%.?_.-__, 1‘3’7‘ '.__:

G lx -4y )

bevq. Como b es un cero de x(x), tenemos por el teorema de factorizacion

afz) = glz) s le—by
donde g(x)es de grado k con coeficiente dominante a. Como alb;) = qlb;) - (b;— b)) =z paraj =2.3,..., k+1
y como b; — by F z para todo j # 1, se sigue que by, by, ... byy, son k ceros distintos de g(x). Por hipotesis,
gla) = alx— bo){x —by) -+ (2 — By sq)

Entonces. aly) =

alx— B Mz —bg) - - (2 — br+q)

y la demostracion por induccién queda completada.

Demostrar: Sean a(x), p(x) € F [x] tales que a(s) = pls) para todo. s € #. Entonces, si el numero

de elementos de & excede del grado de a(x) _j("de‘ Bix), sc tiene necesariamente a(x) = B(x}.

Hagamos y(x) = alx} — f}{x). Entonces. y{x) 0es ¢l polinomio nulo o €3 de grado p que con seguridad no
supera al mayor de los grados de a(x) y flx). Por hipétesis, y(s) = a(s) — pls) para todo 5 € #. Entonces, y(x) = =
{pues si no y(x) tendria mas ceros que su grado, en contra del Teorema Vi1, pagina 128) y 2(x) = fi{x) como se

afirma.
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7. Hallar el méximo comin divisor de a(x) = 6x° + 7x* — 5x* —2x2 — x+ 1 y B(x) = 6x* —
5x* — 19x* — 13x — 5 sobre Q y expresarlo en la forma

d(xr) = s(x)calx) + t(x)*Blx)

Procediendo como en el problema correspondienie con enteros, encontramos

alxr) = (x+2)-Blx) + (24 + 4922+ 830x+11) = g =) Blx) + i)
Blz) = ;—2{83:—23}°r1(:'l + %{312+2x+1} = gata)vaded & rglh
rilz) = é{zssx«kssz)-f,(x)

Como .rz{.\’} no es monico, es un asociado del maximo comin divisor buscado d(x) = ¥* + Zv + 1,

De modo que rofx) =  Blz) — gslx)~ry(x)
Blz) — q3lz) " alz) + a1(2) ~ qal2) = Blx)
= —qy@)ralz) + (1+ gi(z) * qplz)) * Blx)
S ;—2 (8z — 23) * alx) + é(sxﬂ — 7z — 14) + B(z)
y asi, enlonces, dix) = —2—3%1-2(;) —: —% (8x — 23) *afx) + %5(89:2— Tx— 14) + 8{z)
8. Demostrar: Sean los polinomios no nulos a(x) y f(x) de #[x]. El polinomio ménico
d(x) = so(x) * alx) + 1o(x) * B(x),  solx), fo(x) € F[x]
de grado minimo es el mdximo comun divisor de a(x) y B(x).
Considérese el conjunto .
S = {s{x) a(x) + tlx)- flx): s(x). rix) e F[x]}

Es claro que éste es un subconjunto no vacio de # [x] y, por tanto, contiene un polinomio no nulo d(x) de grado
minimo. Para todo b{x)e 5, tenemos, por el algoritmo de la division, &(x) = g(x) - 8(x) + rix) donde rix)e S
{demostrar esto) o bien es el polinomio nulo o bien tiene grado menor que el de d(x). Entonces r{x) = - y hlx) =
g(x) * 4(x) de modo que todo eleménto de S es un miultiplo de 8(x). Asi, pues, d(x) | afx) y dix) i fi{x). Ademas,
como §(x) = §olx) - alx) + Zolx) - B(x), cualquier divisor comiin ¢(x) de a(x) y B(x) es divisor de &(x). Pero si d(x)
es monico, es el maximo comiin divisor d(x) de afx) y B(x); ¥ si no, existiria un elemento inversible v tal que ¢+ d{x)
es monico ¥ d(x) = r-d(x) es el maximo comun divisor buscado.

9. Demostrar: Sean a(x) de grado m = 2 y f(x) de grado n = 2 de #[x]. Hay entonces polinomios
no nulos u(x) de grado n — 1 a lo mas y v(x) de grado m — 1 a lo mds en #[x] tales que

(¢) p(x) alz) + v(z)-p2) = =2
si, y solo si, «(x) y B(x) no son primos entre si

Supdngase que d(x) de grado p = 1 es el maximo comun divisor de a(x) y f(x} y escribase
alz) = aplx)*8(z), Blx) = Bolz)*d(z)
Es claro que ay{x} tiene grado =m — 1 y fy{x) tiene grado =n — 1. Ademas,
Bolz) ale) = Pola) = ap(z) > 8(z) = aglz) * [Bol®) - 8(z)] = aglx)* Blx)
de modo que Byl®) * a(x) + [—ag(z) + Bla)] = =z

y se tiene (c) con plx) = Bylx) y vix) = —aplx).
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Reciprocamente, supéngase que se verifica (¢) con afx)y Blx) primos entre si. Por el Teorema XV, pagina 131,
tenemos

w = slx)ealz) + tz): B2 para ciertos s(x). (X1 € Fx]

Entonces, plzy = ple)slz)e olz) + pla) = Hz) - Blx)
= g{z) [—rix)* Blz)] + wlx)* tx) * Blx)
= plx) |plx) - tz) — v} s(x)]

y fix)| uix). Pero esto s imposible; luego {c) no se verifica s a(x) y Blx) son primos entre si.

10. Demostrar: El teorema de factorizacién tnica es valido en Fx].

. Considérese un polinomio alx)e F[x]. Si alx) es primo, ¢l teorema €s trivial. Si «(x) es reducible, escri-
biendo afx) = a- fx) = (x) donde p(x) y y{x)son polinomios ménicos de grado positivo menor gue el de a(x),
entonces o bien B(x) y p(x) son polinomios primos, como se exige en el teorema, 0O uno o ambos son reducibles

y pueden escribirse como producto de dos polinomios ménicos. Si todos los factores son primos, se tiene el teore-
ma; sino ... . Este procese no puede seguirse indefinidamente (por gjemplo, en el caso extremo obtendriamos
#{x) como producto de m polinomios de primer grado). La. demostracién de unicidad se deja al lector, quien
también puede usar el procedimiento de induceion del Problema 27, Capitulo 3, pagina 37, en la primera parte
de la demostracion.

11. Demostrar: El anillo de polinomios #[x] sobre el cuerpo & es un anillo euclidiano.

Para todo polinomio po nulo nfx) €' F [x] definase B(xx) = mdondemes el grado de «(x). 8i alx), pix) e F[x]
tienen, respectivamente, grados m ¥ a1, $¢ sigue que () = m, 8() = n, Blx- f) =m + ny, por consiguiente,
Ao f) = O(x). Pero ya se ha establecido el algoritmo de la division:

alx) = qlx) - f{x) + rix)

donde r{x) o bien es z o de grado inferior al de f(x). Asi, pues, 0 bien rix) = z o bien 8() < 0(f), como se
afirma.

12. Demostrar: El anillo # [x]1/(A(x)) contiene un subanillo isomorfo al cuerpo #.

Sean a. b elementos distintos de #; entonces, []. [#] son elementos diferentes de & [x]/(A(x)} puesto que
[a] = [#] si, ¥ solo si, hx)| (@ — B).

Entonces, la aplicacion a — [a] es un isomorfismo de & sobre un subconjunto de F[x]/(A(x)), pues es
biyectiva y se preservan las operaciones de adicion y multiplicacién. Se deja al lector el demostrar que este sub-
conjunto es un subanillo de & (x)/(Mx)).

13. Demostrar: El anillo & [x]/(A(x)) es un cuerpo si, y solo si, h(x) es un polinomio primo sobre .

Supdngase que A(x) es un polinomio primo sobre &, Entonces para todo [a(x)] # [z] de # [T/ Rix)
tenemos por el Teorema XV, pagina 131,

u = al(x)- fix) + A(x)-y(x}  para ciertos B(x), p(x) & Fx]

Ahora bien, A{x)|u — alx)* B(x) de modo que [eed)] [px)] = [%]. Luego, todo elemento no nulo [x(x)] €
F[x)/(Mx) tiene simétrico multiplicativo ¥ F[x]/(Mx)) es un cuerpo.

Supéngase que Mx) de grado m =2 no ¢s polinomio primo sobrg F o sea que Mx) = plx) - vix) donde:
plx), v(x) € F[x] tienen grados positivos s ¥ ¢ tales que s + ¢ = m. Entonces, 5 < m de modo que A(x) f u(x)
y [u(x)] # [2]; andlogamente, [v(x)] # [z]. Pero [ - [voo)] = [ux)- vix)] = [Mx)] = [2]. Asi, pues, como
[ufx)], [vix)] € F[x]/(ux)), se sigue que F[x]/(Mx)) ticnen divisores de cero ¥y no es un cuerpo.
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14.

15.

16.

17.
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Demostrar: Si a(x) de grado m = 2 es un elemento de & [x], existe un cuerpo F ' con F C F'en
que a{x) tiene un cero.

El teorema es trivial si z(x) tiene un cero en F ; supdngase que no es asi. Entonces existe un polinomio primo
monico A{x) € #[x] de grado n = 2 tal que A(x) | &{x). Como h{x)es primo sobre &, definase F' = F[x]/(M(x)).
Ahora, por el Teorema XVI1L, pagina 132, F (C F' de modo que x{x)e F [x]. Asi que existe L& F ' tal
que A{¢) = [z]. Con lo cual € es un cero de a(x) y 5 ' es un cuerpo que cumple lo exigido por el teorema.

Hallar un cuerpo en ¢l cual x*—3e Q[x] (a) tiene un factor, (b) se factoriza completamente.

Considérese el cuerpo @[x1/(x® = 3) = lay + & + a,6%: ag. 0y, 4, € 0)
{a) El cuerpo asi definido es isomorfo a

= {ay + a,f/g + azﬁ: ag. dy, 4y € 0}
en el cual x* — 3 tiene un cero.

{h) Como los ceros de x* — 3 son 3/_ \/Ew 3 w?®, es claro que x* — 3 se factoriza enteramente en
F'= Flol

Derivar formulas para los ceros del polinomio ciibico a{x) = ay + a;x + a;x* + x* sobre C
si ag #+ 0.
La deduccion se basa en dos cambios a nuevas variables:

{i) Sia, =0, higase x = y y procédase como en (ii) abajo; si @ + 0, hdgase x = y + v y elijase v de modo
que la ciibica que resulte carezca del término en y?. Como el coeficiente de este término es a; + 3v, la re-
lacién apropiada es x = y — g,/3. Sea el polinomio resultante

Bly) = aly—ax/3) = q+ py + 9

Si g = 0, los ceros de f{y) son 0, \/ =P, =</ p y los ceros de w«(x) se obtienen dlsmmuyendo cada
cero de Bly) en a,/3. Sig + 0 pero p = 0, los ceros de f#(y) son las tres raices cibicas p, wp, w*p (véase Ca-
pitulo 8) de —g, de donde los ceros de afx} se obtienen como antes. Para el caso pg + 0,

(ti} Hagase y = z — p/3z para tener

Y@ = Blz—pl3) = #+q—py2ts = L = pY2
&

Entonces, cualquier cero, s por ejemplo, del polinomio d(z) = z% + gz° — p*/27daelceros — p/3s —ay/3
de a{x); los seis ceros de #(z) dan, como se puede demostrar, cada cero de x(x) dos veces. Escribase

8z) = [& 4 g — Vgt + 4p¥27)] « [# 4 Ha + V' + 4p%/2T7)]
)r dendtense los ceros de 2* + L{g — Vq® + 4p3/27) por A, wA, w*A. Los ceros de «(x) son entonces:
~ pf3d — ay/3, wA — w?pf3IA — ay3, y ©'4 — wp/34 — asf3.

Hallar los ceros de a(x) = —11 — 3x + 3x? + x%.
La sustitucion x =y — | da
Bly) = oly—1) = —6—8By +¢?

A su vez, la sustitucidn y = z + 2/z da

H—6224+8 (3 -2)(z2—4)
z8 - z3

y(z) = Blz+ 2/z) = #+8/F—6 =
Tomese 4 = \3/5 ; entonces los ceros de ofx) son
'\1f_+w—1, @':\‘{'rﬁ'%w!%—], w2v2'+uw—1

El lector demiostrard ahora que, salvo el orden, estos ceros se obtienen tomando 4 = 3/1
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18.

19.

21.

POLINOMIOS
Obtener un procedimiento para hallar los ceros del polinomio de cuarto grado
o) = o+ ez + aga? + asx® + 3t € Clz), si o7 0.
Si a; + 0, higase x = y — aa/4 para obtener
Bly) .= aly—as/4) = by + by + by + ¢t

Ahora bien, B(w)

(p + 2qu + ) — 2qu + ¥%)
pr + 2qlr—ply + (r+p—4¢%? + yi

siempre que existan p, g, r€ C que verifiquen
pr = by, 2qr—p) = b, rTTp— 492 = by
Si b, =0, témese g = 0; si no, con g # 0,.se halla
2p = by + 4% — by/2¢ y 2r = by + 4¢2 + b1/2¢
Como 2p*2r = 4by, tenemos

(i) B4q® + 32byqt + 4(b5— dbg)g? — b} = 0

[CAP. 12

Asi que considerando el primer miembro de (i) como un polinomio de tercer grado en g¢*, cualquiera de sus ceros
distinto de 0 dara la factorizacidn pedida. Entonces, con los cuatro ceros de f(y), los ceros de a(x) se obtienen

disminuyendo cada uno de éstos en as/4.

Hallar los ceros de a(x) = 35 — 16x — 4x* + x*.
Con o = y + 1, obtenemos
Bly) = aly+1) = 16— 24y — 6> +9*
Aqui, (i) del Problema 18 se convierie en

B4g® — 192¢* — 112¢> — 576 = 16(¢> —4)(4¢* +4¢*+9) = 0

Tomese g = 2; entonces p=8 y r =12 de manera que

16— 24y — 62 + ¢t = (8 +4y+ )2 —dy +4?)

con ceros —2+2iy 2% ﬁ Los ceros de a(x) son —1 +2i ¥y 3 &+ \/5

Problemas propuestos

Dar un ejemplo de dos polirmios en x de grado 3 con coeficientes enteros y cuya suma sea de grado 2.

Hallar la surna vy producto de cada par de polinomios sobre ol anillo de coeficientes indicado. (Para comodidad,

se han remplazado [a], [b],...,por a,b,... )
(@ 4+ x+ 2% |+ 2x + 3x%; Z/(5)

() 1+ 5x+2x% T+ 2x+ 3% + 4x3: Z/(8)
(€ 2+ 2x+ % b+ x+ 2+ x4 Z(03)

Resp. (a) 3x; 4 +4x+ %% + x>+ x*
() P+ +x52+x+x2+57
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22.

25.

27.

29,

3l

32

33

35

En el anillo de polinomios S[x] sobre S. el anillo del Problema 2, Capitulo 10, pagina 108, comprobar:
fa) b4+gx+ ) +(d+gx)=c+ex+

(B) (b + gx + Nd + cx) = b+ ux + cx* + bx®

(e) (b + gx + fX)d + ex) = b + v + bx?

) f+bxye+ ;'_r son divisores de cero

(e) ces un cero de [+ cx + fa2 + ex? 4+ dxt

Dados a(x), f(x), y(x) e F[x] con cg}eﬁcicmes dominantes respectivos &, b, ¢ y supuesto a(x) = fix) -« y(x), de-
mostrar que a{x) = a* f'(x}+3'(x) con f'(x} y 7'(x) polinomios modnicos.

Demostrar que 2[x] no es un cuerpo para cualquier dominio de integridad @,
Sugerencia. Sea a(x) e @[ x] de grado > 0 y supdngase que fix)e Z[x] es un simétrico multiplicativo de a{x).
Entonces «{x)* fi(x) tiene grado > 0, una contradiccion.
Factorizar en productos de polinomios primos sobre (i) O, {n) R, {(in) C.
(@) x*—1 o) 6x* 4 5% + dx? — 2x — |
(b) x* —dxt—x+2 {d) 4x* +4x* — 13x — 11x®> + 10x + 6
Resp. (a) (x — 1)(x + L}x* + l)wobre O, R; (x — 1){x + 1)(x — i)(x + ) sobre C
(d) (x — 1){2x + 1)(2x + 3)(x* — 2) sobre Q: (x — 1)2x + 1)(2x + 3)(x — /2)(x + \/2) sobre R, C

Factorizar en productos de polinomios primos sobre ¢l cuerpo indicado. (Véase nota al Problema 21.)
(a) x* +1; Z/(5) () 2x* + 2x+ 11 Z/15)

by x* +x+1: Z/(3) (@) 3x* +4x* + 3; Z/(5)

Resp. (@) (x + 2)(x +3). (d) (x+2P3x+2)

Factorizar x* — 1 sobre (g} Z/(11), (b} Z/(13).

En (d) del Problema 26 obtener también 3x* + 4x* + 3 = (v + 2)(x + 4)(3x + 1). Explicar por qué esto no
contradice al teorema de factorizacidon Gmca.

En el anillo de polinomios S[x] sobre S, ¢l anillo del Ejemplo 1{d). Capitulo 11, pagina 114,

(@) Demostrar que bx* 4+ ex + g y gx? + dx + b son polinemios primos.
(h) Factorizar fix* + ex® + cx® + b,
Resp. (b) (bx + b)ex + gligx + d)hx + ¢).

Hallar todos los ceros sobre C de los polinomios del Problema 25.
Hallar todos los ceros de los polinomios del Problema 26. Resp. (@) 2,3: (d) 1.3.3
Hallar todos los ceros del polinomio del Problema 29(b). Resp. hoe.f.d

Enumerar los polinomios de la forma 3x? + cx + 4 que son primos sobre Z/(5).
Resp. 3 +4, 3 + x+4, 3x  +dx + 4

Enumerar todos los polinomios de grado 4 primos sobre Z/(2).

Demostrar los Teorsmas ViI, IX y XIIL

Demostrar: Si a + b\;’? con a, b, ce @ y si no siendo € un cuadrado perfecto es un cero de afx)e Z[x],

también lo es a — by/c.
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3.

39,

POLINOMIOS [CAP. 12

Sea @ un anillo conmutativo unitario. Demostrar que #[x] es un anillo ideal principal. ;Cuales son los ideales
primos?

Formar polinomios a(x) e Z[x] de minimo grado que tengan entre sus ceros:

@ 3y2 © 1y2+3/5 (¢) 1+ i de multiplicidad 2
(b) iy3 @) —1+iy2-3i
Resp. {a) x* — 2x* = 3x + 6, (d) x* = 2x® + Tx% + 18x + 26

Verificar que ¢l polinomio minimo de \/5 + 2i sobre & es de grado 2 y sobre Q) es de grado 4.

Hallar ¢l maximo comin divisor de cada par a(x), fix) sobre ¢l anillo de coeficientes indicado y expresarlo en

" la forma s{x)*afx) + t{x)- Blx).

41.

42.

43.

(@) «f+at—a?—3x+2, 4222 —x—2; Q

(b) 3xt—6z? + 124% + Bz — 6, 23 - 322+ 62— 3 @

¢) x5 — Jixd — 2ix? — 6, 2 =2, C

d) x5+ 823 + 22 + Zx + 2, ot 4 822 + 322+ 2+ 25 Z/(5)

e) x5+ 28 4+, i+ B2+ 20 Z 13

(f) cxt+ hxd + ax? + gx t+ e, gxd + hxt 4+ dz+ g S del Ejemplo 1(4). Capitulo 11, pagina 114

Resp. (B) 137

() (z+2)alz) + (422 + 2 +2)+ Blz)
() (gx+h)*alz) + (ex? + ha + €} » flx)

(
(
{
(8722 — 108z + 177) - alz) + 4—3‘7- (—1112% + 21322 — 318 — 503) * B(x)

Demostrar el Teorema XVII, pagina 132.

Demostrar que todo polinomio de grado 2 de #[x] del Ejemplo 11, pagina 133, se descompone completamente
en factores en Z[x]/(x* + 1) dando los factores.

Respuesta parcial. 22+ 1 = (x+ e +2¢); 2t+e+2=(gtit2=z+2+2);
2x2 4+ xz+1= (¢+£+1)(2x+a+2)

Estudiar ¢l cuerpo @[x]/(x* — 3). (Véase Ejemplo 10, pagina 133)

Hallar el simétrico multiplicativo de &* + 2 en (a) O[x]/(x* + x +2), Y F [x)/e? + x + 1) 5i F = Z/{5).
Resp. (a) 1 —28— &%), (B)3E+2)



Capitulo 13

Espacios vectoriales
INTRODUCCION

En este capitulo se define y estudia un tipo de sistema
algebraico llamado espacio vectorial. Antes de hacer una
definicion formal, recordemos que en la fisica elemental
hay que tratar con dos tipos de cantidades: (z) escalares 7 (a+e b+d)
(tiempo, temperatura, rapidez) que tienen magnitud sola- </
mente y (b) vectores (fuerza, velocidad, aceleracion) que E /
tienen magnitud y direccion, que se representan frecuente-
mente por flechas. Por ejemplo, considérese en la Fig. 13-1
un plano dado en el cual se ha establecido un sistema de
coordenadas rectangulares y un vector £, = OF = (a, b)
que una el origen al punto P(a, #). La magnitud de &, (lon- 0
gitud de OP) viene dada por r = \/a®> + b* y la direccion
(el dngulo 0, siempre medido a partir del eje positivo x)
la determina cualquiera de las relaciones sen 8 = b/r, cos
8 =a/r, tg 0 = bfa. Fig.13-1

Entre estos vectores se¢ definen dos operaciones:

Multiplicacién escalar. Sea el vector &, = (a, b) que representa una fuerza aplicada en O. El pro-
ducto del escalar 3 y el vector &; definido por 3¢; = (34, 3b) representa una fuerza aplicada en () que
tiene el sentido de &, y tres veces su magnitud. Andlogamente, —2¢, representa una fuerza aplicada
en O que tiene dos veces la magnitud de &,, pero de sentido opuesto al de £;.

Adicién vectorial. Si &, = (a,b) y &, = (¢, d) representan dos fuerzas aplicadas en O, su resul-
tante & (la fuerza tnica aplicada en O que tiene el mismo efecto que ias dos fuerzas £; y ¢,) es dada por
E=¢, + & = (a+ ¢, b+ d) obtenida por la ley del paralelogramo.

En ¢l ejemplo anterior es evidente que todo escalar s € R y todo vector £ € R x R. No puede haber
confusion al utilizar (4 ) para denotar tanto la adicién de vectores como la de escalares.

Dendtese por ¥ el conjunto de todos los vectores del plano (es decir, ¥ = R x R). Ya que ¥ tiene
un elemento neutro o cero { = (0, 0) y todo & = (a, b) € V tiene un simétrico aditivo u opuesto —¢
= (—a, —b)e Vtal que & + (—£) = {, V es un grupo aditivo abeliano. Ademds, para cualesquiera s,
te Ry & nelV, se verifican las propiedades siguientes:

s{E+y) = st + 5y (s+1)¢ = st + 4
s(tf) = (st)é 1 =¢
Ejemplo 1: Considérense los vectores & = (1,2), n = (%, 0), ¢ = (0, —3/2). Entonces,
(@) 8 =13(1,2) = (3,6), 2 =(1,0), y 3&t+8 = (3,6 +(L0) = (4,6).
() ¢+ 27 =(2,2), nt+o=(}—8/2) vy 5(c+2q) — d{n + o) = (8,16)

143
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ESPACIOS VECTORIALES

Sea # un cuerpo y V un grupo aditivo abeliano tales que existe una multiplicacién escalar de V/
por & que asocia a todo s € F y todo ¢ e V ¢l elemento s& e V. Entonces, V' se llama espacio vectorial
sobre F si, siendo u la unidad de Z, se tiene,

(i) s(e+n) = sé+8 “(iii) s(te) = (st)§
(i) (s+t)e = sg+tt (iv) uE = ¢

para cualesquiera s, 1 € F vy cualesquiera £, 1€ V.

Es evidente que para llegar a la definicion de espacio vectorial se ha utilizado come guia el conjunto
de todos los vectores planos de la seccion antetior. Pero, como se vera por 1os ejemplos que siguen, los
clementos de un espacio vectorial, esto €s los vectores, no son necesariamente cantidades que se puedan
representar por flechas.

Ejemplo 2: (a) Sea F=RyV=V,R)= [ay,a2): a1, 82 € R} con adicién y multiplicacién escalar
definidas como en la primera seccién. Entonces, claro estd, V' es un espacio vectorial
sobre &; en verdad, citamos el gjemplo para indicar una sencilla generalizacién: Sea

F=RyV=V,(R)={la.05. .- ,a,): a;€ R} con adicién y multiplicacion escalar
definidas por
g = (ay, ao, ety) + (b, by, S T
= (31+b1rﬂ'2+bg,-..,d"+b“), £, € Vo (B)

st = 8@y 8y .. @) T (30ty, 80y, . . -1 8Ca) sER, tEV,(R)

Entonces V, (R) es un espacio vectorial sobre R.

(b) Sea F=Ry YV, (C) = {{ag, @35 - -+ Qa)? G E €} con adicién y multiplicacién escalar
como en f{a). ¥, (C) es un espacio vectorial sobre R.

{c) Sea & un cuerpo cualquiera, ¥ = F[x] el dominio de polinomios en x sobre F ¥ de-
finase la adicion y la multiplicacion escalar como la adicién y multiplicacion ordinarias
en #[x]. Entonces ¥ es un espacio vectorial sobre #.

Sean # un cuerpo con elemento cero z 'y ¥ un espacio vectorial sobre #. Como ¥ es un grupo adi-
tivo abeliano, tiene un elemento cero anico £ y para cada elemento £ eV, existe un simétrico aditivo
dnico —&talqueé + (=& =L Por las leyes distributivas (i) y (ii), encontramos para todose Fylel,

st+ 2t = (s+2)f = 86 = st t+¢
y sf+st = s(E+) =86 =8+
Luego, z&€ = C ¥ st = L.
Enunciamos estas propiedades junto con otras que establecera el lector, como

Teorema I, En un espacio vectorial V sobre & con z, ¢l elemento cero de # y ( el elemento cero de V,
tenemos
(1) st ={( para todo s F
(g =1 para todo eV
() (=5 =s(-8)= —(s¢) paratodo seF ¥ teV
(4) Si.s&——»'.,',es.s:zoc_;"——-n:

SUBESPACIO DE UN ESPACIO VECTORIAL

Un subconjunto no vacio U de un espacio vectorial V sobre F es un subespacio de V si Uesasu
yez un espacio vectorial sobre & con respecto a las operaciones definidas sobre V. De aqui se sigue el
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Teorema II. Un subconjunto no vacio U de un espacio vectorial } sobre .% es un subespacio de V si,
y solo si, U es cerrado con respecto a la multiplicacidn escalar y la adicion vectorial de-
finidas sobre V.

Para demostracion, véase Problema 1.

Ejemplo 3: Considérese el espacio vectorial V' = V; (R) = {(a, b, ¢): a, b, c€ R} sobre R. Por el Teo-
rema 11, el subconjunto U = {{a, b, 0): a, b € R} es un subespacio de ' puesto que para todo
seRy (@b0)(cd 0)elU tenemos

(e, b, 00 4 [g,d,0) = jatedb+d ) €& U
¥ gla, b,0) = (sa,sb,0) € U
En el Ejemplo 3, V es el conjunto de los vectores del espacio ordinario en tanto que U es el conjunto
de dichos vectores que estdn en el plano XOY. Analogaments, W = {(a, 0,0): a € R} es el conjunto
de los vectores sobre el eje X. Evidentemente, W es un subespacio tanto de U como de V.

Sea £y, &5, ..., £, € V un espacio vectorial sobre . Se entiende por combinacion lineal de estos m
vectores el vector £ e V dado por

E= et = et veb+ oo+t c.EF

1 m=m

Consideremos ahora dos de tales combinaciones lineales ¥ ¢, y 3 di¢;. Como
2 g + o af = = (c, +d)E,
sk = T (se)e,

y, para todo se &,
tenemos, por el Teorema 1I,

Teorema ITI. El conjunto U de todas las combinaciones lineales de un conjunto arbitrario § de vec-
tores de un espacio (vectorial) V, es un subespacio de V.

El subespacio U de V definido en el Teorema III se dice generado por S. A su vez, los vectores de S
se dicen generadores del espacio U.

Ejemplo 4: Considérese el espacio ¥ (R) del Ejemplo 3 y los subespacios
U = {s(1,2,1)+ #3,1,5): st € R}
generado por &, = (1,2, 1)y & =(3,1,5)
¥ W = {a{l,2,1} + b(3,1,5) + ¢(3,—4,7) : a,b,c € R}
generado por &,, &, y &5 = (3, —4,7)

Decimos ahora que U y W son subespacios idénticos de V. Pues como (3, —4,7) =
=3(1,2, 1) + 2(3, 1, 5), podemos escribir

W = {{a—3e)(1,2,1)+ (b+2¢)(3,1,5): a,b,c € B}
= {1,214 3, 1,5): &t € R}
= bith
Sea U= k& + koly + o + kb i ke 7

el espacio generado por § = {&,, &5, .. ., &, ). un subconjunto de vectores de I sobre #. Como U con-
tiene el vector cero { € V' {;por qué?); entonces, si { € § se le puede excluir de §, con lo que queda un
subconjunto propio que también genera a U. Ademds, como lo indica €l Ejemplo 4, si algtin vector, ¢,
por ejemplo, de S se puede escribir como combinacion lineal de otros vectores de S, entonces £; puede
excluirse también de S y los vectores que quedan también generan a U. Lo cual plantea ¢l problema
sobre ¢] minimo namero de vectores necesarios para generar un espacio dado Uy la propiedad carac-
teristica de un tal conjunto.

Véase también Problema 2.
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DEPENDENCIA LINEAL
Un conjunto no vacio. S = 4 T &, de vectores de un espacio vectorial V' sobre # se dice

linealmente dependiente sobre  si, y solo si, existen elementos by, kay o - oo K de &, 0O todos iguales
a z, tales que '

Zk’ifi = kiél i "‘-'-:Ezi HEHE km‘fm = ¢
Un conjunto ne vacio e (€ Eayrinn &, de vectores de V sobre & se dice linealmente indepen-
diente sobre F si, ¥ solo si,
zke’?a = k‘l‘£1 + kv ¥hts = £

implica que todo k; = Z.

Nota. Una vez fijado el cuerpo & se omitira en lo sucesivo la frase «sobre % »; ademds, por «es-
pacio vectorial V,(@)», entenderemos el espacio vectorial V,(Q) sobre O,y analogamentc para V. (R).
Asimismo, si ¢l cuerpoes Q0 R, denotaremos el vector nulo por 0. Si bien esto da a 0 otro sentido, siem-
pre se entenderd claramente por ¢l contexto si se trata de un elemento del cuerpo o de un vector del es-
pacio.

Ejemplo 5: (@) Los vectores &3 = (1,2, 1)y & =06 1, 5) del Ejemplo 4 son linealmente independien-
tes, ya que si
Fyty + Koty = Uy + Blea, 2k F Ky k 5k = 0 = (0,0,0)
entonces ky + 3z = 0, 2k + ky =0, ky + 5kz = 0. Despejando de la primera rela-
cionk, = =3k ¥ sustituyendo en la segunda, se tiene —5k, = 0; entonces kL, =0y
ky = —3%,=0.

() Los vectores &; = (1,2, 1), & =015y £, =(3,—4,7) son linealmente depen-
dientes, pues 3&; — 26, + & =0

Se tiene, en consecuencia,

Teorema IV. S8ialguno de los vectores del conjunto S =488 £,.} de V sobre % es el vector
nulo {, S es necesariamenic un conjunto lincalmente dependiente.
Teorema V. El conjunto de vectores no nulos S = 1€ o v s &, de V sobre # es linealmente
dependiente si. ¥ solo si, alguno de ellos, por ejemplo, &;, s¢ puede expresar como com-
binacién lineal de los vectores P S e | le preceden.

Para una demostracién, veéase Problema 3.

Teorema VI. Todo subconjunto no vacio de un conjunto de vectores linealmente independientes es
linealmente independiente.

Teorema VII. Todo conjunto finito S de vectores, no todos nulos, contiene un subconjunto lincal-
mente independiente U que genera gl mismo espacio vectorial que S.

Para una demostracion, véase Problema 4.

Ejemplo 6: En ¢l conjunto S = {&;. &2 ;) del Ejemplo 5(h), &, y &, son lincalments independientes,
mientras que &3 = 2& — 3¢,. Asi, pues, Ty = [£,.&;) es un subconjunto maximo lineal-
mente independiente de S. Pero como &;-y-&a son linealmente independientes {demostrarlo),

en tanto que &; = 3&; + 3¢,), entonces T = {£,, &3} es también un subconjunto maximo
lincalmente independiente de S. Andlogamente, T3 = {£,, &3} es otro subconjunto semejante.
Por el Teorema VII, cada uno de los subconjuntos Ty, Ty, Ty genera ¢l mismo espacio que S.

El problema de determinar si un conjunto dado de vectores es linealmente dependiente 0 lineal-
mente independiente (y dado el caso de dependencia lineal, ¢l de elegir un subconjunto maximo de vec-
tores linealmente independientes) implica a lo sumo estudiar ciertos sistemas de ecuaciones lineales,
C0sa (ue si no es dificil, si puede ser en extremo tediosa. Vamos a dejar los mas de estos problemas hasta
el Capitulo 14, cuando s¢ expondrd un procedimiento mas expeditivo.

Véase Problema 5.
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BASES DE UN ESPACIO VECTORIAL

Un conjunto § = {&,, &;, ..., &,} de vectores de un espacio vectorial V' sobre # se dice una
base de V si:

(i) = S es un conjunto linealmente independiente,
(ii) los vectores de § generan a V.

Definanse los vectores unitarios de V(%) como sigue:

e, = (#,0,0,0,...,0,0)
¢ = (0,%,0,0,...,0,.0)
e = (0,0,%0,...,0,0)
e = (0,0,0,0,...,0,%u)
y considérese la combinacién lineal
. E=a6 + a6, + - +aE, =la,0....,4,), aeF (1)
Si ¢ = {,entonces a; = a, = - - - = a, = z; de modo que E = {€,, &, . . ., & es un conjunto lineal-

mente independiente. Asi que si £ es un vector cualquiera de V,(# ), entonces (/) lo expresa como com-
binacién lineal de los vectores unitarios. De modo que E genera a V,(#) y es una base.

Ejemplo 7: Una base de F, (R) es la base unitaria
E = {{1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)}
Otra base es
F = 01,1, 3:0),(0,1,1,1% (1,0,1,1), (1,1,0,1}}

Para demostrar esto, considérese la combinacion lineal

¢ = ay(1,1,1,0) + ax(0,1,1,1) + e4(1,0,1,1) + a,1,1,0,1)

= (a; tagtay, oy +tdytay, a,ta;tag aptaytagd; «€R

Si & es un vector cualquicra (p, ¢, r, s)€ ¥V, (R), hallamos que
a; = (p+qg+r—2s5)/3 ay = (p+r+s—2¢)/3
a; = (g+r+s—2p)/3 a, = (p+g+s—2r)/3

Asi que F es un conjunto linealmente independiente (demuéstrese) y genera a Vg (R).
En el Problema 6 se demuestra el

Teorema VIII. Si S = {&,, &, ..., &,} es una base del espacio vectorial ¥ sobre & y T = {,, 75,
-5 Ny} €s cualquier conjunto linealmente independiente de vectores de V, enton-
ces H = m.

Como consecuencias tenemos

Teorema IX. Si§ = {&,, &, ..., &,) es una base de J sobre #, entonces cualesquiera m + 1 vec-
tores de V forman necesariamente un conjunto linealmente dependiente.

y

Teorema X, Todas las bases de un espacio vectorial IV sobre # tienen el mismo nimero de ele-
mentos.

El niimero definido en el Teorema X se llama dimension de: V. Es evidente que dimension, como
se define aqui, implica dimensidn finita. No todo espacio vectorial tiene dimension finita, como se ve en el

Ejemplo 8: (¢) Por el Ejemplo 7 se sigue que ¥, (R) tiene dimension 4.

() Considérese V= lag + ax + ax* + a;x® + axx*: aq,e R}
Es claro que 8 = {1, x, x% x*, x*} es una base y que I Liene dimension 5.

{¢) El espacio vectorial ¥ de todos los polinomios en x sobre R no tiene base finita y, por tan-
to, carece de dimensién, Porque supdngase que B, formado de p polinomios linealmente
independientes de ¥ de grados = g, fuera una base. Como ningin polinomio de V' de
grado > ¢ puede ser generado por B, no es &sta una base.  Véase Problema 7.
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SUBESPACIOS DE UN ESPACIO VECTORIAL

Sea V, de dimensién n, un espacio vectorial sobre # y U, de dimension m < n del cual B = {¢,,
&, . .-, £,} es una base, un subespacio de V. Por el Teorema VIII; solo m de los vectores unitarios de V/
pueden expresarse como combinaciones lineales de los elementos de B; luego existen vectores de V que
no estin en U. Sea #, uno de esos vectores y considerese

kol 4+ kaly + ot kgl + Ky =1L, ki keF (2)
Ahora bien, k = z, pues si no, con k™' e F,
o= kot (—F§ — Wy et k&)
y # € U en contra de la definicion de n,. Con k = z. (2) exige que todo k; = z puesto que Bes una base,
y asi hemos demostrado el
Teorema XI. Si B={¢,, &, ....¢&,)} es una base de UC V y sim € V pero 5, ¢ U. entonces
B\J in,} es un conjunto linealmente independiente.

Sienel Teorema XI,m + | = n, ladimensionde V, B; = B {n,}esunabasede Visim + 1 < n,
B, es una base de cierto subespacio U, de V. En cste caso, hay un vector #, de ¥ pero no de U, tal que
¢l espacio U, que tiene por base B | {1, %12} 0 bien es V o esta propiamente contenido en V¥, . ... Con

lo que se obtiene el
Teorema XII. Si B = {é,,¢&,,...,¢&,) esuna basede UC ¥V de dimensidn s, existen vectores fy,
Moo s Tnem S0 V tales que B {12, .., fn-m} €8 una base de V.
Véase Problema 8.

Sean U y W subespacios de V. Definidos
UN'W = ([ EelU, EeW)

U+W = [(é+q: e€U, y€ W]
y dejamos al lector la demostracion de que cada uno de éstos es un subespacio de V.

Ejemplo 9:  Considérese ¥ = V, (R) sobre R con vectores unitarios €,, €, €, € como en el Ejemplo 7.

Sean
U = {ap + agea+ dgey: o, € B}
¥ W = {bjes + boea + byey : b, E R}
subespacios de dimensién 3 de V. Es claro que
UonW = {eys+ceg: 6 ERY, de dimension 2
¥ U+ W = dagpe + daey + dgey + bies +‘b253 4 byes: @, b € R}
= Adye + doea + dyeg + dyi,: d;ER} = v

El Ejemplo 9 ilustra el

Teorema XIIL Si U y W, de dimensiones r = n y s = n respectivamente, son subespacios de un es-
pacio vectorial ¥ de dimension ny si UM Wy U + W son de dimensiones p y f res-

pectivamente, entonces { = r + 5 — p.
Para una demostracién, véase Problema 9.

ESPACIOS VECTORIALES SOBRE R

En esta seccién limitaremos nuestra atencién a espacios vectoriales V = V,(R) sobre R. Se hace
esto por dos razones: (1) nuestro estudio tendra aplicaciones en geometria y (2) de todos los cuerpos
posibles, R presenia ¢l minimo de dificultades.
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Consi&érense en V = V;(R) los vectores £ = (ay, a,) ¥
y # = (b, b;) de la Fig. 13-2. La longitud || de & viene
dada por [¢| = \/a} + ¢} y la longitud de # por || = -
b? + b%. Por el teorema del coseno tenemos 1 S
'
|E—a = &+ [n]* — 2/¢-[sl cos® ; S
de donde .\\ : }
(y, as
cos fi = (ai +a) + (b1 +b3) — [(@ —by)® + (a2 — b2)?) ¢ T k.
2[¢- [’?I 5] : x
_ @bt + ash, b
. = %
f$ 1'-'?[ \5 //
La expresion para cos 8 sugiere la definicion del producto e
escalar (o producto interno) de & y n por
£’ = ab: + azb; Fig.13-2

£y
Con lo que|é| = V£-§ eosf = Y los vectores & y 1 son ortogonales (es decir, perpendiculares
1 i
entre si, de modo que cos & = Q) si, y solo si, £ +n = 0.
En el espacio vectorial V' = V, (R) definimos para todo ¢ = (@, a3, .. ., @) ¥y = (by, byy o s ),
f"l;l = Za;bi = aib; + agha + - -+ + @nbn

f = VEE = varT@s

De aqui se deduce

(1) |s¢] = |s| - ¢ para todo £V y todo se R
(2) [E]=0, la igualdad se verifica solo cuando £ =0
3) |E-n|=|¢|" ]l (Desigualdad de Schwarz)
4) [E+n|l= lfl + Inl (Desigualdad triangular)

(3) & y n son ortogonales si, y solo si, £+ = 0.
Para una demostracién de (3), véase Problema 10,

Veéanse también Problemas 11-13.

Supdngase que en V,(R) el vector i es ortogonal a cada uno de los £;, &3, . . ., ¢, Entonces, como
nebi=nb=---=n&, =0, tenemos 5 (c;&; + ;& + - + c,f,) = 0 para cualesquiera
¢;€ R y hemos demostrado el

Teorema XIV. Sien V,(R) un vector y es ortogonal a todo vector del conjunto {&;, &5, ..., Eu)y H €S
ortogonal a todo vector del espacio generado por este conjunto.

Véase Problema 14,

TRANSFORMACIONES LINEALES

Transformacién lineal de un espacio vectorial (%) en un espacio vectorial W(#) sobre el mismo
cuerpo %, es una aplicacién T de V(#) en W(#F) tal que

i) (& +E)Tr=&4T+ T para cualesquiera &, & & V(F)
(i) (s&)T = (1) para cualesquiera & e V(F) y se F

Limitaremos nuestra atencion aqui al caso W(#) = V(#), es decir, al caso en que T es una apli-
cacion de V(%) en si mismo. Como la aplicacién preserva las operaciones de adicidn vectorial y multi-
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plicacién escalar, una transformacién lineal de V(#) en si mismo, o bien es un isomorfismo de V{#)
sobre V(#) o bien un homomorfismo de V(#) en V(F).

Ejemplo 10: En geometria analitica plana la conocida rotacién de ejes un dngulo o es una transformacion
lineal

T: (x,y)— (xcosa— yseno, xsena + y Cosa)

de V¥, (R) en si mismo. Como elementos distintos de ¥; (R) tienen distintas imagenes y todo
elemento es una imagen (demostrarlo), T es un ejemplo de isomorfismo de V(R) sobre si
mismo.

Ejemplo 11: En ¥, (Q) considérese la aplicacion
T: (abcy—(a+ b+ 5 a+ 2¢; 2b + 6e), (a, b, e)e V3 (Q)
Por {(a, b,c), (d, &, f)e V3 (Q) y 5€ Q, tenemos
(i) (@bo+deN=@@+dbt+ec+f)—
a+d+b+e+5c+5 a+d+ 2c+2f 2b+ 2e + 6¢ + 6f)
=(a+b+ 5 a+ 2 2b+6c)+.(d+e+5f, d + 2f, 2e + 6f)
es decir, [(a b, ¢) + (d, e, /I]T = (a, b, )T + (d, &, /)T
Y
{ii) sla, b, ¢) = (sa, sb, sc) — (sa + sb + S5sc, sa + 2s¢, 2sb + 6s¢)
= sla+ b + 5¢, a + 2¢, 2b + 6¢)
es decir, [s(a, b, ¢)]T = s[(a, b, ¢)T]
Asi que T es una transformacion lineal sobre V; (Q)

Como (0,0, 1) y (2,3, 0) tienen la misma imagen (5, 2, 6), esta transformacién lineal
es ejemplo de un homomorfismo de V; (@) en si mismo.
La transformacién lineal T del Ejemplo 10 se puede escribir como
x(1, 0) + p(0, 1) — x{cos a, sen ) + y(— sen o, cos u)
lo que sugiere que T puede darse como
T: (1, 0) - (cos &, sen &), (0, 1) — {— sen «, cos )
Asi también, T del Ejemplo 11 se puede escribir como
a(l,0,0) + 50, 1,0) + ¢(0, 0, 1) = a(1, 1, 0) + 5(1, 0, 2) + c(5, 2, 6)
lo que sugiere que T puede darse como

T: (1,0,0)—(1,1,0),(0,1,0—(,0,2), (0,0, 1)— (52, 6)
De lo que se infiere:

Toda transformacion lineal de un espacio vectorial en si mismo se puede describir completamente

expresando el efecto que produce en los vectores unitarios de base del espacio.
2 Véase Problema 15.

En el Problema 16 se demuestra la propiedad mas general

Teorema XV. Si {&, &5, ..., &) es cualguier base de V = V(F) y si {1, #2, .. ., M, €s cualquier
conjunto de n elementos de V¥, la aplicacién

T: 61_’?% ('{= 1923"'1 ﬂ]

define una transformacion lineal de V' en si mismo.
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En el Problema 17 demostramos el

Teorema XVI. Si T es una transformacidn lineal de V(%) en si mismo y si W es un subespacio de
V(#), entonces Wr = {T: Ee W), la imagen de W por T, es también un subes-
pacio de V{(#).

Volviendo ahora al Ejemplo 11, observamos que las imégenes de los vectores unitarios de base
de V5(Q) son linealmente dependientes, es decir, que 26,T + 36;T — ;7 = (0,0,0,). Asi, pues, Vp C V'
en efecto, como (1, 1, 0} y (1, 0, 2) son linealmente independientes, Vr tiene dimension 2. Si definimos
la caracteristica (0 rango) de una transformacién lineal T de un espacio vectorial ¥ como la dimension
del espacio imagen Vy de V por T, tenemos por el Teorema XVI,

ry = caracteristica de T = dimensién de V

Cuando vale la igualdad, diremos que la transformacién lineal T es regular; si no, que T es singular.
Asi que T del Ejemple 11 es singular de caracteristica 2.

Considérese ahora la transformacion lineal T del Teorema XV y supongase 7 singular. Como los
vectores imagen 7; son entonces linealmente dependientes, hay elementos 5, &€ %, no todos z, tales que

2 s, = {.Entonces, para¢ = 3, 8, tenemos ¢T = (. Reciprocamente, supongase n = 3 t& # ¢ iy
T = BT = LET) + 4ET) + o + (8 T) = ¢
Entonces los vectores imagen &7, (i = 1,2, ..., n) deben ser linealmente dependicntes. Hemos de-

mostrado asi el

Teorema XVII. Una transformacion lineal T de un espacio vectorial V(%) es singular si, y solo si,
existe un vector no nulo e V(F) tal que {T = [,

Ejemplo 12: Para cada una de las siguientes transformaciones lineales de V4 (@) en si mismo, determinar
si €5 0 no singular,

le -+ 1{1,1,0,0) e = (1,1,0,0)

e~ (0,1,1,0) o = (0,1,1,0)

A B) B:

o e — (0,0,1,1)° ® g — (0,0,1,1)
& — (0,1,0,1) e (L 1,11)

Sea ¢ = (g, b, ¢, d) un vector cualquicra de ¥, (Q).

(a) Hagamos &4 = (ae; + be; + ce; + deg)Ad = (0. a + b + d b+e ¢+ d) =0. Como
esto exige que ¢ = b = ¢ = d = 0, es decir, que & = 0, 4 es regular.

(b} Hagamos éB=(a+da+h+db+c+dec+d =0 Como esto se cumple si
a=c=1b=0,d= —1,tenemos (1,0, 1, —1)B = 0 y B es singular, cosa evidente a
simple vista, es decir, ;B + €;B = €,8. Entonces, como ¢;B. ¢,8, ¢,B8 son linealmente
independientes como es manifiesto, B tiene caracteristica 3 y es singular.

Dejaremos nuevamente (véase el parrafo que sigue al Ejemplo 6) otros ejemplos y problemas para
el Capitulo 14.
ALGEBRA DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES

Dendtese por .+ ¢l conjunto de todas las transformaciones lineales de un espacio vectorial dado
V(#) sobre # en si mismo y por . el conjunto de todas las transformaciones lineales no singulares
de /. Definanse adicién (+) y multiplicacién ( + ) sobre & por

A+ B: A+ B)=E&A4 + EB, (e ViF)
y A+B: A-B)=({4)B. (e VI#F)
para todo A, Be o/. Definase una multiplicacién escalar sobre .« por

kA: EkA) = (kDA, (e V(F)
para todo deo y ke F.
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Ejemplo 13: Sean
g~ (a,b) g = (e, f)
A } B:
{52 = (e, d) ¥ {Ez =+ {g,h)
transformaciones lineales de V5 (R) en si mismo. Para cualquier vector { = (s, 1) € V3 (R);
encontramos
A = (8, 0)A = (se,+ teg)A = s(a,b) + He,d)
= (sa+tc, 2b + td)
tB = (se+tg, af + th)
Y

HA+B) = (3,4 + (s,0B = (sla+e)+tic+g), slb+f)+td+h)

Asi, pues, tenemos

A+ B: g =+ (ate b+))
& = {ctg, d+h)

De igual modo,
(A+B) = (1A = (sa+te, 8b+id)B
= (sa+te)+le, f) + (sb+td)+(g, k)
= (s(ae+bg) + tice + dp), slaf + bh) + tlef + dh))
3 AB: {q — (ae+ by, af + bh)
y e — (ce+dyg, ef + dh)

Por ultimo, para: cualquier k€ R, hallamos

(kA = (ks, kt)A = (k(sa+te), k(sb +td))

y
kA : {ﬂ > (ka, kb)

¢ > (ke, kd)
En el Ejercicio 18 demostramos el

Teorema XVIIL. El conjunto & de todas las transformaciones lineales de un espacio vectorial en
si mismo forma un anillo con respecto a la adiciéon y multiplicacion anteriormente
definidas.

En el Ejercicio 19, demostramos el

Teorema XIX. El conjunto .# de todas las transformaciones lineales no singulares de un espacio

vectorial en si mismo forma un grupo con respecto a la multiplicacion.
Dejamos al lector el demostrar el

Teorema XX. Si o es el conjunto de todas las transformaciones lineales de un espacio vectorial

V(%) sobre F en si mismo, entonces &/ ©s a su vez un espacio vectorial sobre #.

Sean, 4, Be . Como para todo €V,
(A+B) = (A + EB

es evidente que

V{A +B) (; VA + VB
Entonces, dimensién de V4.5 = dimension de ¥, + dimension de V5
-
y T e e o
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Como para cualquier transformacién lineal Te o,

dimension de F; = dimension de V
tenemos dimension de V4.5 = dimension de V,
Asi mismo, como V, C V, dimension de V. g = dimension de ¥y

De modo que e -
q Towem = Vo Tonmy = T

Problemas resueltos

1. Demostrar: Un conjunto no vacio U/ de un espacio vectorial V' sobre # es un subespacio de V' si,

y solo si, Ues cerrado con respecto a la multiplicacién escalar y a la adicion vectorial definidas sobre V.

Supodngase que U es un subespacio de V; entonces U es cerrado con respecto a la multiphicacion escalar y
a la adicion vectorial. Reciprocamente, supongase que U ¢s un subconjunto no vacio de ¥, cerrado respecto de
la multiplicacidn escalar y adicidn vectorial. Sea & € U entonces (—u)é = —(uf)= —Le Uy + (=&)={elU.
Asi, pues, U/ es un grupo aditivo abeliano. Como las propiedades (i)-(iv), pagina 144, son vahidas en V, también
lo son en U/. De modo que U ¢s un espacio vectorial sobre # y, por consiguiente, es un subespacio de V.

2. En el espacio vectorial V;(R) sobre R (Ejemplo 3, pagina 145), sean U generado por {, = (1,2, —1)
y & = (2, —3,2) y W generado por &5 = (4,1,3)y &, = (=3, 1, 2). (8on U y W idénticos subes-
pacios de V7

Primero considérese el vector £ = &; — &, = (7.0, 1)e Wl y el vector
7 = T+ = (x+2y, 22—3y, —x2+2y) € U
Entonces, £ y # son los mismos si existen x, y € R tales que

(x+ 2y, 22~8y, —&+2y) = (7,0,1)

Encontramoes que x = 3, y = 2. En realidad esto no demuestra que U/ y W son idénticos; para eso lencmos que
poder encontrar x, ¥ € R tales que

i+ yia = agy + b
para a, b e R cualesquiera.

=+ 2y 4a — 3b

De | 4 By 30 4 2B obtenemos 2z = la—5b), y = }HTa—b). Como 2z—23y + a+b;

Lk}

U y W no son ideénticos.

Geométricamente, [/ y W son planos diferéntes que pasan por @, el origen de coordenadas en el espacio or-
dinario. Tienen, desde luego, una recta de vectores en comun, siendo uno de estos vectores comunes el (7, 0. 1).

3. Demostrar: El conjunto de vectores no nulos § = {&,, &,, ..., &,} de V" sobre # es linealmente
dependiente si, y solo si, alguno de ellos, £, se puede expresar como combinacion lineal de los vee-
tores &,, &5, ..., &;-1 que le preceden,

Supéngase que los m vectores son lincalmente dependientes de modo que existen escalares &y, kp, . .. ke
notodos iguales a z, tales que Sk, = §. Supdngase ademés que el coeficiente k; no es = en tanto que los coeli-
cientes k;qs kjpgs ooy Ky SO0 2 (sin eXcluir naturalmente-el caso extremo j = m). Entonces, en efecto.

kit 4 bpte A ves ARG = L (1)
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y como k;&; # {, tenemos

kg, = kb —kafa — 00 Foj— g Ej—1

o bien g = mb T gl T 0 T G- 2)
con alguno de los ¢, # z. Asi que {; es una combinacién lineal de los vectores que le preceden.

Reciprocamente, supongase que se verifica (2). Entonces,
Faby + kots + 00+ kgt + e T #Gae T oo + 2w = ¢

con k; + z y los vectores £13 €3y 0.4 & sON linealmente dependientes.

4. Demostrar: Todo conjunto finito S de vectores, no todos nulos, contiene un subconjunto U lineal-
mente independiente que genera el mismo espacio que S.

Sea § = {£,, &, ..., &y} La discusion hecha hasta ahora indica que U existe, en tanto que el Teorema V
sugiere el procedimiento siguiente para obtenerlo a partir de S. Considerando sucesivamente cada vector de iz-
quierda a derecha, convengamos en excluir todo vector que (1) sea el vector nulo, o (2) se pueda escribir como
combinacion lineal de todos los que le preceden. Supdngase que hay nn = m veclores que quedan y denotémoslos
ahora de otra manera escribiendo U = {#, f13, ..., N,}. Por su construccién, U es un subconjunto linealmente

independiente de § que genera el mismo espacio que S.

El Ejemplo 6, pagina 146, muestra, como se hubiera podido anticipar, que habrd usualmente subconjuntos
de § linealmente independientes, distintos de U, que generardn el mismo espacio que S. Una ventaja del proce-
dimiento. utilizado arriba es que, una vez puestos los elementos de § en un cierto orden, solo se puede formar un
subconjunto, ¢l U, que sea linealmente independiente.

5. Hallar un subconjunto U linealmente independiente del conjunto § = {&,, &3, &4, £y}, siendo

fl = (1,2, ‘_1): Eg —. (_3, ‘_6, 3), SS = (2, l, 3), 64 = (8, 7, 7) (= R,

que genere el mismo espacio que S.

Primero, notamos que &, # { y pasamos a &;. Como &, = —3¢, (e decir, £; es una combinacion lineal de £, ),
Excluimos &, y pasamos a ¢,. Entonces, es & # s¢;, para todo s e R; pasamos a &,. Como &, no es multiplo es-
calar de &, ni de & (y, por tanto, nd queda excluido automdticamente), ponemos

B + tey = 8(1,2,-1) + #2,1,3) = BT = L
y buscamos una solucién en R, si existe, del sistema
s+2t =8 24t=17 —s+8 =7
El lector verificara que &, = 2¢, + 3&y; luego, U = {£;, &3} es el subconjunto pedido.

6. Demostrar: Si S = {&,, &, ..., &,} es una base de un espacio vectorial V' sobre # y s1 T' = {11,
Has...,#,) & un conjunto linealmente independiente de vectores de V, entonces n = m.

Como todo elemento de T se puede escribir como combinacion lineal de los elementos base, el conjunto
s = {1 Err oo a Em}

genera v y es linealmente dependiente. Ahora bien, n, # {; por tanto, alguno de los ¢ debe ser combinacién lineal
de los elementos que le preceden en §'. Examinando sucesivamente los ¢, supongase que hallamos que &, cumple
esta condicion. Excluyendo a &; de §', tenemos el conjunto

Sl = {‘hr El:- 1S TR ii—l: §i+1.! ALY Em}

que es una base de ¥ como vamos a demostrarlo. Es claro que §; genera el mismo espacio que 5, es decir, §,
genera V. Asi que solo necesitamos demostrar que S, es un conjunto linealmente independiente. Escribamnos

o= ayéy + @y + 0 + @y GeF, a; # 2
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Si §; fuera un conjunto linealmente dependiente, habria algin &, j > I que se podria expresar asi:
& = bim o+ baby + bk + oo F bifig F o bypgfer o+ byoggy, bz
de donde, sustituyendo #,
§ = eabi toegla o 4 oG8
contra lo supuesto de que § es un conjunto linealmente independiente.
Andlogamente, S; = {mg s Ero e - or Bimts Bitar o v es Em)

es un conjunto linealmente dependiente que genera a V. Como #1 ¥ H, son linealmente independientes, alguno de
los £ de S, &, por ejemplo, es combinacion lineal de todos los vectores que le preceden. Reiterando el razona-
miento anterior, se' obtiene (suponiendo j > i) el conjunto

8 = {wg-vﬂph:ig»---rfi—pEHl----,fj—l-f_i+1»---,€m}

como base de V.
Pero este proceso se puede repetir hasta agotar T con tal que n = m. Supdngase n > m y que hemeos obtenido

Sa = {Tmim—1r o000 m2 M}

como base de V. Considérese S), = S\ {#n+}. Como S,, es una base de ¥ Y ui+1 € V, entonces #,, ;. ; s com-
binacién lineal de los vectores de S,,. Pero esto contradice la hipétesis sobre T. Luego n = m, como se requiere.

(@) Elegir una base de V;(R) del conjunto
S = {868} = ((1,-3,2),(2,4,1),(3,1,3), (1,1,1)}
(b) Expresar los vectores unitarios de V;(R) como combinacion_es lineales de los vectores de base
encontrados en (a).

(a) Si el problema tiene solucién, alguno de los ¢ debe ser combinacion lineal de los que le preceden. Se ve de
inmediato que £y = £, + ;. Para demostrar que {&), &,, &} es un conjunto linealmente independiente
Y que, por tanto, es la base pedida, tenemos que demostrar que

afy + bis + ¢ty = (a+2b+¢, —8atdb+e 2a+bte) = (0, 0, 0)
implica @ = b = ¢ = 0. Se deja esto al lector.
El mismo resultado se obtiene demostrando que

sty + ta = £, steER

s+ 2t =1
es decir, que 4 —38 + 4¢ = 1 es imposible. Por ultimo, el lector familiarizado con los determinantes re-
2 —
g+ i 1 121
cordard que estas ecuaciones tienen solucion si, y solo si, | —8 4 1| = 0
211

(b) Hégase al, + b&; + c, igual a los vectores unitarios €,, €,, €, sucesivamente obteniendo

~a+gb+c:l a+2b+e =0 e+2+¢ =0
—3a+4db+ec =0 —Ba+4b+e =1 —3da+4db+ec =0
2a+ b+e =0 2a+ b+ec =0 2694 F+e =71

siendo las soluciones:
a=38/2, b=15/2, ¢=-11/2 a=b=-1/2, ¢=3/2 a=—1, b=-2 ¢=5
Asi, pues, & = H361+ Bk — 118,), & = H—&—fa+36). ¥y & = —f& — 26 + B
Determinar, si es posible, una base del espacio vectorial ¥,(Q) que incluya los vectores &; = (3.

-2,0,0)y &, =1(0,1,0,1).

Como &, #(, & + { ¥ &; # 5&,, para todo s e Q, sabemos que &, y &, pueden ser elementos de una base
de ¥, (Q). Como los vectores unitarios €;, €,, €5, €, (véase Ejemplo 7, pagina 147) son una base de ¥, (@), el con-
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junto 8§ = {&,, &, €1, €3, €3, €4} generd a V, (Q) y contiene seguramente una base del tipo que buscamos. Aho-
ra bien, €, serd un elemento de la base dicha si, y solo si,

afy + béy + e, = (3a+e, —2a+b,0, b)) = (0,0,0,0)

implica @ = & = ¢ = 0. Evidentemente, ¢, puede servir como elemento de la base. Y nuevamente, €, serd un
elemento si, y solo si,

at; + biy +ce; +dey = (3at+e, ~2a+b+d, 0, b)) = (0,0,0,0) (3]
implicaa = b=c=d =0.Tenemos b = 0 = 3¢ + ¢ = —2a + d; entonces, (/) se verifica paraga = 1,5 = 0,
c= —3,d =2, y entonces {,, &,, €,, &} no es una base. Dejamos al lector comprobar que £, €3, €4y €3] es

una base.

Demostrar: Si U y W, de dimensiones r = n y 5 = n respeclivamente son subespacios de un es-
pacio vectorial ¥ de dimension n y si U () W'y U + W son de dimensiones p y ¢ respectivamente,
entonces t =r + 5 — p.

Tomese A = {&4. &5, ..., &,} como base de UM\ W vy, segin el Teorema XII, pagina 148, témese
B=AWU{k Ay ..., A} como base de Uy C = A\ {p;. Yz, - - -+ s ,) como base de W. Entonces, por
definicién, todo vector de U + W se puede expresar como combinacion lineal de los vectores de

D = {éll £3y - uy Epl Ay Rayviey J\r—pl F%i- Hoy «awy ’-"s—p}

Para demostrar que D es un conjunto linealmente independiente y que, por tanto, s una base de U + W, con-
sidérese
gy + gty + 0 oagh, by + bzw_\z Foes b ph o ot e uey = F (€3]

donde a;, by, ey € F.

Hagase n = cyu; + E;p&; + o+ € plty—p. Comonme Wypor (IJnel,esnelUMN Wyes combinacién
lineal de los vectores de A, sea n = d,&, + d,&; + - -+ + d,{,. Entonces,

ey + Gopy + v ey ppg gy — dify — Dby — o — Ayl = F
¥, como C es una base de W, cada ¢; = z y cada &, = z. Con cada ¢; = z, (/) se convierte en

aify + tgfs + cor Foapty, + by Fbodp + o F b G, = 1)
Como B es una base de U, cada a; = z y cada b, = z en (/"). Entonces D es un conjunto linealmente indepen-
diente y, por tanto, es una base de U + W de dimension r=r + 5 — p.
Demostrar: |E-n| = ||+ |7] para cualesquiera & neV, (R).

Para £ = 0 o 5 = 0, tenemos 0 = 0. Supdngase ¢ # 0 y 5 # 0; entonces, |11| = k|¢| para algin ke RY,
y tenemos
den o= [a2 = [k-Jd] = Eelglcll = Bl o= ke

y 0 = (ke=w)e(ke=n) = K0 = 2k@Een) + 9o
= 2kl fo] = 2h(m)

Luego *2k(sem) = 2kl -0l

=(rn) = Ll [l
: =9l = [sl* [l
Dados & = (1,2,3,4)yn = (2,0, =3, 1), hallar
(@) €9, () €] ¥ |nl (c) B¢ y [=3q|, (d) [§+7|
(@) ¢=9 = 1:2+20+3(-3)+4:1 = -3
® ¢ = VI'L.t2-2+3:8+4-4 = V30, ol = VI+9+1 = Vis
© |5t = V25 254 + 25-9 + 25-16 = 530, |81 = V-4 +9-9+09:1 = 3/
@ t¢+% = (3,205 y lt+q = Vo+4a+25 = V38
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14,

Dados ¢ = (1,1, 1) y 1 = (3,4, 5) de V5(R). hallar
el vector mas corto de la forma A = & + sn.

Aquies A = (1438 1+4s, 1+5s)

y [A2 = 3+ 248 + 50s2

Ahora bien, |A| es minimo cuando 24 + 1005 = 0. Luego
A= (7/25,1/25, —1/5). Se encuentra Ficilmente que Ay n
son ortogonales. Hemos resuelto asi el problema de hallar
la minima distancia del punto P(1, 1, 1) del espacio ordinario
a la recta que va del origen a Q(3, 4, 5).

Fig.13-3
Para { = (ay, a3, @3), 1 = (by, bs, b3) € V4(R), definase
EXn = (azbs—asby, asb: —aibs, aib: — azb))
(@) Demostrar que ¢ x n es ortogonal a £ y a n.
(b) Hallar un vector A ortogonal a £ = (1, 1, 1) y an= (1,2, —3).
(@) ¢+ (X%} = eyfapby—aghy) + aslaghy —aybs) + eglaby—asky) = 0y andlogamente paraz * (¢ X 7).

® x» = gx9 = (L=B—2+1, 1+1—1(=3), 1-2—-1+1) = (=5,4,1)

Sean £ =(1,1,1, 1) y n = (1, 2, =3, 0) vectores dados de V4(R).

() Demostrar que son ortogonales.
(b) Hallar dos vectores linealmente independientes A y u, que sean ortogonales tanto a & como a .

(c) Hallar un vector v no nulo ortogonal a los £, 5, A y demostrar que es combinacién lineal de & y i
(@ £n=1-1+12+1-(—3)=0; de modo que ¢ y # son ortogonales.
{b) Supodngase que (a, b, ¢, d)e V, (R) es ortogonal a & y a n; entonces,
(i) a+bte+d =0 v a+2 —3 =0
Tomese primero ¢ = 0. Entonces a + 2b = Ose verificaparaa =2, b= —l:ya+ b+ c+d=10

da ahora d = —1. Tenemos A = (2, —1,0, —1).

Témese después b = 0. Entonces a — 3c = 0 se cumple paraa =3, c=1;va+b+ec+d=20
da ahora d = —4, Tenemos ¢ = (3,0, 1, —4). Evidentemente, A y u son linealmente independientes.

Como una solucién obvia de las ecuaciones (i) es a=b =c=d =0, ipor qué no se toma A =
(0,0, 0, 0)?

{e) Siv = (a, b, ¢, d) es ortogonal a &, n y A, entonces

atbt+ec+d =0, a+2 —3 =0 y 2a—b—d =0

Sumando la primera y ultima ecuaciones, tenemos 3a + ¢ = 0, que se cumple para a = 1, ¢ = —3. En-
tonces b= —5, d=7 y v= (1, —5 —3,7). Por ultimo, v = 5k — 3

Nota. Téngase en cuenta que las soluciones obtenidas aqui no son inicas. En primer lugar, cualquier
miltiplo escalar no nuio de cualesquiera o de todos los A, &, v es también una solucién, Y ademas, al determinar
A (y también u) hemos hecho arbitrariamente ¢ = 0 (también & = 0). No obstante, examinese la solucién en
(c) y verifiquese que v es tnico salvo en un factor escalar.
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15. Hallar la imagen de ¢ = (1, 2, 3, 4) por la transformacion lineal
(1,-2,0,4)
(2,4,1,-2)
(0,-1,5,~-1)
(1,3,2,0)

i

A- €2
3

£

R

1
de V,(Q) en si mismo.

Tenemos
E = e+ ey + Feg + dey —
(1,—2,0,4) + 2(2,4,1,—2) + 3(0,~1,5, —1) + 4(1,3,2,0) = (9,15,25,—3)

16. Demostrar: Si {¢,, &, . . .. &,} es una base cualquiera de V = V(#)y si {n;, 1z, . .+, N} €5 cual-
quier conjunto de n elementos de ¥V, la aplicacion

T: &% (i=1,2,...,n)
define una transformacion lineal de V' en si mismo.
Sean; = X s¢; ¥ n = = t¢; dos vectores de V. Entonces
g+ = Bla+t)s » S+t = Sen + St
de manera que (i) t+a)T = T+ 4T
Asi, pues, para cualquier s € % y cualquier eV,
8€ =85 Es{'&i - B Esiﬁi

de modo que (ii) ()T = s(T)
segiin se afirmaba

17. Demostrar: Si T es una transformacion lineal de V(%) en si mismo, y si W es un subespacio de
V(&F), entonces Wy = {(T: Ee W), la imagen de W por T, es también un subespacio de V(F).

Para cualesquiera £T, nT € Wy, tenemos ET + 77 = (& + m)T. Como &, n € W implica & + n e W, enton-
ces es (¢ + )T e Wy, Asi que Wy es cerrado respecto de la adicién. Andlogamente, para cualesquiera (T € Wr,
seF tenemos s(¢T) = (s&)T € Wy puesto que £ € W implica s¢ € W. De modo que Wy es cerrado respecto
de la multiplicacién escalar, lo cual acaba la demostracion.

18. Demostrar: El conjunto o/ de todas las transformaciones lineales de un espacio vectorial V(F)
en si mismo, forma un anillo con respecto a la adicién y multiplicacién definidas por

A+ B: A+ B)=EtA4 + &B, Ee V(F)
A-B: E(A-B)= ((A)B, Ee V(F)
para cualesquiera 4, Be .

Sea {,ne V(#), ke F y 4, B, Ce «. Entonces,
(g+aA+B) = (+ad + (g+nB = A + 94 + B + 3B

= tA+B)+ 7(A+B)

y (ke}A+B) = (kA + (k5)B = ki(zd) + k(¢B)
= kitA+¢B) = ki(A+B)
Asimismo, E+nAB) = [(t+mA]lB = (EA+q24)B

((A)B + nA)B = ¢(A-B) + 9(A-B)
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19.

Asi, pues, 4 + B, A-Be o y o es cerrado con respecto a la adicion y a la multiplicacion.
La adicién es conmutativa y asociativa, pues

HA+B) = tA+4¢B = (B+:A = B+ A)
y HA+B)+C) = gA+B)+¢C = A + ¢B + C
= tA + 4B +0C) (A +(B+C)

Il

Dendtese la aplicacion que aplica cada elemento de V(F) en { por 0; es decir,
0: f0={ ZeW#F)

Entonces 0 e of (demuéstrese), {(4 + M) =4 + §0=C4 + [ = ¢4
y 0 es el elemento neutro aditive de .

Para todo A e &, sea —A definido por

—A:  —4d)= —(£4), LeV(F)
Se sigue ficilmente que —A4 € & y que es el simétrico aditivo de 4 ya que
{=fAd=(C—-4=C4+[-(4)] =¢[A+ (—-4)]=¢"0

Hemos demostrado que & es un grupo aditivo abeliano.

La multiplicacion es asociativa desde luego, pero, en general, no es conmutativa (véase Problema 55). Para
terminar la demostracidn de que & es un anillo, demostremos una de las leyes distributivas

A (B+C)=AB+A4-C
dejando la otra al lector. Tenemos
{4 (B+ C)] = (EA4)B + C) = ({4)B + (£A)C
=EAB)+ EA-C)=E,A-B+ A-C)

Demostrar: El conjunto .4 de todas las transformaciones lineales regulares de un espacio vecto-
rial V{#) en si mismo, forma un grupo multiplicativo.

Sean A, Be 4. Como A y B son regulares, aplican V() sobre V(#), es decir, V, = ¥ y Vg = V. Entonces
Via-m= (Vs = Vg = V'y A" Besregular. Asi, pues, A - Be .# y 4 es cerrado respecto de la multiplicacién.
La ley asociativa se verifica en .4 pues s¢ verifica en of.

Sea Z la aplicacion que transforma cada elemento de ¥(#) en si mismo, es decir,
Z: EZ=EF EeWV(F)

Evidentemente, Z es regular, pertenece a .# y como
SZ-A)=((Z)4 = {4 = (CA)Z = {4+ Z)
es el elemento neutro en la multiplicacion.

Ahora bien, 4 ¢s una aplicacién biyectiva de V'(#) sobre si mismo; de modo que tiene una inversa 4~ de-
finida por
A7l (AT = §, Le VIF)

Para cualesquiera &, ne V(F), Ae# y ke #F, tenemos £A, nd e V(F). Entonces, como

A+ A = (E+MA-A ' =E+n= (A4 + (pa)4™"

y [k(EA)]A™" = [(ROATA™" = k& = K[€A)4™"]

- se sigue que A~ ! € . Pero, por definicién, 4! es regular; de manera que A~ e .#. Asi, pues, todo elemenio

de # tiene un simétrico multiplicativo o inverso y .4 es un grupo multiplicativo.
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Problemas propuestos

Utilizando la Fig. 13-1, pagina 143:
{a) Identificar los vectores (1, 0) y (0, 1); asimismo, los (4, 0) y (0, 6).
(b)) Comprobar que (a, b} = (@,0) + (0, 5) = a(l,0) + b0, 1).

Mediante definiciones naturales de multiplicacion escalar y de adicion vectorial, mostrar que los siguientes son
espacios vectoriales sobre el cuerpo indicado:

(@) V=R F=0 ) V=C; F=R

(c) V={a+b\3/§+c 3:abceQl; F=0

{d) V = todos los polinomios de grado = 4 sobre R, incluido el polinomio nulo; # = @
() V=1c;&+ e¢¥:c,c,eR}; F=R

(f) V={a,ana): €0, ay+ 2a, = 3a3}; F =10

(g) V=1a+bx:abeZ/3)}; F =Z/3)

{a) ;Por qué el conjunto de los polinomios en x de grado > 4 sobre R no es un espacio vectorial sobre R?
(k) :El conjunto de los polinomios R[x] es un espacio vectorial sobre 07 ;Y sobre C?

Sean £, ne V sobre ¥ y s, te F. Demostrar:
(a) Si ¢ + [, entonces s¢ = £ implica s = .
() Si s+ z, entonces s& = sy implica & = n.

Sean £, r; # (€ I sobre #. Demostrar que ¢ y # son linealmente dependientes si, y solo si, £ = sn para algin
seF.

{a) Sean & ne V(R). Si £ yn son lincalmente dependientes sobre R, json lincalmente dependientes sobre @
necesariamente? ;Y sobre C7
(b) Considérese en (a) el cambio de linealmente dependiente por linealmente independiente.

Demostrar los Teoremas 1V y VI, pigina 146.

Dado el espacio vectorial V¥ = V, (R) = {(a. b, ¢, d): a, b, c,de R} sobre R, jcudles de los subconjuntos que
siguen son subespacios de V7?7

(@) U= {{e,a,0.0): a ER}

4y U = {{a,b,a,d): a,bE Z}

() U = {(a,2a,b,a+th): a,b€ER}

dy U {(ay, ag; a3, 04) : 6; € R, 2ay+ 3ag = 0}

(¢) U = {(a;, @ a3,a4): @; € R, 2a,+ 303 =5}

Determinar cudles de los siguientes conjuntos de vectores de V3 (Q) son linealmente dependientes o indepen-
dientes sobre Q.

(o) {(0,0,0), (1,1,1)} (@) {(0,1,-2), 1,-1,1), (1,2,1)}
(b) {(1,-2,3), (3,~6,9)} (e) {i0,2,—4),(1,-2,-1),(1,—4,3)}
(e} {(1,—2,-3), (3,2, 1)} (N {1,-1,-1), (2,3,1), (—1,4,~2), (3,10, 8)}

Resp. (c), (d) son linealmente independientes.

Determinar si los siguientes conjuntos de vectores de V3 (Z/(5)) son linealmente dependientes o independientes
sobre Z/(3).

(@) {(1,2,4), (2,4,1)} (e) {(0,1,1), (1,0,1), (3,8,2)}

(by {(2,3,4),(3,2,1)} (d) {(4,1,3),(2,3,1), (4,1,0}

Resp. (a), (c) son linealmente independientes.

Dado el conjunto S = {(1,2, 1), (2, 3,2), (3,2, 3), (1, 1, 1)} de vectores de V(Z/(5)) hallar un conjunto maximo
linealmente independiente T y expresar cada uno de los restantes vectores como combinacion lineal de los ele-

-~ mentos de T.
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Hallar la dimension del subconjunto de V, (Q) generado por cada uno de los conjuntos de vectores del Problema 28.
Resp. (a), (b) 1; (c), (e} 2: (d), () 3

Para el espacio vectorial € sobre R, demostrar
(@) {1,i} es una base
(6) {a + bi,c + di} es una base si, y solo si, ad — be # 0.

En cada uno de los siguientes casos, hallar una base del espacio vectorial que incluya los vectores indicados:
(@ 1(1,1,0)0,1,1)} en ¥s (). |

0 {2,1,=1,-2),(2,3,-2,1),(4,2. —1,3)! en V, (Q).

ey {2,1,1,0)1(1,2,0, 1)} en ¥, (Z/(3)).

(d) {(,0,1,0) (0,4 1,0)} en V,(C).

Demostrar que § = {&,,&;, &) = {4, 1 + i 2}, (2 + i,i, 1), (3,3 + 2i, —1)} es una base de V4 (C) y expresar
los vectores unitarios de ¥, (C) como combinaciones lineales de los elementos de S.
Resp. &g = [(—39—60)¢; + (80 — i)¢p + (2 — 139)¢)/173
& = [(86 —40i)¢; + (—101 + Bli)sy + (71 — 294)¢5])/346
[(104 + 16), + (75 — 550)¢; + (—63 — 234),]/346

€
Demeostrar: Si k&, + ka&y + kaly = ( con kk, + z, entonces {&1. &) ¥ {5, &3} generan el mismo espacio.
Demostrar el Teorema 1X, pagina 147.

Demostrar; Si {¢,, &, &5} es una base de V5 (Q), también lo es {&; + &, &, + &5, &5 + &, ). ¢ Es esto cierto en
Vi (Z/2)? 4En V5 (Z/(3))?

Demostrar el Teorema X, pagina 147. Sugerencia: Supdngase que A y B, de m y n elementos, respectivamente,
son bases de V. Primero asociese S con 4 y T con B, luego S con By T con A4 y apliquese el Teorema VIII.

pagina 147.

Demostrar: Si ¥/ es un espacio vectorial de dimensién 7 = 0, cualquier conjunio linealmente independiente de
n vectores de ¥ es una base.

Sean £}, &, ... &€V Yy S= {5, &, ..., &} que genera un subespacio I/ C V. Demostrar que el minimo
de vectores de ¥ necesarios para generar U es el maximo de vectores linealmente independientes de S.

Sea {&£,, &;, . ... ¢, una base de V. Demostrar que todo vector ¢ € F tiene una representacion Gnica como com-
binacion lineal de los vectores de base.
Sugerencia. Supongase t = 3 eif; = = dif; ;entonces 3 e — Sdif; = L.

Demostrar: 5i Uy W son subespacios de un espacio vectorial ¥, también lo son U N\ Wy U + W.

Sean los subespacios U y W de V, (Q) generados por
4 = {2,-1,1,0,(1,0,2,1)} y B = {{0,0,1,0),(0,1,0,1), (4,—-1,5,2)}

respectivamente. Comprobar el Teorema X111, pagina 148. Encontrar una base de / + W que incluya los vec-
tores de .4; también una base que incluya los vectores de B.

Demostrar que P = {{a, b, —b, a): @, he R} con adicion definida por
(a,b,—b,0) + (¢,d,—d,c) = (a+o b+d —(b+4), a+c)

y ‘multiplicacion escalar definida por klw b, —b. a) = (ka, kb, —kb, ka) para todo (a, b, —b, a), (c.d, —d.c)e P
¥ ke R, es un espacio vectorial de dimension dos.

Sea el primo p un elemento primo de G del Problema 8, Capitulo 10. Denétese por & el cuerpo G/(p) y por F'
el cuerpo primo Z/(p) de #. El cuerpo-#, considerado como espacio vectorial sobre &', tiene por base |1, !:
luego & = {a,*1 + a;*i: ay, a, € #'}. (a) Demostrar que F tiene a lo mas p* elementos. () Demostrar que
# tiene al menos p? clementos (esto es, @y *1 + a;+i=5hy 1 4+ by isi, ysolo si, a, = b, = uy — by = 0)
¥ que, por tanto, tiene exactamente p® elementos.
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Generalizar el Problema 45 a un cuerpo finito & de caracteristica prima p, sobre su cuerpo primo con n elemen-
tos como base.

Para &, n, pue V, (R) ¥y ke R demostrar

(@ fs3 =9°% (B) E+meu=4u+ nru (o) (kivn) = Kl q).

De la desigualdad de Schwarz obtener —1 = (& - n)/(J¢] - |n]) =1 para demostrar que cos ¢ = £ geter-
mina un 4ngulo tnico entre 0° y 180°, I¢l * Il

Supéngase la longitud definida como en V, (R). Demuéstrese que (1, 1) € V', (Q) carece de longitud en tanto que
(1, i) € ¥5 (C) es de longitud 0. ; Es posible dar una defiricion de £ - n tal que todo vector no nulo de V; (C) tenga
longitud diferente de 07

Sean &, n € ¥, (R) tales que |¢| = |g|. Demostrar que & — 5 ¥ { + 5 son ortogonales. ;Cudl ¢s la interpretacién
geométrica?

Para el espacio vectorial ¥ de todos los polinomios en x sobre un cuerpo #, comprobar que las siguientes apli-
caciones de ¥ en si mismo son transformaciones lineales de V.
(a) alz) = alx) (¢) alz) = al—2)

(B) alx) = —alw) (d) alz) = a(0)

Demostrar que la aplicacién T: {4, b) = (@ + 1, b + 1) de V; (R) en si mismo no es una transformacion lineal.
Sugerencia. Compdrese (¢, + €))7 con (e, T + 7).

Para cada una de las transformaciones lineales A, estudiar la imagen de un vector arbitrario £ para determinar
la caracteristica de A v, si 4 es singular, determinar un vector no nulo cuya imagen sea 0.

(o) A: ¢ = (2,1), e = (1,2)

) A: ¢ = (3,4, e — (3,4

(c) A €] (1.1,2}. € (2,1,3), € (1, 0,“‘2)

(d) A: ¢ = (1,-1,1), & = (—3,3,-3), & —*:(2,3,4)

(€) A: ¢ = (0,1,-1), & — (—1,1,1}, & — (1,0,—2)

f) A: 4= (1,0,3), & — (0,1,1), e > (2,2,8)

Resp. (a) regular; (b) singular, (1, 1); (c) regular; (4) singular, (3, 1,0); () singular, (—1, 1, 1); () singular,

2,2, —1).
Para cualésquiera A, Be o v k, e F demostrar
{a) kA E 4
(%) k(A+B) = kA +kB; (k+DA = kA + 14
(¢) k(A+B) = (KA)B = A(kB); (k-DA = k(lA)
(d) 0+A =k0=10;, ud = A

con 0 definido en la pagina 159. Junto con el Ejercicio 18, esto completa la demostracién del Teorema XX, pa-
gina 152.

Calcular B+ A4 de las transformaciones lineales del Ejemplo 13, pdgina 152, para demostrar que, en general,
AB+ B+ A

Para las transformaciones lineales sobre V5 (R)

e~ (a,b,0) a2 (kD
A: e —(def) y B: & > (m, n, p}
e = (g, hd) €2 (g,7,8)
oq = (at+ibtkectl)
obtener A+B: e (d+m,et+n f+p)

5= gtag,htr its)
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e — (aj+bm +cq, ek +bn+er, al+dp+ cs)
A-B: 0 = (di+em+fq, di+en+ fr,dl+ep+ fa)
e = (gi+hm+ig, g+ hn+ir, gl + hp + i8)

y. para todo ke R, ¢ = (ka, kb, ke)

kA : e =+ (kd, ke, kf)
es = (kg, kh, ki)

= (2,3)

Calcular 1a inversa 4! de A : {" (L1 4 ¥, (R).
fs y X

Sugerencia: Tomese 4—1; I a = (p,9) y considérese (£4)4™! = & donde & = (a, b).

l‘z = (r, 8)
o {1220
Para la aplicacion
ne (120020 wvonmar-ne

verificar que:

(@) T, es una transformacion lineal de ¥ en W.
() La imagen de £ = (2,1)e V es (2,3,4)e W.
(c) El vector (1,2,2)e W no es imagen.

{(d) ¥y, tiene dimension 2.

Para la aplicacion
€ = (1!(]!0} = (]'!Oi 1} 1]
Tyt fa=(0,10 > OLL1) G V=F@B) e WEV.E
&g =1(0,0,1) = (1,-1,0,0)
comprobar que:
(@) T, es una transformacion lineal de ¥ en W.
{#) La imagen de & = (1, —1, —1}eV es (0,0,0,0)e W.
(¢) Vr, tiene dimensién 2 y ry, = 2.

Para T, del Problema 58 y T, del Problema 359, verificar que

L. Ja=(0 = (2.0,2,2)
it {‘2= 0,1) - (2,-1,1,1)

¢ Cudl es la caracteristica de T, - 7,7



Capitulo 14

Matrices

INTRODUCCION

Considérense de nuevo las transformaciones lineales sobre V3 (R)

¢~ (a,b,0) ¢~ (k1)
A: 1~ (def) y B: {¢~(mn,D) (1)
¢ (9, 1) = (¢,7,3)

para las cuales (véase Problema 56, Capitulo 13, pagina 162)

¢~ @+ib+k e+l
A+B: g~ (d+met+nf+p)
& > (g+aq h+r,i+s)

¢~ (a}'+bm+cq,ak+bn+cr,a£+bp+cs}
A'B: ¢~ {df+em+)‘q,dk+e‘n+fr,d!+e'p+fs)
6 (gi+hm+iq,gk+}m+ir,gt+hp+is}
¢, = (ka, kb, kc)
kA : Ez-" (kd!keskf) ¥ kR
¢ > (kg kh, k)

Con el objeto de simplificar, remplacese esta notacion de las transformaciones lineales 4 y B por
los cuadros

a b ¢ j_-k 1
A=|def|l.,y B=|mnp ()
g h i . qg r 8

- {
que se obtienen poniendo los vectores imagen entre corchetes y eliminando paréntesis y comas sobran-
tes. El problema que s€ nos presenta es traducir las operaciones con transformaciones lineales a ope-
raciones correspondientes con estos cuadros. Asi tenemos:

La suma A + B de los cuadros 4 y B ¢s el cuadro cuyos elementos son las sumas de los ele-
mentos correspondientes de 4 y B.

El producto escalar kA de un escalar cualquiera k por 4 es ¢l cuadro cuyos elementos son k
veces los correspondientes elementos del A.

Al formar el producto A - B piénsese que A consiste en los vectores py, P2, P3 (los vectores fila
de A), cuyos componentes son los elementos de las filas de A y que B consiste en los vectores ¥, Y2, ¥3
(los vectores columna de B), cuyos componentes son los elementos de las columnas de B. Entonces,

164
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Py PieYr PieYs P1tYa
A*B = |pllnve v = |rt Per¥a 8207
Ps PasYi P3*7z2 P37y

flonde pi* y; es el producto interno de p; y y;. Notese cuidadosamente que en A * B aparece el producto
interno de cada vector fila de 4 por cada vector columna de B; asi como también que los elementos de

cualquier fila de A4 - B son los productos internos, cuyo primer factor es el vector fila correspondien-
te de A. -

Ejemplo 1:

@) Si A=/ 1% y B= &8 sobre O, se tiene
3 4 B

gy LR sl L Le 8] Lo — |10+1 10+2| _ |10 20
347 4+8 10 12 10-3 10-4 30 40

-3

iop = [=2] [Pie]" oo frene2ene tra 28l 20 2
3a| |mts) 3:5+4-7 3:6+4-8 43 §O
iz
y i BB BB ool |Bek18) 10-k2e) |28 84
7 8| |34 7T+24 14+ 32 31 46
1 0 -2 3-1 0
) Si A=|o-3 1| y B=|-2 o §| sobreQ, seticne
2 1 0 0 2 -1
3 —1—4 - 2 8 6 2 3 3 -1
A*B = 6 g —9—-1|=|6 -2 —10 y B:A=| 4 3 4
6-2 -2 3 4 -2 3 -2 =7 2

MATRICES CUADRADAS

Los cuadros de la seccién precedente, con los cuales se ha definido una adicién, una multiplica-
cién y una multiplicacién escalar, s¢ llaman matrices ciadradas; mds exactamente, son matrices cud-
dradas de orden 3, pues tienen 3? elementos. (En el Ejemplo 1(a) las matrices cuadradas son de orden 2.)

Para poder escribir completamente matrices cuadradas de drdenes mayores vamos a introducir
una notacion més uniforme. En lo que sigue, los elementos de una matriz cuadrada se denotaran por
una sola letra afectada de subindices que varian; por ejemplo:

bu bz bis b

ay iz Gi3 . -

bar bas bes ba
e B
el i y B s 0 bui
Qun Oz Cas

ba b b b

Cualquier elemento, como el b,4, por ejemplo, se ha de considerar como b, 4, si bien, al menos que sea
necesario (como en b,,,, que podria ser b, , 0 b, ;;), no se pondrd la coma. Una ventaja de esta no-
tacién es que cada elemento indica su posicion en la matriz. Por ejemplo, el elemento b,, estd en la se-
gunda fila y cuarta columna, el b;, en la tercera fila y segunda columna, etc. Otra ventaja es que po-
demos indicar las matrices 4 y B anteriores con solo escribir

A= [ag), (=123;7=123)
y ' B =[b) (i=1234i=1234
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Entonces, para la A definida y C = [e;]. (1,7 =1,2,3), el producto es

2 Q15 Ci1 2 @155 2 Q155
A:C = | Dagen 3 ancp 3 ancm
Doscn D GuCp D Gyl

donde en cada casilla la sumacién se extiende a todos los valores de J; por gjemplo,

2‘121 Cja = AnCia + @ooCos + A23Cs3, ete.

Dos matrices cuadradas L y M se dirin iguales, L = M, si, y solo si, una es duplicado de la otra,
esto es, si, y solo si, L y M son la misma transformacién lineal. De modo que dos matrices iguales tie-
nen necesariamente el mismo orden.

En una matriz cuadrada se llama diagonal principal la diagonal que va de la esquina superior iz-
quierda a la inferior derecha. Los elementos de la diagonal principal son los que tienen igual indice de
fila y de columna y solamente ellos (por ejemplo, a,,, a;;, @y, de A).

Por definicidn, hay una aplicacién biyectiva entre el conjunto de todas las transformaciones linea-
les de un espacio vectorial sobre % de dimensién 7 en si mismo ¥y el conjunto de todas las matrices cua-
dradas sobre # de orden n (el conjunto de todas las matrices cuadradas de orden n sobre #). Ademas,
hemos definido con estas matrices una adicion ¥y una multiplicacion, de tal modo que esta aplicacién
es un isomorfismo. De modo que por los Teoremas XVIII y XIX del Capitulo 13, pagina 152, tenemos

Teorema I. El conjunto de las matrices cuadradas de orden n sobre & dotado de adicidén y multipli-
cacion, es un anillo unitario .

En consecuencia:

La adicidén es asociativa y conmutativa sobre %.

La multiplicacion es asociativa, pero, en general, no es conmutativa sobre .

La multiplicacién es distributiva a izquierda y a- derecha con respecto a la adicidn.
Existe una matriz nula, 0, é 0, elemento cero de #, cada uno de cuyos elementos es ¢l cero de #.

00

0 0 0
Por ejemplo, 0; = [0 0:[ ¥ 03 =|0 0 0 |sonmatrices nulas sobre R de 6rdenes 2 v 3,
0 0 0

respectivamente.
Existe una matriz 1, o 7, la unidad de &, que tiene por elementos de la diagonal principal la uni-

dad de # y en todos los otros lugares tiene por elementos el cero de #. Por ejemplo, I, = Ll} ﬂ
L

(3 Iz = son matrices unidad sobre R de drdenes 2 y 3, respectivamente.

(= — ]
=T o ==
o o

Para toda 4 = [g;;]e # existe una simétrica aditiva —A = (—)[ay] = [-a;] tal que
A+ (—4)=0. 2

En lo que queda del libro utilizaremos 0 y 1, respectivamente, para denotar el elemento cero y el
elemento unidad de todo cuerpo (pagina 118). Siempre que aparezcan z y u, originalmente reservados
para denotar estos elementos, tendrin connotaciones diferentes. Asi, pues, se usardn 0 ¢ 7 como se
acaban de definir sobre R para las matrices nula y unidad sobre cualquier cuerpo &.

Por el Teorema XX, Capitulo 13, pagina 152, tenemos

Teorema II. El conjunto de las matrices cuadradas de orden n sobre # es un espacio vectorial.
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Un conjunto de elementos de base para este espacio vectorial consiste en las #* matrices
By, (,i=1,2,3,...,n)
de orden n que tienen 1 como elemento en el lugar (i, /) y 0 en todos los otros. Por ejemplo,
1 0] [o 1] [o o] [o o]
r E £ E 1 E = 3 ’ r
{En, E\s, B2y, Ez) {{0 0} [0 0] [1 Oj[ |t0 1J}

s una base del espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 2 sobre #; y para toda matriz
- [a b

= dJ y tenemos 4 = aEll + bElZ g 7 CE21 =% dEzz.

ALGEBRA MATRICIAL TOTAL

El conjunto de todas las matrices cuadradas de orden » sobre # con las operaciones de adicién,
multiplicacién y multiplicacién escalar por clementos de & se llama dlgebra matricial total M (F).

Ahora bien, asi como hay subgrupos de grupos, subanillos de anillos, . . . , asimismo hay subdlgebras
a b c\,

de #,(#). Por ejemplo, el conjunto de todas las matrices .# de la forma| 2¢ a b , donde a, b,
2b 2¢ aj

¢ € Q es una subdlgebra de .#,(Q). Todo lo que hay que demostrar es que la adicién, la multiplica-
cién y la multiplicacién escalar por elementos de Q sobre elementos de .# producen elementos de .
La adicién y la multiplicacién escalar no presentan dificultad, y asi .# es un subespacio del espacio vec-
torial .#;(Q). Encuantoala multiplicacion, ndtese que una base de .# es el conjunto

010 001

L X=|loo0o1[,Y=|200]|!. Dejamos al lector ¢l demostrar que para A, Be #,
200 020
A'B = (al +bX +cY)(zl + yX +2Y)

(az +2bz + 2ey) + (ay + bz +2e2)X + (az+ by +ex)Y € ou;
asi que la multiplicacién es conmutativa sobre 4.

MATRIZ DE ORDEN m x n
Por matriz sobre % se entiende toda disposicion rectangular de elementos de & ; por gjemplo,

G Q12 s biu bz bin bu zu ztz
A = |ta a2 az|, B = | bu bm bas bu |, C = c:: c::
G @z Qs bst bs ba by d s
R A=la) (i=1,238 B=[b) (=123 j=1234

C=leq], (1=1,2,8,4; ij=12)
Una matriz semejante de m filas y » columnas se dird matriz de orden m x n.

Para m y n dados, considérese el conjunto de las matrices sobre # de orden m x n. Con la adicion
y multiplicacién escalar definidas exactamente como para las matrices cuadradas, tenemos el

Teorema II. El conjunto de las matrices sobre & de orden m x »n €s un espacio vectorial sobre &,

No puede definirse la multiplicacién sobre este conjunto al menos que m = n. No obstante, pode-
mos definir, como en el Problema 60, Capitulo 13, pagina 163, se sugiere, el producto de ciertos cua-
dros rectangulares. Por ejemplo, utilizando las matrices 4, B, C anteriores, podemos formar A4 - B,
pero no B+ 4;'B - C, pero no C- B; ni tampoco 4 - Cni C- A. La razén es clara: para formar L+ M,
el mimero de columnas de L debe ser igual al nimero de filas de M. Para las B ¥ C dadas, tenemos

£
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s PivY: PitYe > buen X bisci
B-C = Py |* [Tl 72] o Par¥y Pa=Va E bzfc-.fl. 2 bBici!E
Py | P3 Y1 P3-Y2 z bajeqn 2 bajcn

Il

Asi, pues, el producto de una matriz de orden m x n por una matriz de orden n x p, ambas sobre el
mismo cuerpe %, es una matriz de orden m x p.
—- Véanse Problemas 2-3.

SOLUCIONES DE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES

Hasta ahota el estudio de las matrices ha estado presidido por nuestro estudio previo de las trans-
formaciones lineales de espacios vectoriales. Podriamos, sin embargo, haber comenzado el estudio de
las matrices observando la aplicacion biyectiva entre todos los sistemas de ecuaciones lineales homogé-
neas sobre R y el conjunto de los cuadros de sus coeficientes; por ejemplo,

(i) 22+ 3y+ 2z =0 2 3 1
(i) z— y+dz =0 y 1 =1 4 (3
(iii) dr+ 11y — 52 = 0 4 11 -5

Lo que vamos a hacer aqui es demostrar que una matriz, considerada como matriz coeficiente de
un sistema de ecuaciones homogéneas, puede utilizarse (en lugar de las ecuaciones mismas) para ob-
tener soluciones del sistema. En lo que sigue expresamos nuestros «pasos», €l resultado de nuestros
«pasos», con las ecuaciones, y, por altimo, en forma de matriz.

El sistema (3) dado tiene la solucion trivial x = y = z = 0; tiene soluciones no triviales si, y solo
si, una de las ecuaciones es una combinacidn lineal de las otras dos, es decir, si, y solo si, los vectores
fila de la matriz de coeficientes son linealmente dependientes. El procedimiento para encontrar solu-
ciones no triviales, si las hay, es bien conocido. El conjunte de «pasos» no es inico ; procederemos como
sigue: multiplicamos la segunda ecuacién por 2 y la restamos de la primera; luego multiplicamos la
segunda ecuacién por 4 y la restamos de la tercera, obteniendo asi

(i) — 2(ii) 0z + 5y— Tz = 0 0 5 -7
(ii) t— y+ 4z =0 1 -1 4 (4)
(iii) — 4(ii) 0z + 15y — 21z = 0 0 15 -21

En (4), multiplicamos la primera ecuacion por 3 y la restamos de la tercera:

(i) — 2(ii)- 0z +5y—1Tz = 0 0 5 -1
(i) r— y+4z = 0 1 -1 4 (5)
(iii) + 2(ii) — 3(i) 0z +0y+0z = 0 0 0 0

Por tltimo, en (5), multiplicamos la primera ecuacién por 1/5 y, poniéndola de primera ecuacién
en (6), la sumamos a la segunda. Tenemos

() — 2(ii)] 0x+ y— Ta/5 =0 0 1 -1/5
1[8(i) + (i)] z+0y+132/5 = 0 1 0 13/5 (6)
(iii) + 2(ii) — 3(i) 0z +0y+ 0z =0 0 0 0

Si ahora tomamos para z cualguier re R arbitrario, tenemos como solucién del sistema:
x=—13r/5 y=Tr/5 z=r.
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2 3.1
Resumiendo: del sistema de ecuaciones dado (3) sacamos la matriz 4 =| 1 —1 4 |; operando
4 11 -5
0 1-7/5
sobre las filas de A llegamos a la matriz B=| 1 0 13/5 |; considerando B como una matriz coe-
0 0 0 ‘

ficiente en las mismas incégnitas, leemos la solucion del sistema original. Damos ahora tres problemas
de espacios vectoriales cuyas soluciones se siguen ficilmente:

Ejemplo 2: (Es &, = (2,1,4), & = (3, —1,11), & = (1,4, —5) una base de V4 (R)?
Hacemos x§; + péy + 283 = Qx4+ 3p + z,x — p + 4z, 4x + 11y — 5z) = 0 = (0, 0,0}
y obtenemos el sistema de ecuaciones (3). Mediante la solucién x = —13/5, y = 7/5, z = 1,

encontramos que &y = (13/5)¢, — (7/5)¢,. Asi que el conjunto dado no es una base, lo cual
naturalmente estd implicado por la matriz (5) que tiene una fila de ceros,

Ejemplo 3: ;El conjunto p; = (2,3, 1), p> = (1, —1,4), p3 = (4,11, —5) es una base de 5 (R)?

Los vectores dados son los vectores fila de (3). De los pasos indicados en (5) se deduce
(iii) + 2(i) — 3(i) = 0, 0 sea p; + 2p, — 3p, = 0. Asi que el conjunto dicho no es una base,

Nota. Los problemas resueltos en los Ejemplos 2 y 3 son del mismo tipo y los calculos son idén-
ticos; los procedimientos iniciales, sin embargo, son bien diferentes. En el Ejemplo 2 los vectores da-
dos constituyen las columnas de la matriz y las operaciones con la matriz implican combinaciones linea-
les de las componentes correspondientes de estos vectores. En ¢l Ejemplo 3 los vectores dados cons-
tituyen las filas de la matriz y las operaciones con esta matriz implican combinaciones lineales de los
vectores mismos, Seguiremos utilizando la notacién del Capitulo 13, en que un vector de V, (F) se
escribe como una fila de elementos y asi utilizaremos de ahora en adelante’ el procedimiento del
Ejemplo 3.

Ejemplo 4: Demostrar que la transformacion lineal
€] = (2, 3,'1) =M
T:<dep = (1,—1,4) = p,
€ (4, 11, —5) = p3
de ¥ = ¥V, (R) es singular y hallar un vector de ¥ cuya imagen sea 0.

2 3 1 o1
Seescribe. T = |1 —1 4| = | p, | - Porel Ejemplo3, py+2p— 85 = 0
4 11 -5 b3

de modo que la imagen de cualquier vector de I es una combinacion lineal de los vectores
P1 Y p3. Luego Vi tiene dimensidn 2 y T es singular, cosa que, desde luego, implica la ma-
triz (5), que tiene una sola fila de ceros.

Como 3p; — 2p, — p; = 0, la imagen de y = (3, =2, —1) es 0, esto es,

27 ‘& %
(8,—-2,-1)+|1 -1 4| = 0
4 11 -5

Nota. El vector (3, —2, —1) puede considerarse como una matriz 1 x 3; con lo que el producto

indicado es vilido.
Véase Problema 4.

TRANSFORMACIONES ELEMENTALES DE UNA MATRIZ

Al resolver un sistema de ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes en & se pueden realizar
ciertas operaciones con los elementos (ecuaciones) del sistema sin que cambie su solucién o soluciones:

Se pueden permutar dos ecuaciones cualesquiera.
Toda ecuacion se puede multiplicar por un escalar cualquicra k& #+ 0 de &.



170 MATRICES [CAP. 14

Se puede multiplicar cualquier ecuacion por cualquier escalar y sumarla a cunalquier otra
ecuacion.

Las operaciones que esto induce sobre la matriz coeficiente del sistema son las llamadas transfor-
maciones elementales de fila siguientes:

La permutacion de las filas i y j denotada por H;;

La multiplicacién de cada elemento de la fila / por un escalar no nulo &k y denotada por H; (k).

La adicién de los elementos de la fila { de k (un escalar) veces los correspondientes elementos
de la fila j, cosa que se denota por H, (k).

Después veremos la utilidad de las transformaciones elementales de columna sobre una matriz que
enumeramos ahora:

La permutacion de las columnas i y j denotada por K,

La muitiplicacion de cada elemento de la columna i por un escalar no nulo %k, denotada
por K; (k).

La adicién a los elementos de la columna i de & (un escalar) veces los elementos correspon-
dientes de la columna j, lo cual se denota por X;; (k).

Dos matrices 4 y B se diran equivalentes por fila (columna) si B puede obtenerse de 4 mediante
una sucesion de transformaciones clementales de fila (columna). De igual modo se dird que dos ma-
trices A y B son eguivalentes si B puede obtenerse de 4 mediante una sucesion de transformaciones de
fila y columna. Si B es equivalente por fila, por columna, o equivalente a A, escribiremos B ~ A. De-
jamos al lector la demostracion de que ~ es una relacion de equivalencia.

Ejemplo 5: (a) Demostrar que ¢l conjunto {(1,2,1,2),(2,4,3,4), (1, 3,2,3), (0, 3, 1, 3)} no es una base
de V, (Q). (b) Si T es la transformacién lineal que tiene los vectores de {a) por imagenes, en
su orden, de €, €, €3, &, ;cudl es la caracteristica de T? (c) Hallar una base de ¥, (Q) que
contenga un subconjunto maximo linealmente independiente de vectores de (a),

{a) Utilizando sucesivamente H,,(—2), H3,(—1); Hy3(—2), Hy3(—3); H,,(2), tenemos

1.2 1.8 1.2 2 1 01 0 1 6-10
4 — |2484| 0010l o0 10| _ |00 10
1323 0111 01 11 01 11
0313 0313 0 0-2 0 00 00

El conjunto no es una base.

(b) Utilizando H,,(1), H3,(—1) en la matriz final obtenida en (a), tenemos

1. 061 © 1000

A = LS s R ) 0010 - B
0 1 1 1 0101
0o 0 0 0 DOOOJ

Y B tiene el niimere maximo de ceros posible en una matriz equivalente por fila a 4 (com-
probarlo). Como B tiene 3 vectores fila no nulos, ¥, es de dimensién 3 y rp=3.

(c) Revisando los pasos dados, se ve que no se ha agregado un multiplo de la cuarts fila a
ninguna de las otras tres. Asi que los tres primeros vectores del conjunto dado son com-
binaciones lineales de los vectores fila no nulos de B. Los primeros tres vectores del con-
junto dado junto con cualquier vector que no sea combinacion lineal de los vectores fila
no nulos de B, como €, o €, por gjemplo, forman una base de ¥, Q).

Considerando las filas de una matriz dada 4 como un eonjunto § de vectores fila de ¥V, (#), inter-
prétense las transformaciones elementales de fila sobre 4 en términos de los vectores de S como:
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Permutacion de dos vectores cualesquiera de S.
Sustitucion de cualquier vector £ € S por un miultiplo escalar no nulo «f.
Sustitucion de cualquier vector ¢ € S por una combinacion lineal ¢ + b de ¢ y cualquier
otro vector e S.
Los ejemplos anteriores ilustran el
Teorema III. Las operaciones que preceden efectuadas en un conjunto S de vectores de V, (#) no
aumentan ni disminuyen el numero de vectores linealmente independientes de S.
Véanse Problemas 5-7,

MATRICES TRIANGULARES SUPERIORES, TRIANGULARES
INFERIORES Y DIAGONALES

Una matriz cuadrada 4 = [a;;] se dice triangular superior si a; = 0 para i > j, y se dice triangu-
lar inferior si a;; = 0 para i < j. Una matriz cuadrada que es simultineamente triangular superior e

123 100
inferior se llama matriz diagonal. Por ejemplo, | 0 0 4 | es triangular superior,| 2 3 0 |es triangu-
002 345
1060 -200
lar inferior, pero |0 0 O | y 0 3 0| son diagonales,
002 001

Mediante transformaciones elementales, toda matriz cuadrada puede reducirse a una triangular
superior, triangular inferior y diagonal.

Ejemplo 6:

1
Reducir A = | 4 sobre Q a triangular superior, triangular inferior y diagonal.
5

=3 o
LB~ -]

(@) Con  Hy(—4), Hy(—5); Hy(—1), oblencmos

123 e 1.2 ,.3
A = 456 |~(0—-3—-6|~|0 -3 —6| queestrangular superior.
5 78 0 =8 =T ¢ 0 -1

(b) Con  H,y(—2/5), Hog(—5/7); Hyp(—21/10), Haa(—1/28)

1 23 —-3/5 0 3/5 —3/2 0 ]
A = 4 56|~ 3/7 0 2/7T| ~ 1/4 -1/4 0 que es triangular inferior.
5178 5 7 8 5 T 8

(¢} Con Hy{—4), Hy(—5), Haé(—l)l Hy3(2/3); Hy3(—1), Hya(—6)

13200 8 1 0 -1 1 S | U 1
A~ |0-3-6|~|0~3-6|~|0-3 0 que es diagonal.
0 0 -1 0 0 —1 ¢ 0 -1

Véase también Problema 8.

UNA FORMA CANONICA

En el Ejercicio 9 demostramos el
Teorema IV. Toda matriz no nula 4 sobre & puede reducirse por sucesivas transformaciones ele-
mentales de fila a una matriz candnica por filas (matriz escalon) C que tiene las propie-
dades siguientes:
(i) Cada unade las primeras r filas de C tiene al menos un elemento no nulo; las filas
restantes, si las hay, consisten en elementos ceros tnicamente.
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(1) Enlafilai(i=1,2,...,r)de C, ¢l primer elemento no nulo es 1. Numérese j;
la columna en que esta este elemento.

(iii) Elunico elemento no nulo en la columna numerada f; (i = 1,2, ..., r)esel elemen-
to 1 de la fila 7.

(iv) jy<h<' <]

Ejemplo 7: (4) La matriz B del Problema 6, pagina 187, es una matriz candnica por filas. El primer ele-
mento no nulo de la primera fila es 1 y se encuentra en la primera columna, el primer ele-
mento no nulo de la segunda fila es 1 y se encuentra en la segunda columna, el primer
clemento no nulo de la tercera fila es 1 y se encuentra en la quinta columna. Asi, pues,
h=1j=2 js=35y se cumple j, <j, < js

(h) La matriz 8 del Problema 7, pagina 187, no cumple la condicién (iv) y no es, por tanto,

-

o [}

|
-

una matriz canonica por filas. Pero se la puede reducir a

o oo o =
(= T~ I ]

1
0
0
0

[T =

que es una matriz canonica por filas, mediante las transformaciones elementales de fila
Hiz Hyy.
En el Problema 5, pagina 186, la matriz B es una matriz canonica por filas; es también la matriz

unidad de orden 3, La transformacion lineal A es regular y asi también llamaremos regular la matriz A.
Asi, pues,

Una matriz cuadrada de orden n es regular si, y solo si, es equivalente por fila a la matriz
unidad /.

Toda matriz cuadrada de orden z no regular se dird singular. Los términos singular y regular jamds se
emplean si la matriz es de orden m X n con m + n.

La caracteristica de una transformacion lineal 4 es el nimero de vectores linealmente indepen-
dientes en el conjunto de vectores imagen. La caracteristica de la transformacién lineal 4 la llamare-
mos caracteristica de fila de la matriz 4. Asi que

La caracteristica de fila de una matriz m x » es el nimero de filas no nulas en su matriz ca-
noénica por filas equivalente.

Desde luego no se precisa reducir una matriz a forma candnica por filas para determinar su caracteris-
tica. Por ejemplo, la caracteristica de la matriz 4 del Problema 7 se puede obtener tan ficilmente de
B como de la matriz candnica por filas C del Ejemplo 7(b).

TRANSFORMACIONES ELEMENTALES DE COLUMNA

Partiendo de una matriz 4 y utilizando solamente transformaciones elementales de columna, po-
demos obtener matrices llamadas equivalentes por columna de A. Entre éstas hay una matriz candnica
por columnas D cuyas propiedades son precisamente las obtenidas al intercambiar «fila» y «columna»
en las propiedades enumeradas para la matriz candnica por filas C. Se define como caracteristica de
columna de A el nimero de columnas de D que tienen al menos un elemento distinto de cero. Lo tnico
que aqui nos interesa es el

Teorema V. La caracteristica de fila y la caracteristica de columna de toda matriz 4 son iguales.

Para una demostracién, véase el Problema 10.
Como consecuencia, definimos

La earacteristica de una matriz es su caracteristica de fila (columna)

Sea una matriz 4 sobre % de orden m x n y caracteristica r reducida a‘su forma canénica por
filas C. Entonces, utilizando ¢l elemento 1 que aparece en cada una de las primeras r filas de C y me-
diante transformaciones apropiadas del tipo Kj;(k), C puede reducirse a una matriz cuyos tnicos ele-
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mentos distintos de cero son estos 1. Por ultimo, por transformaciones del tipo K;;, estos 1 se pueden
llevar a ocupar las posiciones diagonales en las primeras r filas y r columnas. La matriz que resulta,
denotada por N, se llama forma normal de A,

Ejemplo 8:

(a) En el Problema 4 tenemos

1220 1 o0 4 -2

A= |BBEE|  Nd 9w
3842 0 0 0 0
2713 0 0 0 o

—
Usando K;,(—4), K((2); Ksp(1), Kya(—1) sobre C, obtenemos

1 %8 4 -2 1 0 0 1000

A ~ Dok oa gl P AL 8 B E S =f:fz 0} la forma normal
0 0 0 0 o Wi0 .0 0000 0 o
o 0 0 0 0o 0 0 0 0 00O

{6) La matriz B es la forma normal de 4 en el Problema 5.

(¢) Para la matriz del Problema 6 obtenemos, mediante las transformaciones clementales de columna apli-
cadas a B, Ky (—4), Ky,(1), Kya(—2); Kias

1 0 4 0 o 10000
A~|0 1-1 2 0|~|01000]|=[l 0
0 0 0 1 00100

Nota. Por estos ejemplos se podria pensar que al reducir 4 a su forma normal hay que aplicar
primero transformaciones de fila y luego exclusivamente transformaciones de columna. Pero este or-
den no es necesario.

Vease Problema 11.

MATRICES ELEMENTALES

La matriz que resulta de aplicar una transformacion elemental de fila (columna) a la matriz uni-
dad I, se llama matriz fila (columna) elemental. Toda matriz fila (columna) elemental se denotara por
¢l mismo simbolo que se emplea para denotar la transformacién elemental que produce la matriz.

Ejemplo 9:
100
Sies I =|010|, tenemos
001
g 001 100 100
Hyg = 010 |=Ky Hyk) = |0 k0| = Kykl, Hunk) = |01k |= Kulk)
100 001 001

Por el Teorema III tenemos

Teorema VI. Toda matriz elemental es ré_gﬁ]ar.

¥

Teorema VII. El producto de dos o mds matrices elementales es regular.
De aqui se deduce facilmente

Teorema VIII. Para hacer una transformacion elemental de fila (columna) H (K) sobre una matriz 4
de orden m x n, higase el producto H- 4 (4 K) donde H (K) es la matriz que se
obtiene por la transformacién H (K) sobre 1.
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Las matrices H y K del Teorema VIII no llevan indicacidén de su orden. Si 4 es de orden m x n,
un producto tal como el H,5 - 4+ K;;3(k) ha de implicar que H,; s de orden m en tanto que K,,(k) es
de orden n, va que de otra manera el producto indicado no tendria sentido.

1234
Ejemplo 10: Dada A4 = | 5 6 7 8 | sobre @, calcular
2468
001 1. 284 246 8
(@) Hz-A = 010|«{B56TSES8 == 56 78
100 2 468 12384
r
-3 00 1 3% B -3 —6 —9 —12
(b) H)(—-3)-4 = 010(-|5678| = 56 6 T 8
001 2468 2 4 6 8
1234 {1'2 g_g 1y 2.8 B
() A-Ky(—-4) = |5 678 |- 0Bt o) = |8 € 712
2468
L g ‘0.9 01 2 : & 0
Supongase ahora que Hy, H,, ..., H, y Ky, K,, ..., K, son sucesiones de transformaciones ele-
mentales que, realizadas en el orden de sus subindices sobre una matriz 4, la reducen a B, es decir,
Hx....'HZ-H['A.KI.KZ.-...KI = B
Entonces, definiendo S =H,*..."H,*H, y T=K,-K,-...K, tenemos
S-A-T = B

Con lo que 4 y B son matrices equivalentes. La demostracion del reciproco

Teorema IX. Si 4 y B son matrices equivalentes, existen matrices regulares S y T tales que
S+A4T= B.
se dard en la seccién siguniente.
Como consecuencia del Teorema IX, tenemos

Teorema IX'. Para toda matriz A existen matrices regulares S y T tales que S* A+ T = N, la forma
normal de A. -
Ejemplo 11: Hallar matrices regulares S y T sobre Q tales que

1 2 1
S*A+T = 8+ 83 8 2 |+«T = N, Iaformanormalde 4.
4 '8 —1
1. 21 100
Con  Hgy(—3), Hgy(—4), Kj;(—2), Kg;(1), hallamos A = |3 8 2 |~| 0 2 5 |. Entonces,
100 4 9 -1 013
con Hgyg(—1), obtenemos A ~| 0 1 2 | v, por ultimo, Has(—1), K32(—2) dan la forma normal
100 013
010 Asi, pues,
001

Hg(—1) » Hys(—1) « Hyy(—4) » Hyy{—3) * A » Ky (—2) » K3y(1) « Kp(—2)

1 0 0 1 0 0 100 100 1 =2 0 101 33 0
=0 1 0f+f0 1 -1 010(+—-310(A0 1 0 0100 -2
0 -1 1 o0 1 —4 01 001 0 01 001 0 1
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1 0 0 1 2 -1 1 -2 B 100
1 1-1(+838 8 20 1-2| =010
-5 -1 2 4 9 -1 0 0 1 001
He aqui otro procedimiento: empezamos con el cuadro

i 0 0

o 1 0

0o 0 1

1 2-1 1 0 0
Iy i 8 2 0 1 o0
Al = 4 9-1 0 0 1

y procedemos a reducir 4 a . Al hacer esto, cada transformacion de fila se aplica a las filas de seis elemen-
tos y cada transformacién de columna se aplica a las columnas de seis elementos. Mediante H,(—3), Hy,(—4);
K31(=2), K3,(1); Has(—1); H3p(—1); K;2(—2) obtenemos

Lt — R B ]
L =T - - - R

-

0 1 0 1 -2 1
0 0 1 o1 0
1 0 0 1 ¢ o0 1
—. A0 1 2-1 1 0 0 i 0 0 1 0 o
2 0 1 0 0 2 5-8 1 0 0 & BE=3 _1
-1 0 0 1 - 0 1 -4 0 1 - 0 1 3—-4 0 1
a1 1. =2 4 1 -2 b
1 0 0 1 0 0 1 -2
0 1 0 0 1 0 0 1
e AR B A 1 2 G L | s Fogl O 1 0 0 1 0 0
1 2 Ir 1=k ¢ ‘1 2 1T 1'—1 ¢ 1 0 1 1-1 T
1 3-4 0 1 -+ 0 0 1-5-1 2 >0 0 1-6-1 2 =128

y 8§+ A+ T = I, como antes,

Véase también Problema 12.

INVERSAS DE MATRICES ELEMENTALES

Para cada una de las transformaciones clementales hay una transformacién inversa, es decir, una
transformacion que deshace lo hecho por la transformacién elemental. Expresadas por transformacio-
nes elementales o por matrices elementales, hallamos

Asi, pues,

Teorema X.

¥
Teorema XIL.

H;' = Hy K;' = K;
H7'(k) = H(1/k) K7\(k) = Ki(L/k)
H;' (k) = Hy(—Fk) K;'(k) = Ky(=k)

La inversa de una transformacién elemental de fila (columna) es una transformacion
elemental de fila (columna) de igual orden.

La inversa de una matriz fila (columna) elemental es regular.

En el Ejercicio 13 demostramos

Teorema XII. La inversa del producto de dos matrices 4 y B, cada una de las cuales tiene inversa,

es el producto de las inversas en orden inverso, es decir,

(A*B)~t = B'-A"
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El Teorema XII se puede generalizar:de inmediato a la inversa del producto de cualquier numero
de matrices. En particular tenemos:

si S=H,+...,*H;H e S'=H;' H;'-.. .-H7",
sl T=K1°Kz‘...'Kg €5 T_1=K:—1°...'K.‘,_1'K1_1

Supdngase 4 de orden m x n. Por el Teorema IX’ existen matrices regulares S de orden m y T de
orden # tales que S+ 4+ T = N, la forma normal de 4. Entonces,

A = §US'AT)T' = §-'-N.T

En particular tenemos
Teorema XIII. Si A4 es regular y si S+4-T = I, entonces
A = S§toT=

esto es, toda matriz regular de orden » se puede expresar como producto de matrices
elementales del mismo orden.

T

Ejemplo 12: En el ejemplo 11 tenemos
S = Hgy(—1) » Hya(—1) = Hy(—4) * Hy(=3) ¥ T = Kyu(—2)« Ky(1)  Kpp(-2)

Entonces.
St = Hy'(=3): Hy'(—4) - Hy'(=1) - HZ'(—1) = Hy(3) » Hyl4) = Hasl1)  Hp(1)
100 100 100 100 100
= (310(+jo1o0]-l0o11]||l0o10| = |8321]|,
001 401 001 011 411 \
- . '|\
100 1 0 -1 1201 1 2 -1
Tl = Ku@)+Kyl—1)+Ky(@ = (01 2] 1 of*rjo10| =0 1 2
001 0 0 1 001 c 0 1
100 1 2 -1 1 2 -1
v A4 = St.T-1 = |321 0 1 7 = | g b
411 0 0 1 4 9 -1

Supodngase que 4 y B sobre & de orden m x n tienen la misma caracteristica, Tienen entonces la
misma forma normal N y existen matrices regulares S, T;; S,, 7, tales que S,AT, = N = §,BT,.
Mediante las inversas S7' y T7* de S, y T, obtenemos

A = S7VSAT - T{' = 87+ S8BT+ T;' = (ST 8)B(T2-T{') = §-B-T
Asi que A y B son equivalentes. Dejamos la reciproca al lector y enunciamos el

Teorema XIV. Dos matrices A y B sobre #.de orden m x n son equivalentes si, y solo si, tienen la
misma caracteristica.

INVERSA DE UNA MATRIZ REGULAR
La inversa A~!, si existe, de una matriz cuadrada 4 tiene la propiedad
Azl = A=lm o=

Como la caracteristica de un producto de dos matrices no puede exceder la caracteristica de ninguno
de los factores (véase Capitulo 13), tenemos

Teorema XV. La inversa de una matriz A existe si, y solo si, 4 es regular.

Sea 4 regular Por el Teorema IX' existen matrices regulares Sy T tales que §+ A+ T = I. Enton-
ces, A =8"'-T', y por el Teorema XII,

A~ (gp-h-E g g
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Ejemplo 13:
Mediante los resultados del Ejemplo 11, hallamos que
1-2 5 1 0 0 —26 -7 12
AT = (S = Hoo 1v=2; | 1 P 0 = 11 3 =5
o 0 1 -5 -1 2 =B =1 2

Al calcular la inversa de una matriz regular, es mds simple utilizar solamente transformaciones
elementales de fila.

Ejemplo 14:
1 2=1
Hallar la inversa de A = | 3 8 2 |del Ejemplo 11 utilizando solamente transformaciones ele-
mentales de fila. 4 9 -1
Tenemos
A |'. 1 1I
1 2-111 0 O-I Iy g=tv""1"8" "0 1y 21 "1 0 0
415 = FENBLEZCE U gl By "2DuBLEER Al e el il o 3T dingel
4 9 -1 0 0 1 0) DGIF LAY 02 5—-3 1 0
1 079 . .6-2 1 0 0 -2 -7 12
~|0 1 3—4 "¢ 1|~Jo 1 o 11" 3-5| = |I A7
0 0 -1 5 1 -2 0.0 1 -5 -1 2

Véase también Problema 14.

POLINOMIO MINIMO DE UNA MATRIZ CUADRADA
Sea A + 0 una matriz de orden n sobre #. Como A € #,(#), el conjunto {I, 4, 4%, ..., A"}
es lincalmente dependiente y existen escalares @, @y; @3, . . . , G, DO todos nulos tales que

¢(A) = GGI+[I1A+0,2A2+...+a“2An2 )

En esta seccién nos ocuparemos del polinomio ménico m(i)e F[L] de grado minimo tal que
m(A) = 0. Es claro que o bien m(L) = ¢(A) o-bien m(A) es un divisor propio de ¢(i). En uno u otro caso
m()\) se dird polinomio minimo de A.

El procedimiento mds elemental de obtener el polinomio minimo de 4 # 0 es ¢l siguiente:

(1) Si 4 = a,l, a, € F, entonces m(h) = A — a,.
(2) Sid + al,paratodoae &, pero A* = a;4 + aglconay, a, € #,entonces m(d) = A2 — a,h — a,.

(3) Si A+ ad + bl para todo a, be F, pero A* = a;4* + a,A + a,l con ay, ay, u; € F, entonces
mh) =23 — a;A? — a Ak — aq.

y asi sucesivamente.

Ejemplo 15:
122
Hallar el polinomio minimo de A = | 2 1 2 | sobre Q.
221
Como A4 # g,/ para todo a0,
9 8 8 122 100 ayp+ ay 2a, 2a,
A2 = |89 8| = g/ 212 |+a010| = 2a; a;+a; 2
889 221 001 2a; 2a, ay+ ag

Después de verificar cada término, concluimes que 4* = 44 + 51 y ¢l polinomio minimo es A? — 4% — 5.
Véase también Problema 15.
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El Ejemplo 15 y ¢l Problema 15 sugieren que el término constante del polinomio minimo de 4 # 0
es distinto de cero si, y solo si, 4 ¢s regular. Un segundo procedimiento para calcular la inversa de una
matriz regular se desprende entonces de aqui.

Ejemplo 16: Hallar la inversa 4™, sabiendo que el polinomio minimo de 4 =
plo 15) es A* — 4k — 5.

(véase Ejem-

[T o
[ - TS
[l - -

Como A* — 44 — 51 = 0, tenemos, tras multiplicar por 4™, 4 — 41 — 5471 = 0;

—3/6 2/6 2/5
luego A-1 = LA —d]) = 2/5 —3/5 2/5
2/5  2/5 —3(’5-]

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Sean # un cuerpo dado y las indeterminadas x,, x,, . . ., x,. Por forma lineal sobre & en las » in-
determinadas, se entiende un polinomio del tipo

ax; +_‘b}:2 H4 v o PXa
en que a,b,...,peF. Considérese ahora un sistema de m ecuaciones lineales
anx, + Qs + - F Qs = Iy
AT + QuXz + - + Qeukn = ha
................................. (8
Tmi®y + @mals + 0 4 Qunn =  Fm

en el que tanto los coeficientes a;; como los términos constantes k; son.elementos de &, Es de notar que
el signo de igualdad en (7) no se puede interpretar como en los capitulos anteriores, ya que en cada
ecuacion el segundo miembro estd en &, pero el primero no. Siguiendo la prictica corriente, escribi-
mos (7) para indicar que se buscan elementos ry, ry, . . ., 1, € # tales que al remplazar los x; por los
r;(i=1,2,...,n)el sistema se compondra de igualdades entre elementos de #. Un conjunto semejante
de elementos r; se dice solucion de (7).

Denétese por A=jlay), (=12 ...,m =12, ..,n)

la matriz coeficiente de (7) y por § = {£, &;, . .., &,} el conjunto de vectores fila de 4. Como los &;
son vectores de ¥V, (#), el nimero de vectores linealmente independientes en S es r = n. Sin perder
generalidad, podemos (y asi.lo haremos) suponer que estos r vectores linealmente independientes cons-
tituyen las primeras r filas de A, lo cual, en efecto, lo mds que exige es escribir las ecuaciones de (7)
en orden diferente.

Supongase ahora que hemos hallado un vector p = (ry, r3,.. ., 1) €V, (%) tal que
Evp=hy, &p=h, ..., Ep=h,

Comocada & (i=r + I,r + 2,..., m) es.combinacion lineal con coeficientes en & de los r vectores
linealmente independientes de 4, se sigue que

G P =Ry Ggrp =l oo Gep=h, (8)
¥ Xy = ry, X3 = TIp, ..., X, = r, €5 una solucion de (7) si, y solo si, en (8) cada &, es la misma combi-
nacién lineal de Ay, A,, . . . , A, que es &; del conjunto &,, &,, .. .. &, s decir, s, y solamente si, la ca-

’71"‘-11 a2 ... @ Ry

racteristica de fila de la matriz aumentada [A H] = | % 92 .. Om k2 | o5 también r.
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Hemos demostrado asi el

Teorema XVI, Un sistema (7) de m ecuaciones lineales en » incégnitas tiene solucidn si, y solo si,
la caracteristica de fila de la matriz coeficiente 4 y la de la matriz aumentada [4 H]
del sisterna son iguales.

Supéngase que 4 y [4 H] tienen igual caracteristica de fila r < 1 y que [4 H] se ha reducido a
su forma candnica de fila

_1 G 0" e Crre1 Clrs2 -.. Cin Ky
010 0 [ R Can Ko
000 1 Crirv1 Crr+2 Cen T
000 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0

Dense valores arbitrarios S,41, So42s 00«3 Sa €F 8 X, 01, Xy, - oy Xps ENLONCES,

Ti = K — Cirr178ri1 — Cui+a*8riin — v — Cin8a
Tz — ks — Cor+1*8p41 — C2rv2*8r13 — 00— Lant 8y
Ty - k‘r — Crr+1"8r+1 — Crrt+2°8r+2 — 0 — Crn"8n

quedan univocamente determinadas. Tenemos

Teorema XVI'. En un sistema (7) en el cual la caracteristica comtin de fila de 4 y [A H] es r < n,
se pueden dar valores arbitrarios en & a n — r incdgnitas y entonces las restantes r
incégnitas quedan univocamente determinadas en funcién de éstas.

Sistemas de ecuaciones lineales no homogéneas.

El sistema (7) se llama de ecuaciones lincales no homogéneas sobre & si no todos los #; = 0. Para
saber si un tal sisterna tiene o no una solucion y cémo se halla la solucién (soluciones), si existe, proce-
demos a reducir la matriz aumentada [4 H] del sistema a su forma'canonica de fila. Las distintas po-
sibilidades se ilustran en los cjemplos que siguen.

Ejemplo 17:

2y +2xy —Bxy+xy = 1

|
-
<3
o
°
12

Considérese ¢l sistema < 2%, — 23 + 223 — 2y =
4z, + 3wy — dzg +xy = 2

Tenemos
1 2 -3 1 : 1 Lihgi =g 1 1 I—l e B | 11
A H = 2 =1 2Z2=1 1|~]0-p & -3 -1|"~|0 -5 B8 -3 =1
4 3 -4 1 2 0-b 88 —3 -2 LD o0 0 0 —lJ

Si bien ésta no es la forma canonica de fila, vemos, en seguida, que
ra=2 < 3=7ram
y el sistema es incompatible, es decir, carece de solucién,

Ejemplo 18:
oy o+ xn — &y -1

Considérese el sistema 4 3x; + 8z, + 2x; = 28  sobre Q.
* 4o, + 92, — 2, = 14
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Tenemos &
E rERUEE -1 100 el L 1 -1 —1
[A H] = 3 8 2 28| ~ | O 5 IO [H= o 1 3 18
4..8 -1 14 0o 1 3 18 0 B
1 0 ~7 —37 1 0 0 -2 -
~19 1 3 18| ~1]0 1 0 3
0 0 -1 —b 0o 0 1 b
Aqui, ry = r, ;= 3 = nimero de incégnitas. Hay una tnica solucién: x; = —2, x, = 3, xa = 5.
Ejemplo 19;
2+ zpt+ @yt wet+ x5 = 3
Considérese el sistema i s e T sobre Q.
—zy + 22y — By + 205, — 25 = 1
< | 32y — zp+ 2wy — 8wy — 225 = —1
Tenemos
i R | 3 1 1 1 1 1 3
st ) . T ! -
A H = A B R | ] il 1 3 6
-1 2 -5 2 -1 1 0 3 -4 3 0 4
3-1 2-3-2 -1 0 -4 -1 -6 -5 —10
"1 0o 2 4 o] - TP o Y024 9 |
5 4] 1 1 -1 -8 —6 0 ! 1. =1 =38 -6
0 0 -7 6 9 22 0 0 —1—14 —25 —46
1] 1] 3 —10 —17 —34 0 0 3 -1 =17 —34
= T = i
1 0 0 2 4 9 1 0 0 2 4 k)
o 0 it 1 -1 =3 —6 0 1 0 —15 —28 —~52
0 1] 1 14 25 46 1] 1] 1 14 25 46
0 0 3 —-10 —-17 —34 0 Q 0 —52 =92 =172
[Sg¢vioiz wbiriadmods 9 1 6 0 0 613 31/13
e 0 1 0 —-16 —-28 —b2 SR 1 0 0 —19/13 —81/13
0 0 s I 7 | 25 46 0 0 1 0 3/13 —4/13
Ll] 1] 0 1 23/138 43/13 o 0 0 1 23/13 43/13

Aqui 4y [4 H] tienen ambas caracteristica 4; el sistema es compatible, es decir, tiene una o mas soluciones.
A diferencia del sistema del Ejemplo 18, la caracteristica es menor que el nimero de incognitas. Ahora bien,

x; + frzs = 31/13
, - Bz, = —81/18

el sistema dado es equivalente a s ? ; y es claro que si damos a x; cualquier valor

x5+ 5z = —4/13

x4 T Hws = 43/13
re @, entonces x; = (31 — 6r)f13, x; = (=31 + 19r)/13, x3 = (—4 = 3r)/13, x, = (43 = 23r)13, x5 =71
es una solucion. Por gjemplo, x; = 1, x; = 2, x3 = =1, xy = =2, x =3 y x; = 31/13, x, = —31/13,
x3 = —4/13, x4 = 43/13, x5 = 0 son soluciones particulares del sistema.

Estos ejemplos y problemas ilustran el
Teorema XVII.

Véanse también Problemas 16-18.

Un sistema de ecuaciones lineales no homogéneas sobre # en n incdgnitas tiene una

solucidn en . si, y solo si,’la caracteristica de su matriz coeficiente es igual a la carac-
teristica de su matriz aumentada. Si la cgracteristica comun es #, €l sistema tiene una
solucién tnica. Si la caracteristica comiin es r < n, se pueden dar valores arbitrarios
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en # a n — r de las incognitas y entonces las restantes r incégnitas quedan univoca-
mente determinadas en funcién de éstas.

8i m = n en el sistema (7) podemos proceder como sigue:

[+ ST/ ST TR am\‘ r:n_] ki

e i - " v oy @ ie. Oon | : .
(i) Escribase el sistema en forma matricial | “2* % = 28t | R bienen formis
a,.nJ :t,.J By

mds compacta, A+ X = H donde X es la matrizn x 1 de incognitas y H es la matriz # x 1 de tér-
minos constantes.

(ii) Procédase don la matriz 4 como al calcular 47 1. Si durante el proceso se obtiene una fila o co-
lumna de eleraentos nulos, A es singular y hay que comenzar de nuevo con la matriz [4 H] como
en el primer procedimiento. Pero si 4 es regular con inversa 4™, entonces A Y4+ X) = A1 - H
yX=A4"1-H.

jemplo 20:
Ej ; =260 1%
Para el sistema del Ejemplo 18 tenemos, por el Ejemplo 14, 4-1 = 11 3 -5 |: entonces
=0: —1
.

z -26 -7 12| | -1 -2
X =|z|=A"1-H = 11 3 —=b |+| 2B | = 3 | y obtenemos la solucién tnica como

Ta i ~b =1 2 14 5
antes.

Sistemas de ecnaciones lineales homogéneas.

— El sistema (7) se llama de ecuaciones lineales homogéneas si‘todo b, = 0, Como entonces la carac-
teristica de la matriz coeficiente es la misma que la de la matriz aumentada, el sistema tiene siempre
una o mas soluciones. Si la caracteristica es n, entonces la solucion trivial x; = x3 = -~ = x, = 0
es la Gnica solucion; si la caracteristica es r < n, el Teorema X VI’ asegura la existencia de soluciones
no triviales. Tenemos ¢l

Teorema XVIII. Un sistema de ecuaciones lineales homogéneas sobre # en n incégnitas tiene siempre
la solucion trivial x; = x; = -+ = x, = 0. Si la caracteristica de la matriz coefi-
ciente es n, la solucién trivial es la unica solucién; si la caracteristica es r < n, se
pueden dar valores arbitrarios en & a n — r de las incognitas y las restantes r in-
cognitas quedan univocamente determinadas en funcién de éstas.

T+ 2x— 2, =
Ejemplo 21: Resolver el sistema < 8z, + 82, + 225 =
4oy + B2y — 3 =

sobre Q.

oo o

Por el Ejemplo 18, 4 ~ ;. Asi, pues, x; = x; = x3 = 0 ¢s la tnica solucion.

ot T+ g+ xy =0
Ejemplo 22: Resolver el sistema J 2z, + 32, + 2234+ %, = 0 sobre Q.
’ 3x; + 42y + 323 + 22y = 0
Tenemos
i 1153 g =510 1 1 i 1 1 Q 1 2
A = [ 293 21 |~|0 1 0 -=1|=10 1 0 —1 de caracteristica 2
3432 0 1 0 -1 0 0o 0o 0
Haciendo x3 = s, x4 = f con s, 1 € O, obtenemos las soluciones pedidas asi: x; = —s — 21,

= Xq =8 X; =1 5 S
*2 . i Véase también Problema 19.
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DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA

A cada matriz cuadrada 4 sobre # se puede asociar un elemento Unico a € F. Este elemento g,
llamado determinante de A, se denota bien por det 4 o bien por |4|. Considérese la matriz cuadrada
de orden n

@y @iz iz ... Qin
g Q22 A3 Qzn
A = @3 Qzz das an
{ @n1 Gnz Gz an
y un producto
Qyj, Qzjp Aajy « o+ Onj,

de n de sus elementos tomados de tal manera que de cada fila hay uno, y solo uno, y de cada columna
uno, y solo uno. Nétese que los factores en este producto estdn ordenados de modo que los indices de
fila (primeros subindices) aparecen en el orden natural, 1,2, 3,...,n La sucesién de los indices de
columna (segundos subindices) es una permutacion -

e = Mpdstss=spdy)

de los digitos 1,2, 3, ..., n. Para esta permutacion, definase €, = +1 o —1, segilin que p sea par o
impar, y férmese el producto provisto de signo

{a) € Q1 Qojp Qgj . . . Anj,
El conjunto S, de todas las permutaciones de n simbolos contiene n! elementos; de modo que se pue-

den formar n! productos distintos del tipo (a). El determinante de 4'se define como la suma de estos
n! productos dotados de signo (llamados términos de |4|), es decir,

(b) |A! = ; € Q14 O2jy Qajg . . . Anj,

Ejemplo 23:
@y Qg2

(i)

= eply8an t+ oelpply = G583 — Gyady

By T3z

Asi, pues, el determinante de una matriz de orden 2 es el producto de los elementos diagonales
de la matriz menos ¢l producto de los elementos que no estin en la diagonal.

@y @z O3
(ii) @31 @22 (o3 = egpgly @asltyy + 130 005la T £21301282,80;
a3 %32 % + e2alyolyg8y T 21201302183z T €321@130200;
= @yyf998g; — GpyGzfaz — @190a1Ggg + Giplagdyy + 13810y — Gyalpala;

= ayy(Bga03s — Gz30az) — @12(@z;033 — Gga0g;) + @y3(ty)Bgn — Gaglar}

Gz O3 Oy a3 - 83y 33
= a — a a
11 12 13
Gap 33 @3y fGag a3 @3z
(i ] a, 21
22 21 g
= (—1)ittgy, + (—1)t+2ag,
@y O33
L)
@y U2z
+ (—1)1+3ay
@3 @3

liamado desarrollo del determinante con respecto a su primera fila. Se deja al lector hacer el
desarrollo con respecto a cada fila y cada columna.
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PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

En toda esta seccion, 4 es la matriz cuadrada de orden n cuyo determinante |4| viene dado por (b)
de la seccion precedente.
De (b) se sigue facilmente

Teorema XIX. - Si cada elemento de una fila (columna) de una matriz cuadrada 4 es cero, entonces
4| = o.

Teorema XX. 8i A4 es triangular superior (inferior) o diagonal, entonces |[4| = ayya55a55 - - - 4.,
producto de los elementos diagonales.

Teorema XXI. Si B se obtiene de 4 multiplicando su fila i (columna /) por un escalar no nulo k, es
|B| = kl4].

Veamos ahora (a) con més detalle. Como p es una aplicacién de § = {1,2,3,...,n} en si mismo,
se puede expresar (véase Capitulo 1) como
pt lp=j, 2 =7, 8=34, ... mp=17,
Con esta notacién, (a) toma la forma
- (@) & O1,1p Q2,2 A3,35 - - . An,mp
y (b) toma la forma

() |Al =] sz € Q1,10 O2,35 A3,3p . . . Qu,np

n

Como §, es un grupo, contiene la inversa
P—l . jlp—[ 555 1’ 5,'2.0—1 — j'sp—l =guz I . J‘..P_l =n
de p. Ademds, p y p~! son ambas impares o ambas pares. Asi, pues, (@) se puede escribir como
€om1 Qspmtyg Bapotgy Bypgmrgy - - o G pmt s
y después de reordenar los factores para que los indices de columna queden en orden natural, como
(a") -1 @11 Qgp-12@3p-1,3 - .« Bnp—1,p

y () como ) a] = SE €1 Qip-11 Bzp-1,2 @391, - . . Bp—i,n

n

Para toda matriz cuadrada 4 = [a,] se define la transpuesta de A, denotada por AT como la ma-
triz que se obtiene intercambiando las filas y columnas de 4. Por ejemplo,

Q11 fhe 3 T dn an
sii A =|aa 02 an| entonces AT = | @iz @2 am
@31 O3z Qa3 @iz @2z Oas

Escribamos, pues, 4”7 = [a]}] donde af = a; para todo i y j. Entonces el término de |47

L GT.JI 0L3, Qagg -+ Ohsy, = & i1 Gz Bypn v Q5
€ Qyp,1 Qopz Cap,a + o O
es por (b”) un término de |4|. Como esto es cierto para toda p € S, queda demostrado el
Teorema XXIL. Si A" es la transpuesta de la matriz cuadrada A, entonces |47| = |4].

Sea ahora 4 una matriz cuadrada y sea B la matriz obtenida multiplicando la fila i de 4 por un es-
calar no nulo k. Expresada por matrices elementales B = H;(k)* 4; y, por el Teorema XXI,

Bl = [Hi(k)- A] = K|A|




184 MATRICES [CAP. 14

Pero |H (k)| = k; luego |H,(k)" A| = |H,(k)| - |4]. Por una demostracién independiente o bien por el
Teorema XXII, también tenemos

|A-Kik)| = |A]-

Denotese ahora por B la matriz que se obtiene de la A intercambiando sus columnas i y j y denéte-
se por t la transposicién correspondiente (i, j). El efecto de t sobre (a’) es producir

(ﬂ."’ eor @ 1pr@e,2pr @ a,apr . -+ Qpympr
por tanto, [B] = 52 €or Cpirpr Op,20r Bapr « + o Cnympr
b3
Pero g = pt €S, es par si p es impar ¢ impar si p es par; de modo que ¢, = —¢,. Ademds, con 1

fijo, hdgase describir S, a p; entonces ¢ describe S, y asi

|B] = 52 & Op0 Qo00 Oy 50 -+ - Gpne = —|A]
Queda demostrado el :

Teorema XXIII. Si B se obtiene de 4 intercambiando dos cualesqmera de sus filas (columnas), en-
tonces |B| = —|4].

Como en ¢l Teorema XXIII B = 4 - K; y |K,| = —1, tenemos |4 * K| =
tria, |H - A| = |Hy| - |4].

* |K;| v, por sime-

De aqui se sigue de inmediato, excluyendo todo cuerpo de caracteristica dos,
Teorema XXIV. Si dos filas (columnas) de A son idénticas, entonces |4| = 0.

Por ultimo, sea B obtenida de .4 sumando a su fila i el producto por k (un escalar) de su fila j.
Suponiendo j < i,

|B| = SE €l gp o @iy von Qg iy (@0 R0 ) @iy artrp e o v Bnng
G
= 32" & Qi 1p Qoinp Ry gp » o0 By
* SE eplygp - Bygp - Qi g=10p (B 50) Gisg cirpe -+ Cnnp
= |Al + 0 = |A] (con (") y Teoremas XXI y XXIV)

Queda demostrado (el caso j > i se deja al lector) el

Teorema XXV, Si B resulta de 4 por adicion a su fila i del producto por & (un escalar) de su fila j,
es |B| = |A|. Teorema que también es valido si se cambia «filan por «columna».

Como en el Teorema XXV, B = H,(k)* 4 y |H;k)| = |I| = 1, se tiene
\Hyk)- A = |Hyk)| - 4]y |4~ Kyk)| = |4] - [Kith)|
Y ahora queda demostrado el

Teorema XXVI. Si A es una matriz cuadrada de orden n y H(K) es una matriz elemental cuadrada por
fila (columna) de orden n, entonces

|- 4] = |H|-|4] y |4-K]=|4][K]
Por ¢l Teorema IX’, toda matriz cuadrada 4 se puede expresar como
(© A=H ' H;'  H ' N-K'. .. K' K

Y entonces, por aplicaciones reiteradas del Teorema XXVI, se obtiene
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|A| = |H7Y | .. BV N-KDY LK KT
7| - |H5 |- | . BN KT LK R

BB HT N (RTY K R

Si 4 es regular, entonces N = Iy |N| = 1; si A4 es singular, entonces uno o méis de los elementos dia-
gonales de N es 0 y |N| = 0. Asi, pues,

Teorema XXVII. Una matriz cuadrada 4 es regular si, y solo si, |4 # 0.
y
Teorema XXVIIL. Si 4 y B son matrices cuadradas de orden n, entonces |4 - B| = |4

8],

CALCULO DE DETERMINANTES
. Utilizando el resultado del Ejemplo 23 (ii), tenemos

< alg $|-w|e 8] w]t

A o e
-1 D2
oo W

= (40—42) — 2(32—30) + 3(28 — 25)
= =2 —d%dgT < 3

El procedimiento mds practico para calcular |4| de orden n= 3 consiste en reducir 4 a forma
triangular mediante transformaciones elementales de los tipos H, (k) y K;;(k) exclusivamente (no al-
teran el valor de |A|] y luego aplicando el Teorema XX. Si se usan otras transformaciones elementales,
deben hacerse anotaciones cuidadosas, pues el efecto de H;; o de K;; es cambiar ¢l signo de |4| en tanto
que ¢l de Hk) o de K;(k) es multiplicar |4| por k.

Ejemplo 24: Observando las formas triangulares obtenidas en el Ejemplo 6 y en el Problema 8, se ve que
mientras que los elementos diagonales no son tnicos, el producto de los elementos diagonales
lo es. En el Ejemplo 6(a), pdgina 171, tenemos

5 I L 2= Prer B
4 = |4 56| =|0 -8 —6|= |0 —3-6|= Q=341 = 3
5 78 0 -3 -7 0 0 -1
Véase también Problema 20.
Problemas resueltos
1 -2 0 4
1. Hallar la imagen de ¢ = (1.2,3,4) por la transformacién lineal 4 = 2 4 1-2 de
V. (Q) en si mismo. =1 6 =l
1 3 2 0

CA =&[y: ¥2 15 val = E pin vy Eovay Eopa)

= (9, 15, 25, —3) {Vease Problema 15, Capitulo 13, pagina 158.)
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1
Calcular A*By B+ A dadas A =| 2 y B=1[456]
3

1 1:4 1+5 1+6 4 5 6
A*B = |2|-[4586 = 2+4 0:5 246 =2 8 10 12
3 8+4 38:5 3:6 12 15 18
1
Y B+ A = 14 B 6]- 2 — [4'1+5'2+6'3] = [32]
3

3 0 1 3
i
AB = 2+2 1+6—-2 —4+2 —-1+2 = 4 =211
6 3+1 -1 —3—1 6 4 -1 —4
1220
G 2531 ;
Demostrar que la transformacion lineal 384 2|0 V4 (R) es singular y hallar un vector cuya
imagen sea 0. 2713

Utilizando sucesivamente Hy,(—2), Hjy(—3). Hyy(—2); Hya(—2), H3p(—2), Hip(—3), se tiene

1220 L 272 a0 1 0 4 -2
26531 _|0 1-1 1| [0 1-1 1
3842 6 2-2 2 0 0 0 0
2718 0 8-3 3 0 0 0 0

La transformacién es singular, de caracteristica 2.

Designense las matrices equivalentes por A, B, C, respectivamente, y dendtense por gy, p,, fa, f4 los vectores
fila de 4, por p3, p3, p3, py los vectores fila de B y por py, p3y, py, pi los vectores fila de C. Aplicando en orden
los pasos, tenemos

oy = p2—21 A =330 py = e 2p

It

. =l I Y B ’ o=
Pl =20, e =2, el =k 30,

Ahora bien, By = p—2; = lpa=8m)—2pz—2p) = p3—22atp = 0

Il

mientras que o, py— 3, = {pa—2) —3lpa—20) = pa—B8pptdp = 0

Asi, pues, la imagen de & = (1, —2, 1, 0) es 0; también la imagen de 5 = (4, —3, 0, 1) es 0. Demostrar que los
vectores cuya imagen es 0 llenan un subespacio de dimensién 2 en V, (R).

123
Demostrar que la transformacion lineal A = | 2 1 3 | es regular.
LM A asiai ] A Bndednd. [3 21
Encontramos o
123 Tin Bland 1% 8 1 0 1 1.01 100
A = |213|~/0-83-3|~|0 1 1|~[0-1 1|~[011|~f010| = B
321 0 —4 —8 0 —4 -8 0 0 —4 001 001

Los vectores fila de 4 son lincalmente independientes; la transformacion lineal 4 es regular.
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1 & 2 4.2
6. Hallar la caracteristica de la transformacién lineal A — | 2 5 3 10 7 |de Vy(R)en Vi (R)
- 3 5 710 4
Hallamos
1 2 2 4 2 I 2.2 4.2 1 0 4 0 —4 1 4 0 0
25310?-—~01—123-—01—123--01—120=B
3 5 710 4 0~-1 1 -2 —2 0 0 0 o 6 0 o o0 1

Los vectores imagen son linealmente independientes; r, = 3.

7. Del conjunto {(2,5,0, —=3), (3,2,1,2), (1,2, 1,0), (56,3,2), (1, -2, —1,2)} de vectores de
V4 (R), elegir un subconjunto linealmente independiente maximo.

El conjunto dado es linealmente dependiente (i por qué?). Hallamos

2 5 0 -3 0 1 -2 -3 01 -2 -3
3 2 1 2 0 -4 -2 2 0 0 —10 —10
A =11 2 1 0[{~|1 2 1 o0fl~|10 5 &
5 6 3 2 D —4 -2 2 0 0 —10 —10
1-2 -1 2 0 -4 -2 2 0 0 —10 —10
0 1 -2 -3 ¢ 1 0 -t
EE SRR Dl 0 0 1 1
~|/10 5 &|~|1 0 0 1| = B
0 0 —10 —10 D 0 0 o0
{0 0 ~10 —10 0 0 0 o

Examinando los pasos dados, es claro que los primeros tres vectores de 4 son combinaciones lineales de los tres
vectores lincalmente independientes de B (compruébese esto). Asi, {(2.5,0, =3),(3,2,1,2), (1,2, 1, 0)} es un
subconjunto mdximo linealmente independiente de 4. ;Se puede concluir que cualesquiera tres vectores de 4 son
necesariamente linealmente independientes? Compruébese considerando el subconjunto {(1, 2, 1, 0), (5, 6, 3, 2),
1, =2, -1, 2)}.

123
Mediante transformaciones elementales de columna, reducir A = (4 5 6 a triangular
superior, triangular inferior y diagonal. 578
Con K 4(—2/8), Kpy(—b5/6); Ky5(1), Kas(—1/24),  obtenemos
12 3] =t s il -3/2 —5/8 3
4 = | 458/~ 0 0 6|~ 0 —1/4 6 | <quees triangular superior.
578 -1/3 1/83 8 0 0 8
Con Ky (—2), K4 (—3); Kgp(—2) obtenemos
123 1 0 0 1 0 0
A = |456|~|4-3-6|~|4-3 0 que es triangular inferior,
L578_| "5 -3 =7 5 -3 —1

Con Ky (—2), Kyy(—8), Kgo(—2); Ky5(8), Kpa(—3); K5(4/3) obtenemos

1 0 o 1 0 0 1 8 0
A~[4-8 0(~l4-3 0|[~|0-3 o0 que es diagonal,
5 -8 -1 0 0 -1 0 0 -1
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Demostrar: Toda matriz no nula 4 sobre & se puede reducir por sucesivas transformaciones ele-
mentales de fila a una matriz canonica por filas (matriz escalén) C con las propiedades siguientes:

(i) Cada una de las primeras r filas de C tiene por lo menos un elemento distinto de cero; las
otras filas, si las hay, consisten enteramente en elementos cero.

(i) Enlafilai(i=1,2,...,r)de C, su primer elemento no nulo es 1, la unidad de &, Nume-
rese j; la columna en que esta este clemento.

(iii) El tnico elemento no nulo en la columna numerada j, (i = 1,2,...,r) es el elemento 1
en la fila 7.

(V) jy<js<- - <.
Considérese la primera columna no nula, numerada j;, de A:

{a) Si a;; # 0, empléese H,(a7;!) para reducirla a 1, si es preciso.
g i

(b) Siayy, =0, pero a,; # 0, empléese H,, y procédase como en (a).

(¢} Utilicense transformaciones del tipo H;, (k) para obtener ceros en todos los otros lugares de la columna j;
si es preciso. !

Si solamente en la primera fila de la matriz B que resulta aparecen elementos no nulos, entonces 8 = C;
si no, hay un elemento no nulo en otro lugar de la columna numerada j;, > j;. 8i by, # 0, utilicese Ha(b3})
como en (a) y procédase como en (c); si by, = 0, pero b;, # 0, utilicese H,, y procedase como en (a) ¥ (¢).

Si se presentan elementos no nulos solamente en las primeras dos filas de la matriz que resulta, hemos lle-
gado a C; si no, hay una columna numerada j; > j, que tiene elementos no nulos en otro lugar de la columna.
Si ... y asi sucesivamente; al final debemos llegar a C.

Demostrar: La caracteristica de fila y la caracteristica de columna de una matriz 4 sobre & son
iguales.

Considérese una matriz m x n y supdngase que tiene caracteristicas r de fila y s de columna. Asi que un
subconjunto maximo de vectores columna linealmente independientes de esta matriz, consiste en s vectores.
Intercambiando columnas, si s preciso, dispéngase de modo que las primeras s columnas sean linealmente in-
dependientes. Se deja al cuidado del lector demostrar que tales permutaciones de columnas no aumentan ni dis-
minuyen la caracteristica de fila de la matriz dada. Sin que se pierda generalidad, podemos suponer que en

a4 Gz .ee B1p Cpsiq o-. Qg
@31 O gy Og,543 Ggn
A ==

Qg Qgp By Bg st Tsn

Im1 Cmg Qms  Om,5+1 L
son linealmente independientes los primeros s vectores columna yy, ¥2.. .., 7, e0 fanto que cada uno de los
restantes # — s vectores columna es combinacion lineal de eéstos, por ejemplo,

Yere = cuv1 t @yz + v F v (=12 ...,n—3)
con ¢;; € F. Definanse los siguientes vectores:
1 = (811, @120 oo 2 Qyg)y Pz = (Gopslay, - B P (@m1s @mes « + » Ema)

Y o1 = (@11 8y, oy Bseqy1)y o3 = (@12, Ggoy - s @siyn)y oy O = (Bym Bas + o5 Qg 1,m)

Como los g estan en un espacio ¥, (F), cualesquiera s + 1 de ellos forman un conjunto linealmente dependien-

te. Asi, pues, existen escalares by, by, ..., 8, ; de F no todos nulos, tales que
bypy + bgog + o0 F bopiperr = (Bl Boly 0 F besi@ig g Bitig F bolgs + 0o
+ Bep18s4q9s «ony By batlag + v+ Boyiag i)
= (g0, £ron -.oy fr0) = ¢

donde { = (0,0,...,0) = 0 es el vector nulo de V¥, (F) y £ = (5, b3,...,b.yy) Entonces,
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fro) = frop = o0 = feg, =0

Considérese cualquiera de los restantes ¢, por ejemplo,

Tk = (@ysip Gogip ooy Gorigig)
= (0l Tt Gty 0 Gy Oy FoCpallay + 0 F gy, L,
Craler 1y T Cralls s o Tttt T Opglay g )
Entonces, E70sik = oallroy) Foeplira) + o0 F glice) = 0

Asi que cualquier conjunto de s + | filas de 4 es linealmente dependiente; luego s = r, esto es,
la caracteristica de columna de una matriz no puede exceder su caracteristica de fila.

Para completar la demostracién hemos de demostrar que r = . Y esto puede hacerse de una de dos maneras:

(i) Repitiendo el razonamiento anterior comenzando con las filas linealmente independientes (las primeras r)
en A, y deduciendo que sus.primeras » + | columnas son linealmente dependientes.

(ii) Considérese la traspuesta de A

Gy Bz ... 8my
AT = Giz @zp ... Gpy
By Gap Tmn

cuyas filas son las columnas correspondientes de 4. Entonces, la caracteristica de fila de A7 es s, la carac-
teristica de columna de 4, y la caracteristica de columna de A7 es r, que es la caracteristica de fila de 4.
Por el razonamiento anterior, la caracteristica de columna de A7 no puede superar su caracteristica de fila:
es decir, r = s.

En cualquier caso, tenemos r = 5, como sé requeria.

3 2 3 4 5
11. Reducir A = |2 —1 4 5 1 |sobre R a forma normal.
4 5 1 2 -3

Primero utilizamos H,,(—1) para tener el elemento 1 en la primera fila ¥ primera columna; asi

A 3 2 3 4 b 8 RS o s R
A = 2.5 ¢ b gl ™ 21 Jdaa A
4 .87 17 g 4 5 1 2 -3

Con Hy(—2), Hy(—4), Knl(—3), Kg(l), Ky(1), K5 (—4), tenemos

1 0 0 0 0
A ~ == 6 T =
[ 5 6 —19

Utilizando, entonces, Hgp(—1), Ka(—1/T), Kga(—6), Kel—T), K:5(7), tenemos

¥, por tltimo, con Hy(—1), Kg(—1), Kga(—12),

-1
i =1
(]
(=T~

1
A = 0
0
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1. 3 103
A= |2 1 —3 —g|sobre R a forma normal N y hallar matrices S y T tales que
3 3 1 2
S+A4-T=N.
Hallamos
10 s 1 0 0 0
o1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
1 1 1 2 1 0 0 1 1 1 2 1 0 0
1y 2 1-3-6 0 1 0 0-1-5-10-2 1 0
Al; = 3 8 1 2 o0 0 1 = 0 0-2 -4-3 0 1
1 -1 -1 -2 1-1-1 -2
0 1 0 0 o1 0 0
0 0 1 0 o 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0-1-6-10 -2 1 0 01 5 10 2 -1 0
- 0 0-2 -4-3 0 1 = 0 0 1 2 32 0 -1/2
1 -1 -1 -2 1-1-1 0
0 1 0 0 01 0 0
0 0 1 0 ¢ 0 1 =2
o 0 0 1 0o 0 0 1
1000 1 0 O 100 0 1 0 0
0 1 0 0-11/2 -1 52 6 1 0 0-11/2 -1 5/2 T
- 0 0 1 2 82 0-1/2 - 0 0 1 0 82 0-1/2 = NS
B B 0 10 0
Luego 8 = | —11/2 -1 b5/2 y T = .
3/2 0 -1/2 B el
o 0 0 1

13. Demostrar: El inverso del producto de dos matrices 4 y B, ambas dotadas de inversa, es el pro-
ducto de las inversas en orden inverso, esto es,

(A*B)y'=B1-4"!
Por definicidén, (4-B) ' -(4-B) = (4-B)(A* B)"! = I. Ahora bien,
(B A7) (4-B)=B YA '*A)B=B"'"I'B=B'"B=1

y ABYB VA )= AB B YA ' =d A =1
Como (4 - B)™! es Unico (véase Problema 33), tenemos (A+B)~! = B~ - 477,
124
14, Calcular la inversa de A = [ 3 1 0 | sobre Z/(5).
221
Tenemos =
124100 124100 124100
[Al'a]: 31L0010|~|003210|~|033301
221001 033301 003210
124100 102401 100111
~|o11102|~(011102|~|0102232
001420 001420 001420
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15. Hallar el polinomio minimo de A =

1
0
1

MATRICES

2

11
0 sobre R,
11

Es claro que A4 # a,/ para todo a,¢ R, Podngase

Az

L= = ]

que es imposible. Péngase ahora

Al

2ay + a; + a,

De 462 + ay

2a; + a,

Tenemos

N o e
|
-

A H =

|-
-1 o

1
0

-

= oo

[~ ]

b
1

0 13
0 -8
L0 -3

(100

010
001
000
000

16. Hallar todas las soluciones, si las hay, del sistema

191

4 2 111 100 a4 tag a, a,
4 0 = | 020 |+ a/010 = 0 2e, +a, 0
42 131 001 a, o, o+ ey
412 4 242 s Iy | 100
= 08 0 = a3 0404+ a;|020 + a3 010
412 4 242 111 001
2a,+ a2y + gy 4a; + a; 2a; + ay
= 0 da;+ 20, + ay 0
2ay+ e, 4a; + a, 20,4+ a,+ay
= 4
= 12, obtenemos ay = 0, a; = —4, ay = 4. Después de comprobar para todo
= 4
elemento de 4° y no antes, concluimos que m(h) = A? — 4A2 + 4i.
201+ 232 + 323+ 24 =1
21— T+ 2y + 8z = 2
—22, + 322 — 23— 2%« = 4 sobre R.
z, +bxz+ 823 — 834 = 2
20, + Tea + 323 — 22, = 8
1 1 1 5 3-8 2 1 5 3 -8 2
3 2 3-1 1 3 2 0 —-16 -8 12 —4 *
-2 4 |~ -2 3-1 -2 4|~ |0 183 5 -8 8
-3 2 2 2 3 1 1 0 -8 -3 7 -3
-2 8 2 7 8-2 8 0 -8 -8 4 4|
3 -3 2 10 1/2 3/4 8/4 10 1/2 8/4 3/4
1/2 —8/4 1/4 01 1/2 -3/ 1/4 01 1/2 -3/ 1/4
5 -8 8 | ~100-82 74 194 |~]00 1 1 -1
-3 7 -3 00 1 1 -1 00 —8/2 T4 19/
-3 4 4 ] 00 -3/2 74 18/4 00 0 ] 0
1/4  B/4 (100 14 &4 ( 1 0 0 0 1
—b5/4 3/4 010 -5/ 3/4 01 0 0 2
1 —1 ~ 1001 1 -1 ~lo 0 1 0 -2
13/4 13/4 000 1 1 0 0 0 1 1
0 0 _0 00 0 0 00 0 0 0
gnitas..Hay una solucién tnica: x; = 1, x; = 2,

Tanto 4 como [4 H] tienen caracteristica 4, el nimeto de inc6

Xy = =2, x,= 1

Nota. El primer paso en la reduccidn fue H,,. Fue para tener el elemento | en la primera fila y primera
columna, cosa que también se habria podido lograr con H,(}). )
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321
17. Reducir | 6 5 4 |sobre Z/(7) a forma normal.
425

Con H(5): Ha 1), Hyy(3), Hold), Haal3)o Hy(3): Hgil), Hag(6),  tenemos

1 13 -'135—1 lﬂﬁ—l (1
4 - 6 5 4
5 |42

2 —! 06 ll]U_‘

5 \ 2 | | 012 610

2_ 5_j l(}-it’i_:i ._UUSJ 001 OUIJ
4
1
3
2

Wa L

fx1+2x2+ T+ By =
2r;+ @24 3z + 224 =

2xs + a2t s
3z + T2 + 3y + 4wy =

18. Hallar todas las soluciones, si las hay, del sistema sobre Z/(5).

Tenemos ~ =
112134 1213 4 12138 4 ‘10021]
e Lk R 0211 3 0133 4|~ 0133 ¢
lo211 3 0211 3 0211 3] 00:00 0
L3134 2 tunooo [_0000 0, 0000 0

Aqui, ry = ry g = 2; el sistema es compatible. Haciendo x; = s y x4 = 1, con s, 1 € Z/(5), todas las solucio-
nes vienen dadas por
2, =148 xz,=4+28+2L z3=3 =x;=1

Como Z/(5) es un cuerpo finito, solamente hay un nimero finito (hallarlo) de soluciones.
22:+ X2+ 13 = 0

19. Resolver el sistema T + g3 = 0 sobre Z/(3).
2xs+xa = 0

2 9 2 2 2 B lﬁl-l
Tenemaos A = 101 )~ 0t1|~|012|~|012
021 021 021 OOGJ

.
Entonces haciendo x; = s € Z/(3), obtenemos x, = 25, x; = X3 = § como_solucion.

20. Con cada matriz sobre @, calcular:

0 130l ]-1 1-3 -1
@ | 25 4p=|-3 5 4(=|-8 2 18| =| 2 6 0| =65
S s ol
—8 2h2iy -5 2 -2 —5 -3 13 -5 -3 13

Sc emplea K,,(—1) para remplazar a,; = 0 por un elemento no nulo, El mismo resultado se puede obte-
ner utilizando K,;; entonces,

| 0.1 -3 1 0 -3 |1t o o 1 0 0
2 &5 al= =ls g 4| = —|5 "2 W| = =B 2 ¥ = —65
-3 2 -2 2 -3 -2 2 -3 4 2 —3 65/2

Otra alternativa en el cdlculo es la siguiente:

0 1 -3 0 1.0
2 5 4| = 2 5 19| = -
-3 2 -2 -3 2 |

It
@
+
o
e ]
3

I

|
[=r]
n
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2 3-2 4 =1 3-2 4 =k 0 0 [i]
| T 1 2] | -2 1 g| M LY
S 1 8 % 4| 1 5 1 8
-2 4 0 5 -6 4 0 5 —6 —14 12 —19
=1 0 0 0 =1 0 0 0 -1 1] 0 0
S . Ty SR RS [POV [ R S U (R
1 5 1 8 1 5 16 23 1 5 18 0
—6 —~14 12 —-19 —6 —14 -30 —61 -6 —14 —30 —143/8
= (—1)}(—1N16)—143/8) = —286
Problemas prepuestos
102 123 =y =F
2. Dadas A = (031, B=|134], ¢ = 1 0 -1 sobre @ calcular:
420 143 1 =2 1
225 310 9 -5 2 1
fa) A+B=|145 e} A-B =413 15 (e} A-C = 4 -2 —2
563 6 14 20 —26 24 —6
306 —2 0 0—’ 9 4 2
(b) 34 = 093 (d) B-C = 0 -2 o (H A2 = A-4A =411 3
12 6 0 0 0 —2_} 4 610
22. En el Problema 21 verificar: (@) (4 + B)C = AC + BC, (b) (4-B)C = A(B- ().
23. Para 4 = [aU], (i=1,2,3; j=1,2,3), calcular Iyr Ay A- I (igualmente 0:° Ay A-0,) para comprobar
que en el conjunto & de las matrices cuadradas de orden n sobre #, la matriz nula y la matriz unidad con-
. Mmutan con todos los elementos de 4.
a b 0
24, Demostrar que el conjunto de todas las matrices delaforma| 0 a+b 0 |dondea, b, ce Q) es una subélgebra
de #,(Q). 0 0 o
e b ¢
25. Demostrar que el conjunto de todas las matrices de la forma | 0 a¢+e¢ 0 (dondea, b, ce R, esuna subdlgebra
de .#4(R). ¢ b a
26. Hallar la dimensién del espacio vectorial generado por cada uno de los conjuntos de vectores sobre 0 siguien-

tes. Elegir una base para cada uno.

(@) {(1,4,2,4), (1,31, 2), (0,1,1,2), (3,8,2,4))

(b) {(1,2,8,4,5), (5,4, 3,2,1), (1,0,1,0,1), (3,2, —=1=2; =8}

(e) {(1,1,0,—1.1), (1,0, 1,1,-1), (0,1,0,1,0), (1,0,0, 1,1), (1,-1,0,1,1)}
Resp. (a} 2, (b)3, (¢)4

Demostrar que la transformacion lineal A4 =
tor cuya imagen sea 0.

de ¥, (R} en si mismo es singular y hallar un vec-

LR
(=T - -
el o - B -
[T i
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28. Demostrar: Las matrices cuadradas de orden 3 I, Hy Mz Haso Hyp* Hya, Hyp® Haz con la multiplicacion
forman un grupo isomorfo al grupo simétrico de 3 letras.

29, Demostrar: Con respecto a la multiplicacién, el conjunte de las matrices cuadradas diagonales de orden » regula-
res sobre & es un grupo conmutativo.

30. Reducir las siguientes matrices sobre R a su matriz candnica equivalente por filas:

'_1 22 | 8 4 5 6 7T 8
(a)I—l 2 —3 (e) 1.3 22 @ 4 b 6 7 &8 9
-]_25—4 2 434 5 6 7T 8 8 8
L3'?46 10 11 12 13 14 15
1 101 2 1. 2= 3
2 5 —4 6
w2z 1-3-6 ) [rgasgeser e
3 3 1 2
2 4-—-1 6
1002 A SO
: 1000 § G b 1 0 -1 -2-3 0
Resp. (a) B 4 )| 0100 (e @ I, (e 01 2 3 4 0
01 2 & by 8 6010 00 0 0 01
’ 0000 0o 0 0 00
31. En el Ejemplo 11, pagina 175, utilizar Hy(3), Hyp(—1), Has(—35), Ki(2) sobre
1 -2 1
0 1 0
0o 0 1
i1 0 0 1 0 0
0 2 5-3 1 0 1 LU 1 -2 2
0 1 3-4 0 1 y obténgase S = 11 3 -5 ¥ T=1]0 1 0
—5/2 —-1/2 1 0o 0 2
para mostrar que las matrices regulares S y 7T tales que 5+ 4+ T = I no son fnicas.
I g 18 =2
32. Reducird = | 2 —2 1 3 |sobre Raforma normal N y determinar matrices Sy Ttalesque - AT = N.
3 0 4 1j

33. Demostrar que si 4 es regular, su inversa A" es (nica.
Sugerencia: Suponer A*B=C-Ad=1y considerar (C-A4)- B = Cr (4" B).

34, Demostrar: Si A4 es regular, entonces 4+ B = A+ C implica B = C.

35, Demostrar que si las matrices regulares 4 y B conmutan, también lo hacen (a) 4~ 'yR (b)AyB ' (c)A™ yB
Sugerencia: (@) A YA -BAT' =AY B A4

36. Hallar la inversa de

r r 3427
3 123 23372
{a) 2 (e} 133 (e) 57389
Ll 3 4 _2 4 3 9323
B = 1 1 1
123 1 -1 1 2 3 _1
245 (d) : [l ARS - (f) o 3 B _5 sobre Q.
—1 1
|._3 "3 |_ 2 3 -4 -6 8
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4| = |H;| - |4]) Y también el

CAP. 14] MATRICES
T =3 =3 ) e B 3 —6
Resp. (@) | 1 1 0], (B)| -8 3 —-1|, () L] —3 3
e =1 .0 2 0 —IJ
B e S . 1 -0 -t
1 = R R X L 3 ¥:
L : ; _: A S g geaganng [ SN o edd st -8
3 et T 2 | 4 —-13 6 ~1
101
37. Hallar la inversu de A = | 1 1 1 | sobre Z/(3). ;Tiene A4 inversa sobre Z/(5)?
211
021
Resp. A—1' =210
1712
o 1 0 200 112
38. Hallar ¢l polinomio minimo de (@) |0 0 1|, (|0 10|, @[112], @
l1 2 =1 001 11 2
i
Resp. (@) M4+ 22— 20— 1, (b) A2 =30 +2, (c) A2—4x, (d) N2 —Br+ 4
39. Hallar la inversa de cada matriz (a), (b), (d) del Problema 36, mediante su polinomioc minimo.
40. Suponiendo que A* + g’ + bk es el polinomio minimo de una matriz regular A, hacer ver una contradiccién.
41. Demostrar los Teoremas XIX, XX y XXI, pdgina 183.
42. Demostrar ¢l Teorema XXIV. (Sugerencia: i las filas i y j son idénticas en 4,
Teorema XXVIII.
43. Calcular: !}L“v){:'
11186
123 =i o=l 2416
(@ 134 @] 1 0-1 © 14129
143 L= 2 2427
102 2=1-"1 : : : f
(» 31 (@ | 3 2 4 ) I
420 -1 06 3
1134
Resp. (o) —2, (b) —26, (¢) 4, (d) 27, (e) 41, (f) 156
k-3 & B , Rl elba | ik
44, Caleular:  (a) i S AL e T i G- R,
1 4 A—23 —4 -5 A—8
Sugerencia: Desarrollar por la primera fila o por la primera columna.
Resp. [a) 3* — 7A? —6h + 42, (b) A% — 1102 — 6L + 28
45, Dendtense los vectores fila de 4 = [a;;], (i,j = 1,2, 3) por gy, ps, p3- Demostrar que

{a) p, % p, (véase Problema 13, Capitulo 13, pagina 157) se puede hallar como sigue: Escribase el cuadro

Gy 2

Bt Gon

y tichese la primera columna. Entonces,

pLXpy = (

@z 43
Lob)

U3 oy dyg

oy oy O

Lt
1}

ag a3

(B) |Al = py*(pa X p3) = —pa*lpy X pg) = pa oy X pa)

@y

L]

an

&3y

)
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46.

47.
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Demostrar que el conjunto de formas lineales
[f, = apr; tapr * o+ oagx,
(a) [ = ok +anm + o0t ag, sobre F
[f,,, = @mZTy + GpaTzs + o0+ @ty
es linealmente dependiente si, y solo si, la matriz coeficiente
A = [ag, (=12 ...,m; j=1,2,...,7n)
es de caracteristica r < m. Asi, pues, (a) es necesariamente linealmente dependiente si m > n.
Hallar todas las soluciones de
zy+ 2+ Xy = 4
(@) 2, — 22, + 82, — bz, = 1 (b {;Iiﬁztz::z; (e) 2x;+5x:—2x:=3
x + T2y — T2y = 5

2xy + xy+Bx3+ =z =5
(d z) + @ — 3zg — dxy
8z, + 6xy — 2%, + =z, = 8
2xy + 22, + 223 — 3z, = 2

2yt ry+ 223+ xy =
(e) 2x; + 8xy — 23— 2z, =
4z, + Bxy + 3z, =

i
|
—
-3t o

2+ 32, + x3+ z4+ 22
2xy + bxy — Bzg + 22y — x5 =
—2,+ Ty + 25y — 24+ x5
3z, + x3+ 3 — 2z, + 3z5 =

zy+ x5 — 2x3+ zy+ Bxy; —
() 22 — =z, + 2y + 22, + 65
3xy + 2xy —dzy — 3z, — 925 = 3

ol
b =

(@ sobre .

|
o wmw o

Resp. (a) =, = 14+ 2r—38+5¢, Ty =T, Tz=8, @y =1t
(d) z; = 17/8 —Tr/3, z, = —5/3+ 4r/3, z; =71
d) £, =2, 2,=1/5, 23=0, z, = 4/5
) 2,=1, 2p=2r, z; =7, z,=—3b, 2, =b
(9) =y = —11/5 —dr/5, 2, =2, z3 = ~1—7r, &, = —14/5— /5, az=1r

(a) Demostrar que ¢l conjunto M, = {4, B, . ..} de las matrices sobre O de orden 2 es isomorfo al espacio vec-
j L TR ) ) i
torial V4 (Q). Sugerencia: Usar A = = (@11, @19, @3y, 953). Véase Problema 3, Capitulo 10,
pégina 108. G Oz ;
00 )
(6) Demostrar que I, = B g] y Iy = [0 ;} s Ay = |i1 0] , Iy = {g 0] es una base del espacio
vectorial. 0 1

by B ; 3
(c) Demostrar: A conmutacon B = {b" b"] si, y solo si, 4 conmuta con toda I; de (b).
21 Ugg

Sugerencia: B = by Iyy + biolyy + by by + by3lss.

Definase S, = {{ ¥ y] P2y € R} - Demuéstrese que (4) S, es un espacio vectorial sobre R, () S, es un
—y =
cuerpo.

Sugerencia: En (b) muéstrese que la aplicacién S; = C : [ z yJ -+ z + yi es un isomorfismo.
L o

Demuéstrese que el conjunto 2 = {(g, + q;f + gaj + dak): q1, 42, g3, G4 € R} con la adicién-y multiplicacién
definidas en el Problema 27, Capitulo 11, pagina 123, es isomorfo al conjunto

91 92 93 g4
—2 9 —9; g3
Sy = Dy, 90959, € R
4 —a @ 4 —a T1) 920 93: Uy

¢Es S, un cuerpo? T T @2 G
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51.

52.

53.

55.

57.

Demostrar: 81 &, &;, ..., &, son m < n vectores lincalmente independientes de V, (F), los p vectores
mpo= Syt 8kt Fosntn,  G=12....,p)

son hinealmente dependientes si p > m o bien, cuando p=um, si [5;] es de caracteristica r < p.

Demostrar: Si &;, &;,....¢&, son vectores linealmente independientes de I, (#). los n vectores
M= aufy t appfs T T ek, i=12,....m
son linealmente independientes si, y solo si, [4;] # 0.

Verificar que el anillo 7, = “’“’ 1 e, bec€E R} tiene los subanillos
0 c
L

R | e ENE | e

como sus ideales propios. Escribir el homomerfismo que determina a cada uno como un ideal, (Vease Teore-
ma VI, Capitulo 10, pagina 105.)

Demostrar: (A + B)' = 47 + BT y (4 B)" = B"+ AT si A y B son matrices cuadradas de orden # sobre #.

Considérense los vectores X y Y de m componentes como matrices 1 X n y compruébese que

XY = X-¥T = Y. XT

(a) Demostrar que el conjunto de matrices cuadradas de orden 4

W = {I, Hys, Hyy, Hyy, Hay, Hyyy, Hayy Hyp=Hyy, Hyg* Hoy, Hyp=Hyy, Hiz+ Hyy, Hiygt Hyy,
Hyy*Hyg, Hya*Hyy HoyrHogo Hyg* Hyso Hyg Hyyy Hyyr Hay, Hyp»HigrHyy,
Hyy*Hyy*Hys, Hyg*Hyp Hyy, HygHyHyy, Hy Hip"Hyy, Hyy Hyy Hyg)

es un grupo multiplicative. Sugerencia: Mostrar que la aplicacién
Hy—~ (i), HyeHy - (ijk), Hy By~ (0D, Hye Hy o Hy = (k)
de .# en §, es un isomorfismo.

(b) Demostrarqueelsubconjunto {4, H 3. Haygo Hyy " HagoHys - Hyg Hyg - Hoa o Hys  Hig Hygt Hys  Hyl
de J# es un grupo 1isomorfo al grupo octal de un cuadrado. (En la Fig. 9-1, pagina 92, designar los vértices
1,2,3,4 por (1,0,0,0),(0,1,0,0), (0.0, 1,0) ¥ (0,0,0. 1) respectivamente.)

Demostrar que el conjunto de matrices cuadradas de orden 2

; [ 0 1} {—1 0] [o —1} [1 o} [—1 n} [0 1] ir 0 —ﬂ}
-1 0 0 —1J 1 0 ‘0 - o 1" {1 o]  |-1 o
es un grupo multiplicativo isomerfo al grupo octal de un cuadrado.

Sugerencia; Sittese el cuadrado de la Fig. 9-1, pagina 92, en_un sistema de coordenadas rectangular de modo
que los vértices 1. 2, 3, 4 tengan coordenadas (1, —1), (1, 1), (=1, 1), (—1, — 1} respectivamente.

Sean § gemerado por (1,0,1, —1), (1,0,2,3), (3,0,2, —1), (1,0, =2, —=7) y. T generado por (2, 1,3,2).
0,4, —1,0), (2,3. —4,2), (2,4, —1,2) subespacios de ¥, (Q). Hallar bases para 5§, 7. SN Ty S+ T
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Capitulo 15

Polinomios de matrices

MATRICES CON ELEMENTOS POLINOMIOS

Sea #[A] ¢l dominio de polinomios que consiste en todos los polinomios en A con coeficientes
en &, Una matriz m x n sobre #[A], es decir, cuyos elementos son polinomios de #[1],

aul(A) @i2(d) ... @A)
AN = fa) = |0 0 e
@mi(A) amz(A) ...  @Gma(A)

se dice una matriz A (léase matriz lambda)

Como & (C F[1], el conjunto de todas las matrices m x n sobre # es un subconjunto del con-
junto de todas las matrices A sobre #[A]. Es, pues, de esperar que gran parte de lo dicho en el Capi-
tulo 14 se verifique aqui, con cambios ligeros a lo més. Por ejemplo, con adicién y multiplicacién de-
finidas sobre ¢l conjunto de las matrices A cuadradas de orden n sobre #[A], se encuentra sin dificultad
que este conjunto es también un anillo no conmutativo con unidad I,, precisamente como ocurre con

0 x+1
es regular, es decir, [4(L)] = A(A + 1) # 0, 4(A) no tiene inversa sobre #[1]. La razén es, desde lue-
£0, que en general a(}) no tiene simétrica multiplicativa en #[A]. Asi que resulta imposible generalizar

el conjunto de todas las matrices cuadradas de orden n sobre #. Por otra parte, si bien 4(x) = P 0 }

la nocién de transformaciones elementales a 1as matrices A de modo que, por ejemplo

an=|r 0 ]~fto
0 a+1] |01
TRANSFORMACIONES ELEMENTALES

Se definen como sigue las transformaciones elementales de matrices A:

El intercambio de las filas i y j, denotado por H;;; ¢l intercambio de las columnas i y j, deno-
tado por Kj;.

La multiplicacion de la fila / por un elemento k € & diferente de cero, denotada por H,(k);
la multiplicacién de la columna / por un elemento.k € & diferente de cero, denotada por X(k).

La adicidn a la fila 7 del producto de f(A) € 1] por la fila j, denotada por H,,(f(1)); la adi-
cion a la columna ;i del producte de f(A) e #£[A] por la columna j, denotada por K (f(h)

(Obsérvese que las dos primeras transformaciones son idénticas a las del Capitulo 14, en tanto que la
tercera permite multiplicar por todo elemento de #[A].)

Se denotaran por el mismo simbolo una transformacion elemental y la matriz elemental obtenida
aplicando esa transformacién a I. Asi una transformacion de fila de 4() se efectiia multiplicindola a
la izquierda por la H adecuada, y una transformacién de columna se efectiia multiplicindola a la de-
recha por la X adecuada.

198
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En correspondencia con los resultados del Capitulo 14 enunciamos:

Toda matriz elemental es regular.

El determinante de toda matriz elemental es un elemento de &.

Toda matriz elemental tiene una inversa que, a su vez, es una matriz elemental.

Dos matrices L m x n A(L) y B(A) se dicen equivalentes si la una puede obtenerse de la otra
mediante sucesivas transformaciones elementales de fila y columna, es decir, si existen matrices
SA)=H,...H,"H, yTh) =K, - K, ...K, tales que

S(A) - A(N) - TN = Bw

La caracteristica de fila (columna) de una matriz A es ¢l numero de filas (columnas) lineal-
mente independientes de la matriz. La caracteristica de una matriz A s su caracteristica de fila
(columna).

Matrices A equivalentes tienen igual caracteristica; la reciproca no es cierta.

FORMA NORMAL DE UNA MATRIZ — )

En correspondencia con el Teorema IX', Capitulo 14, pagina 174, se tiene el

Teorema I. Toda matriz A A(L) m x n sobre #[A] de caracteristica r se puede reducir por transfor-
maciones elementales a una forma canénica (forma normal)

[f.0 o o OSENNE  lIER R
0 £, o 0 0 o0 0
N = [ 0 0 0 ... 0 £.()) 0
0 0 0 0 0
Lo o o o o0 o 0

en la que f(}), f2(A), . . ., f,(A) son polinomios ménicos de F[A] y fi(A) divide a £, , (1)
para i=1,2,...,r— 1.

No vamos a demostrar este teorema ni que la forma normal de una A(A) dada es tinica. (La de-
mostracion del teorema consiste en mostrar cmo se llega a N(A) para una 4(x) dada: la unicidad exige
mayor estudio de los determinantes.) Un procedimiento sencillo para obtener la forma normal se ilus-
tra en ¢l ejemplo y problemas que siguen.

Hiomplo J: A+3 A+1 A+2
Reducir  A(A) = 224+ A —3 AM4+a—1 22 -2
AR +T ZH20+1 A+ A2+BEA+2

sobre R(A) a forma normal.

El mdximo comtin divisor de los elementos de 4(A) es 1; témese f,(A) = 1. Valiéndose ahora de K,5(—1)
rempldcese a,,(A) por f;(A) y luego, mediante transformaciones adecuadas de fila y columna, obténgase una
matriz equivalente cuyas primeras fila y columna tienen nulos todos los elementos excepto ¢l elemento co-
mun f;(A); asi se llega a

1 A+1 A+2
AR\ ~ A—1 AM+a—1 222-2
A+l 2324 20+1 A+ A2+BA+2

1 0 0 1.0 1]
-~ A=1 2 AZ— -~ 0 X A= = B{))
A1 A2 A4 2 0 A2 A4y
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AZ—

v . A
Considerese ahora la submatriz !
P

} - El maximo comun divisor de sus elementos es A;

hagase f(A) = X. Como f,(k) ocupa la posicidn de ba,(X) en B(A) procedemos a eliminar de la segunda fila
y de la segunda columna los elémentos no nulos, exceptuando, naturalmente, el elemento comtin Jalh), ¥ te-

NEMmOQSs
1 0 0 10 0 1 0 0
AN ~ o0 » A= | ~|0ao n R_x|~]|0 0 = N
0 a2 )\3+2?\J' 0 0 AZ42n 0 o0 21—2}3‘
VA qiie k% + 2% es. ménico. Véanse también Problemas 1-3.

Los elementos no nulos de N(L), la forma normal de A(X) se llaman factores invariantes de A().).
Suponiendo que la forma normal de una matriz & es tUnica, se tiene el

Teorema II. Dos matrices A m x n sobre #[1] son equivalentes si, y solo si. tienen los mismos facto-
res invariantes.

POLINOMIOS CON COEFICIENTES MATRICIALES

En lo que queda de este capitulo nos limitaremos a matrices A cuadradas de orden n sobre #[A].
Sea A(A) una matriz semejante y supéngase que el grado méximo de todos los elementos polinomios
a;;(A) de A(%) es p. Por adicién, cuando fuere necesario, de términos con coeficientes cero, 4(1) puede
escribirse de modo que cada uno de sus elementos tenga p + 1 términos, Entonces, A(X) se escribe como
un pelinomio de grado p en A con matrices cuadradas 4; sobre % como coeficientes y se llama enton-
ces polinomio de matrices de grado p en A.

Ejemplo 2:
Para la matriz & A(k) del Ejemplo 1, tenemos

A+3 a1 At 2
222 4+2 -3 24+a—1 22 —2
MEATH 60 +3 202+ 241 A4 AT4HEN+2

AN

0AT+ 024+ 43 O+ O0x24+a+1 O3 +0A24r+2
= 03 +2024+0—83 O+ A2+a—1 O0A3+20240n—2
A AZ4H6A+3 OM 2024 20+1 AL AZ4EA+2

000 000 111 3 1 2
= 000 |2 4+ 1212224+ 110 x+]|-3 -1 -2
1 01 121 625 A

Considérense ahora las matrices A cuadradas de orden # o polinomios de matrices
A(N) = ApA® + A, APl o 4 A+ Ag (1)
B(x) = BgA? + Bg_1A¥!' + --- + Bix + By (2)

Las dos matrices A (polinomios de matrices) se dicen iguales si p=1g y A, = B; para i = 0,
2y i

La suma 4(X) + B(X) es una matriz A (polinomio de matrices) que resulta de la adicién de los ele-
mentos correspondientes (términos) de las matrices A (polinomios de matrices). Si p > ¢, su grado es p:
si p =g, su grado es a lo mas p.

El producto 4(X)* B(X) es una matriz & (polinomio de matrices) de grado p + g a lo mas. S1 A(L)
0 B(h) es regular (esto es, si [4(R)] # 0 o |B()| # 0), entonces A(%)- B(r) y B(\)+ A(A) son de grado
P + q. Como, en general, las matrices no conmutan, es de esperar que A(x)* B(A) = B(L)* A(M).
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La igualdad en () no se altera si A se

AR) = Ak + Akt + oo

POLINOMIOS DE MATRICES
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sustituye por cualquier ke %. Por ejemplo,

+ Ak + Ay

Pero si & se sustituye por una matriz cuadrada C sobre &, de orden n, se obtienen dos resultados que

son, por lo general, distintos

AC) = A" + Ay CP ' + -+ + AC + Ao (3)
g A(CI" = A, + O A 47 4 Cha + Ay (3')
llamados respectivamente valores funcionales a derecha y a izquierda de A()) cuando A = C.
Ejemplo 3: _
; | 1 o] {t} 1] [0 —1] [1 2]
S AN = = | a2 + o+ c = | .
: %) [:\4-3 :\2+2l LI 1J Ll o-i 1L3 2J ¥ |_2 31-

2

1l

entonces Ag(C)

10| |12

0 1| |2 3
b

1 27 |10

y AlC) = {2 3} '[o 1J

ALGORITMO DE LA DIVISION

] +

e

7 10]

TR
RN

Véase también Problema 4.

En el Teorema II, Capitulo 12, pagina 126, ya se dio el algoritmo de la divisidn de polinomios a(x),

valido solamente si b7 ' e %,

asi que el algoritmo puede cnunciarse asi:

cero o bien de grado menor que el de

A(x)
y A(N)

visor @ la izquierda de A()).

Ejemplo 4:
Dadas
3 2 2
Apy = |NTIEER D444
A4+a—1 A2+1
A+1
b B(\) = [ :

hallar  @,(x), By(x); @s(n), Ra(r) tales que

10
Aquies By = L 1} #0 v
L

(@) A = Q0= BM) + By,

- 10

B(x) en x sobre un anillo no conmutativo # unitario. Alli se suponia que el divisor f{x) era monico.
Si el divisor no es monico, es decir, si el divisor fi(x) tiene coeficiente dominante b, # |, el teorema es

En el anillo de coeficientes que aqui se considera, toda matriz regular A4 tiene inversa Yobre # ;

Si 4(A) y B(r) son polinomios de matrices (/) y (2) y si B, es regular, existen entonces pares
tinicos de polinomios de matrices Q;(L), Ry(A); Q,(L), R;(A)e F[L], siendo R,(A) y R;(\) bien

B(x), tales que

(4)
(4)

Q:i(A) * B(A) + Ri())
B(x) » @2(2) + Ra(X)

Sien (4) Ry(X) = 0, B(}) se dice divisor a la derecha de A(X); sien (4°) R;(A) = 0, B(}) se dice di-

|
T
L=
= o
Ceciicacll =05
>
[
+
[y
Ll |
Ll
[ D]
>
]
o
)
™,
= o
Lo g
>
|
-
—
b TR

e R

(6) A(n) = B} @00 + Ry(0)
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{a)  Calculamos B For g ] ) g & ¢
A(N) — AzB U REB(N) = B i S U Cx)
J
£ el - 0 4 =
Ci\) — C.B; BN = L _2}\ + L‘- 1} = D)
4 [0 o
D\ — DB B(N) = i 4 2J = RN
Entonces, @,(3) = (A2+Caa+D)B™!' = La:8 Az 4+ iy X+ 0 2|
T s lo o 0 1 3 —2
= [REER K
3 K==
() Calculamos e i
1a 2 3: 6] 0 4
= -1 2 | = 2 —
AQ) — BB TAg [3 1},\ o {1 ol @ T [_1 1} E(\)
_0 4-1‘ 0 4
- b = s
E(N — BB 'En L ZJ,\ =L {_1 1] F()
- -1 2
F(») — BMB['F; = {_3 4 = Ry\)

Entonces, Q,(\) = B[ '(Ag%+E\+F))

|
|

-
(% —
—

>

[

+
e |
-]
b

0 4
0—1}}“r 1—2]

AZ+ 3A 2>\+4]
24+1 —A-2

[CAP. 15

Véase Problema 5.

Para la matriz cuadrada de orden n B = [,;] sobre &, definase su matriz caracteristica asi:

A—biw  =bi: —=Baa ) v —bin

~basi  X—bam —bm ... —bsn

M—-B = —ba —baa A—bs ... —ban
'—bnl _bn2 ‘_bns A— brm

Con A(A) como en (1) y B(A) = Al — B, (4) y (#) dan
A(a\.) = QJ(A.) oz (AI— B) + R1
AQA) = (M -=B)-Qir) + R,

en donde los restos R; y R, no tienen A. Puede demostrarse ademis que
Ry = Ag(B) 'y Ry = ALB)

y

Ejemplo 5:
A a1 12 =1
= = WM—B =
Con  A(\ L R 2} y . B { 5 3} , tenemos [ -8
¥
A+1 -3 7 10 A+1 3 7
= xM—=B) + = (M—B +

4 [ 3 A+ 3}- X ) |:12 11} ( ,) [ 2 A+ 3] [14 17

T 10

)
(57)

—2
A—3

T &
Del Ejemplo 3. los restos son Ry = 44(B) = {12 17] ¥ Bp=dilB) = [14 17} .
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RAICES Y VECTORES PROPIOS DE UNA MATRIZ

Estudiemos de nuevo una transformacién lineal dada de ¥, (%) en si mismo. Considérese, por ejem-
plo, la transformacién de ¥V = ¥V, (R) dada por

221 g = (2,2,1)
A = |1 313 o g = (1,3,1)
122 6 ™ (1,2,2)

(Recuérdese que en nuestra notacion las imdgenes de los vectores unitarios €, €, €3 del espacio son los
vectores fila de 4 y que la transformacién lineal viene dada por

V=V: t¢-¢4

pues otros escriben los vectores imagen como vectores columna de A. En este caso, la transformacién
estd dada por
V-V - At

Para la misma matriz 4, las dos transformaciones son en general diferentes.)
La imagen de ¢ = (1,2,3)e ¥V es

2 2

7 = (1,2,3)[1 8

1
1| = (1,14,9 €V
122

vinculada a ¢ unicamente por la transformacién 4. Por otra parte, la imagen de &, = (r, 2r,7)e V es
5¢1, esto es, la imagen de cualquier vector del subespacio ¥* C ¥, generado por (1, 2, 1), es un vector
de V'. Analogamente, es ficil comprobar que la imagen de cualquier vector del subespacio V2 C ¥,
generado por (1, — 1, 0), es un vector de V2 y que la imagen de un vector de ¥* C V¥, generado por
(1, 0, —1), es un vector de ¥°. Asimismo, la imagen de un vector (s + #, —s, —¢)del subespacio V* C V,
generado por (1, —1,0) y (1,0, —1), es un vector del subespacio generado por ¢l mismo. Se deja al
lector hacer ver que no ocurre lo mismo ni para el subespacio ¥*, generado por (1,2,1) y (1, —1, 0),
ni para el V°, generado por (1,2,1) y (1,0, —1).

Resumiendo: La transformacién lineal 4 de ¥ (R) aplica un vector del subespacio V', generado
por (1,2, 1), en un vector de ¥, y un vector del subespacio ¥*, generado por (1, —1, 0)y (1,0, —1),
en un vector del subespacio generado por él mismo. Diremos que un vector no nulo de V!, o de V*,
€s un vector propio (vector invariante o autovector) de la transformacion.

En general, sea una transformacién lineal de ¥ = V, (#) referido a la base €, €, ..., & dada
por una matriz cuadrada de orden n, A = [a;;] sobre &. Todo vector no nulo ¢ = 0 Xy Xty vviess
X,) € ¥ es un vector propio de 4 siempre que {4 = AZ, es decir, si

(euzi+anze+ - + @iy, QX+ Qo2+ + + Aualny, ooy 6)
AundtHlpmdat 0 F@uadn) = (AT, AV, Lo ATY)
para un Ae #F.
Utilizaremos ahora (6) para resolver el problema siguiente: Dada A, hallar todos los vectores no

nulos ¢ tales que &4 = A con A e #. Después de igualar las componentes correspondientes en (6),
el sistema de ecuaciones resultante se puede escribir como sigue:

(A—an)z: — @21%3 = anxs SSE A N Qn1a = 0
—01%1  + (A—@p)Tz —  @GmPs = ccr —  QGnela = 0
—Q13%1  —  G:%: 4+ (A—asm)rs — v —  Gaada = 0 ()
—Cin¥1 =  G%2 — Qs — + A—Qum)za = 0

que, segin el Teorema XVIII, Capitulo 14, pagina 181, tiene solucién no trivial si, y solo si, el deter-
minante de la matriz coeficiente
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A= —Qn —l31 G —@n1
—Qiz  A— 22 —s2 e TTOp2
P Te o RN 1 ) SR
=13 —fz3 A—@a ... —@ns = AI[-A | = 0
—Qin —an ~l3n Ve A— Qan

siendo A7 la transpuesta de 4. Ahora bien, A — AT = (AJ — A)" (compruébese); luego, por el Teo-
rema XXII, Capitulo 14, |AI — AT| = [M] — A|, el determinante de la matriz caracteristica de A.

Para toda matriz cuadrada de orden n sobre &, [M — AT| se llama determinante caracteristico
de A y su desarrollo, que es un polinomio ¢(h) de grado n, se llama polinomio caracteristico de A. Los
1 ceros Aq, Az, Aa, ..., A, de @(X) se llaman raices propias (raices latentes o autovalores) de A y, més
comunmente, valores propios de A.

Ahora bien, siendo ¢(h) e F[L] puede o no tener todos sus ceros en #. (Por ejemplo, ¢l polino-
mio caracteristico de una matriz cuadrada de orden 2 sobre R tiene ambos ceros en R o bien ninguno
en R; el de una matriz cuadrada de orden 3 sobre R tendra uno o tres ceros en R. Se podrian consi-
derar entonces solamente los subespacios de V5 (R) asociados a los ceros reales, si los hay, o bien ampliar
el espacio a ¥V, (C) y hallar los subespacios asociados a todos los ceros.) Para cualquier raiz o valor
propio A;, la matriz A,/ — AT es singular, de modo que el sistema de ecuaciones lineales (7) es lincalmente
dependiente y existe siempre un vector propio £. También k£ es un vector propio asociado a A; para
todo escalar £. Ademds, segin ¢l Teorema XVIII, Capitulo 14, pagina 181, si A — A7 tiene caracte-
ristica r, (7) tiene entonces n — r soluciones linealmente independientes que generan un subespacio
de dimension #n — r. Todo vector no nulo de este subespacio es un vector propio de A asociado a la
raiz o valor propio A,

Ejemplo 6: Determinar los valores propios y los vectores propios asociados de ¥, (R),
112
dada A = 02z
-1 13

El polinomio caracteristico de A4 es

[x—1 o 1
“1 A—2 -1 | = M —6a+11\—6;
=2 -2 x—3

N —AT| =

siendo los valores propios A, = 1, &, = 2, A; = 3; el sistema de ecuaciones lineales (7) es

[(x — 1)z, f e =
{a) —xy + (A= 2z, — Z3 = Q0
1 T 2z, + (A—=3)xs = 0

)+ xy; =

3 que tiene por solucién
¥ =0

Si A=2x, =1, el sistema (a) se reduce al {
xy = L. x; = —1, x3 = 0. Asi, pues, con ¢l valor propio &, = I, estd asociado el espacio
vectorial unidimensional generado por &, = (1, —1,0). Todo vector (k, —k,0), k # 0 de
este subespacio es un vector propio de A.

b » X xy + x3 = -
Si L = A; =2, el sistema (2) se reduce al _ . +cuya solucién es x, = 2,
r, + 2%, = 0

x; = —1, x = —2. Asi que con el valor propio A, = 2, estd asociado el espacio vectorial
unidimensional generado por &, = (2, —1, —2), y todo vector (2%, —k, —2k), k + 0, es un
vector propio de A. ity = 0

Si A = hy =3, el sistema (a) se reduce al {29:1 + 2, = 07 due tiene por solucion
x; =1, x; = —1, x3 = —2. Asi que con el valor propio A; = 3 est4 asociado el espacio vec-

torial unidimensional generado por &; = (I, —1, —2), y todo vector (k, —k, —2k), k + 0,
es un vector propio de A.



CAP. 15] POLINOMIOS DE MATRICES 205

Ejemplo 7: Determinar los valores propios y los vectores propios asociados de ¥; (R),

2
donde 4 = | 1
1

(=BT

1
1
2

El polinomio caracteristico es

r—2 =1 -1
MW—AT] = | -2 A—8 -2 | = M—T2+11x—5;
=1 -1 x—2
los valores propios son A, = 5,4, = 1, Ay = 1; y el sistema de ecuaciones lineales (7) es
(h— 2)3] = X _ 2 = 0
(a) =2, + (A—8)x — 2z = 0
—# - % 4+ (A—2Bxy = 0

rp+ @y — qxy; =

Si A = A; =5, el sistema (a) se reduce al { i gque tiene por solucién

= I3

xy =1, x, =2, x3 = 1. Asi, pues, asociado con A, = 5 esta el espacio vectorial unidimen-
stonal generado por £, = (1,2,1). Sik = &; = 1, el sistema (2) se reduceax; + x; + x5 =0
quetienex; = 1. %, =0,x = —1yx; = 1, x; = — 1, x; = 0 como soluciones linealmente
independientes. De modo que asociado con A, = 1 esta el espacio vectorial bidimensional
generado por & = (1,0, —=1) y & = (1, —1,0).

La matriz del Ejemplo 7 se estudi6é al comienzo de esta seccidon. Los Ejemplos 6 y 7, asi como el
Problema 6, sugieren que con cada valor propio simple estd asociado un espacio vectorial unidimen-
sional y que con cada valor propio de multiplicidad # > 1 esta asociado un espacio vectorial m-dimen-
sional. Lo primero es cierto, pero (véase Problema 7) lo segundo no. No investigaremos aqui este asunto
(el lector a quien interese puede consultar cualquier libro de matrices); enunciaremos simplemente

Si A es una raiz o valor propio de multiplicidad m = 1 de 4, hay entonces un espacio vectorial
asociado con A cuya dimension es al menos 1 y a lo mds m.

En ¢l Problema 8 demostramos el

Teorema III. 51X, &;; A,, &, son valores propios distintos y vectores propios asociados de una ma-
triz cuadrada de orden n, entonces &, y £, son linealmente independientes.

Se deja al lector la demostracion del

Teorema IV. La matriz diagonal D = diag(A, &4, . . ., &,) tiene como valores propios Ay, Az, ..., &,
y como vectores propios asociados respectivamente €, €5, ..., €,

MATRICES SEMEJANTES

Dos matrices cuadradas de orden n, 4 y B sobre &, se dicen semejantes sobre # si existe una ma-
triz regular P sobre & tal que B = PAP ',

En los Problemas 9 y 10, pagina 213, demostramos el

Teorema V. Dos matrices semejantes tienen los mismos valores propios.
y el

Teorema VI. 'Si {; es un vector propio asociado con el valor propio ; de B = P4P™!, entonces
& = {P es un vector propio asociado con el mismo valor propio X; de 4.
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Sea A una matriz cuadrada de orden n sobre & que tiene por valores propios A;, A,, ..., &, se-
mejante a D = diag(hy, ks, ... . A,) ¥ sea P una matriz regular tal que PAP™!' = D. Segin el Teo-
rema IV, € es un vector propio asaciado con el valor propio A; de D, y segiin el Teorema VI, §; = ¢,P
es un vector propio asociade con el mismo valor propio ; de 4. Ahora bien, &P ¢s el vector fila i-ésimo
de P: luego A tiene n vectores propios linealmente independientes ¢P que forman una base de ¥, (#).

Reciprocamente, supéngase que el conjunto S de todos los vectores propios de una matriz cua-
drada 4 de orden n, generan a ¥, (). Entonces, podemos elegir un subconjunto {&,, &,, ..., &, de
S que es una base de V, (#). Como cada &; es un vector propio,

$1A = A

{3 2

EA=ME, oo, EA=NE

B

siendo A;, As..... A, los valores propios de 4. Con P = “-J * encontramos

e g L&
PA = 0 A 0 P o bien
0 0 '\’L’

PAP™' = diag (A, hpy ..., A) = D

y A es semejante a D. Hemos demostrado el

Teorema VIL. Una matriz cuadrada 4 de orden n sobre #, que tiene por valores propios A, Az, . . ., A,
cs semejante a D = diag(h,, &, .. ., &,) si, y solo si, el conjunto S de todos los vecto-
res propios de A gencran a V(%)

22 51-!
Ejemplo 8: Para la matriz A *= | 1 3 1 | del Ejemplo 7. tomese P = | & | =
1: 2 2

Entonces, P~ =

IR

21 1
PAP-! =71 0 —1 |- 31 0+ 4 = diag (A Ag Ag)
2 2 1

Lo o
PR R
|
(L
gt L T
e

(= — T |
(=R
- o o

E
&
1
2

-
|

—

=
—

No toda matriz cuadrada de orden n ¢s semejante a una matriz diagonal. En el Problema 7, pa-
gina 213, por ejemplo, la condicion del Teorema VII no se cumple, ya que el conjunto de los vectores
propios solamente genera un subespacio bidimensional de V5 (R).

MATRICES SIMETRICAS REALES

Una matriz cuadrada 4 = [a,;] de orden n sobre R se dice simétrica si AT = A, es decir, si
a;; = ay para todo iy j. La matriz 4 del Problema 6, pagina 212, es simétrica; las inatrices de los Ejem-
plos 6 ¥ 7 no lo son.

En cl Problema 11, pagina 214, se demuestra el

Teorema VIII, Los valores propios de una matriz real simétrica son reales.
En el Problema 12, pigina 214, demostramos ¢l

Teorema EX. Si X, &;: &, &, son valores propios distintos y vectores propios asociados de una
matriz cuadrada de orden n real simétrica, entonces &, y £, son mutuamente ortogo-
nales.
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Si bien aqui no se dars Ia demostracion, toda: matriz real simétrica 4 es semejante a una matriz
diagonal cuyos elementos diagonales son los valores propios de A. Entonces, A4 tiene n valores propios
reales. y n vectores propios asociados reales ortogonales entre si
Apd Ay by L AL 6,
Definiendo ahora WEAEMEL © E=L2, .. .0,

A tiene n valores propios reales y n vectores reales unitarios propios asociados ortogonales entre si

Ap i Ap mad coad AL,
yh
T2
Por dltimo, con § = | - |+ se tiene SAS™! = diag(hy, A5, ..., A,).
M

Los vectores #,, 95, - . . , 1, forman una base de ¥, (R). Estas bases, que consisten en vectores uni-
tarios ortogonales entre si, se llaman ortogonales normales o bien bases ortonortales.

MATRICES ORTOGONALES

La matriz §' definida en la seccién precedente se llama matriz ortogonal. Vamos a dar algunas de
sus propiedades especiales.

1. Como los vectores fila ; de S son vectores unitarios ortogonales, es decir, n, - n; = (I) zi : ;}
se deduce en seguida que
L5 -
M M7y LT
M2
S'ST = 5 '[’?1!’?2!‘--”?7,] = )?2.’?1 ‘?2',?2 T MarMa = I
e =My u+ Mg Mot My
T
¥y ST= g
2. Como §+S8T = 8T+ 8 = I, los vectores columna de S son también vectores unitarios ortogonales.
Asl, pues,

Una matriz real H es ortogonal si H-HT = HT - H = I.
3. Considérese la transformacién ortogonal ¥ = XH de V, (R) cuya matriz H es ortogonal y dendtese
por Yy, ¥,, respectivamente, las imdgenes de X, X;e ¥V, (R). Como
Vo= Bl (X H)XH" = X (H-HNX] = XXl = X X,
una transformacion ortogonal preserva los productos internos o escalares de vectores.
4. Como |Y,| =.[Y1 C YV = (X, X )2 = |X,|, una transformacién ortogonal preserva la Jon-
gitud de los vectores. !

Y+ Y, % XX,
[¥of* Yo [X]+ | X0
Xy +X; =0, entonces ¥, - ¥, = 0, es decir, los vectores imagen por una transformacion ortogo-
nal de vectores ortogonales, son ortogonales.

5. Como cos {’ = cos @, con 0=0,0" < n, es ¢’ = 8. En particular, si
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Una transformacion ortogonal ¥ = XH (o también la matriz ortogonal H) se dice propia o im-
propia, segin que |[H| =1 o |H| = —1.
Ejemplo 9:
Para la matriz A del Problema 6, se tiene

1 = 4/ l6] = @V, —1/VE, —1//8), e = (A3, 1VE, 1V3), w = (0, 1/V2, —1VE)

Entonees, con

%y 2V6 -1 —-11/6 2Ve 103 0
8 = || = | 1V3 INE 103, S-1 = ST = | —14/6 1NE 12
13 0 Ve —1n/2 -1V 1V/3 —1/n/2

y tenemos S+ 487! = diag (9, 3, —3).

La matriz S del Ejemplo 9 es impropia, es decir, |S| = —1. Se puede comprobar ficilmente que
si se hubiera utilizado el opuesto de cualquiera de los vectores #,, 1., #5 para formar S, la matriz habria
side propia. De modo que, para toda matriz real simétrica A, siempre puede hallarse una matriz orto-
gonal propia S tal que S+ 4 *+ §~! sea una matriz diagonal cuyos elementos diagonales sean los valores
propios de A.

CONICAS Y CUADRICAS

Uno de los problemas de la geometria analitica plana y del espacio ordinario es la reduccién de
las ecuaciones de las cénicas y de las cuddricas a formas candnicas que hagan aparente la naturaleza
de estas curvas y superficies.

Sea la ecuacién de una conica referida a ejes coordenados rectangulares OX, OY

ax® + byt + 2cxy +2dx +2ey+f = 0 (8)
y sea la ecuacién de una cuddrica referida a ejes coordenados rectangulares OX, OY y 0Z

ax® + by? + ¢ + 2dxy + 2exz + 2fyz + 292 + 2hy + 2kz +m = 0 (&3]

Recuérdese que las reducciones necesarias se efectuan por rotacion de ejes para eliminar términos con
productos cruzados, y por traslacion de ejes para eliminar, cuando ello es posible, términos de grado
menor que dos. Aqui nos proponemos esbozar un procedimiento general para tratar conicas y cud-
dricas.

Considérese la conica general de ecuacion (8). Sus términos de segundo grado, ax? + by + 2exy
se pueden escribir con notacion matricial asi:

az® + by* + 2exy = (x,y}-[a c}(:) = X+E-+XT

con X = (x,y). Como E es real y simétrica, existe una matriz ortogonal propia S = [::'] tal que
2

S+ E-S™! = diag(h,, ,), siendo A, 1,; Ay, 5, los valores propios y vectores propios asociados uni-
tarios de E. Asi que existe una transformacion ortogonal propia X = (x', ')§ = X'S tal que

A O
X'S-E-8§7XT = X’[‘

0 Az] X.r'l‘ = A!x-!! + azy.‘z

en donde el término con producto cruzado tiene coeficiente 0.



CAP. 15] POLINOMIOS DE MATRICES 209

7 Ty i
Sea § = 1-l = ; entonces
Tz | M2y e

Ti e

(zy) = X = X'§ = (z’,y'-)[
Ma1 o

] = [n,2 + T’y 1%+ MY

y tenemos { faivhn” il

Y = 0,7 oy
Esta transformacion reduce (8) a
J\l:f:’2 + ,\zy" + 2(d’?u + e-.r,'m)x’ + 2(dn,, ten,)y +f = 0 (8)
que mediante una traslacion ha de reducirse a la forma candnica.
Otro procedimiento para obtener (8') es como sigue:

(i) Obténgase la matriz ortogonal propia §.
(i) Formese la asociada de (8)

¢ ¢ d x
az? + by + 2cxy + 2dzu + 2eyu + fur = (myuw)-|c b e|-|y|=X-F-X"=0
d e f %

donde X = (z,y,%).

(ili) Utilicese la transformacién ¥ = X ﬁ ﬂ , X' = («, ', '), para obtener
H-! S 0 ST 0 T —
X [0 1} F {0 1] T =

la asociada de (8').
Ejemplo 10:  Identificar la cénica 5a% — 2B oy + Ty? +20V3x — ddy + 75 = 0.

B —y3
Paralamatriz E = [_ T :—] de los términos de segundo grado, hallamos 4, ($V/3, §); 8, (=}, 4V3)

/3
como valores propios y vectores unitarios asociados propios y formamos 85 = [g\i_ ‘}35] :
5 —V/3 10v/3
0 ” - "
J reduce X FXT=3X| 8 17 22 |XT =0 a
10V/3 -22 75
W8 t ol 5 —/3 10v/3|[1VE -3 0
| -3 ol -2 1 22| 3} 3o |ET
0 o 1|13 —22 ([ 0o o0 1

< _ |8
Entonces, X = X' [0

4 0 4 i
= @) 0 8 —16V3 |- (y| = 427+ 8y2 + Bo'w — 32V3yW + Tw?E = 0
4 —16y3 75 w
los asociados de  4x’2 + By'2 + 82’ — 32VBy' + 76 = d(z'+1)2 + 8y’ —2V3)2 — 2% = 0,
' = g +1 . . )
Por la traslacién ésta se convierte en la 4x"? + 8”2 = 25 y la conica es una elipse.
¥ o=y —2V8
Utilzando |2 = 3V3% — ¥ # =2 =1 g ve facilmente que, refiriéndonos al
y:§z’+§v"§y’ ﬂ’:y”‘*‘zﬁ

sistema de coordenadas original, el nuevo origen estd en 0"(—3\/3]2, 5/2} y que los nuevos ejes O''X"' y
0"Y" tienen respectivamente las direcciones de los vectores unitarios propios ({;ﬁ, Dy(-% %ﬁ).
Véase Problema 14.
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Problemas resueltos

A 2r+1 A4+2
1. Reducir A()) = A+ 223 4 2x AZ4 2 a forma normal
M=2) 2x2-2x -1 A2+2-3

El méximo comun divisor de los elementos de A() es 1; hdgase f;(A) = 1. Ahora utilicese K,,(—2) seguida
de K,; y procédase luego a eliminar en la primera fila y columna para tener

1 A A+ 2 1 0 0
AN ~ 0 A+ A2+ 23 -~ 0 A+ A3+ 2)
22 —1 A2—2x A24A-8 2x—1 —A2—) -—A—-2x-1
1 0 0
~ 10 A+ AT+ 20 = B(\)

0 —A2—x —A-2x-1

AHA A2+ 2A }sl-hégasefz(lhl-

El mdximo comin divisor de los elementos de la submatriz
—M-x —A-2n—1

A B()) apliquese H,,(1) ;r K;3(—1) y luego eliminese en las segundas fila y columna para obtener

1 0 0 i 0 0
AN ~ |0 1 -1 ~lo 1 0
0 A+l —N-2A-1 | 0 A+l —AT—x
10 0 10 o
~lo1 o ~le1 o = N
00 —A2—) 0 0 A+

siendo necesario el Gltimo paso para que fy(A) = A% + A sea ménico.
. 5 Dig A0 0
2. Reducir (@) AQA) = Yy () Bx) =| 0 a2—r 0| aforma normal
0 A+1 0 0 At

(@) El méximo comin divisor de los elementos de A(A) es 1. Asi,
Aoy = %9 | [N REL =1 Al
0 A+1 0 x+1 -x—1 A+1

! o | l=tiT0 ol e | o
‘:—)\—1 —?\2—}\] |:0 -?\2-'—&] [0 13+k] )

(b) El méximo comun divisor de B(L) es i. Se tiene

M0 0 A8 a2—x 0 2 AM—x 0 A W=x 0
B(x) = | 0 22— 0 ~ | 0 A=A 0 | ~ | —2B4+22 227 0 | ~ | =A%4+x A2—2 O
0 0 a2 0 0 22 0 0 A2 0 0 A2
A A=A 0 A 0 0 x 0 0
~ | —x 0 0 ~ |0 M= 0 | ~| 0 a2 0 = N

0 0 A 0 0 Az 0 0 at—8
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Ai—-2 ~1 -1
3. Reducir A(A) = | —2 a-3 -2 a forma normal
-1 =1 ir-2

El mdximo comun divisor de los elementos de A(A) es 1. Utilizamos K, seguida de K,(—1) y luego elimi-
namos en las primeras fila y columna para tener

1 -1 x-2 1 0 0
AQR) ~ 2 A-3 -2 |~|0 a-1 2—2) = {1 2 }
2—2 -1 —1 0 1—-Xx x2—4x+3 ¢ B
El méximo comin divisor de los elementos de B(A) es L — 1; entonces
1 0 L] |_1 0 0
AN ~ |0 a=1 2—2) ~10 a—-1 0 = N,
0 1—x A2—4r+3 0 0 »—8Br+5

A+2 A+1 A+4+3

4. Expresar A(A) = A A —8)*+4 A | como un polinomio en A y calcular A(—2),
AT42) A2+ 8A245A
1 0 2
Ar(C) y AuC) si C=|-1-1-4/|.
-1 0 -2
111 r2 1 'c’.—l
Obtenemos A\ = 0 -3 M4+ |111x+|000
216 000
0 I— 1 1—| 213 0 -1 1
v A=2y = 4|0 0—3—2‘.111+000‘ = -2 -2 -4
¥ it g |_2 1 5J 000 0o 2 2
-1 0 —2—|
Como C? = 4 1 10|, tenemos
1 0 2
O 0 0 -1 . 0 —2 oA 1 r g 2 213_ '—10—1
Ag(C) = 0 0 -3 4 1 10| +(111 -1 -1 -4 |4+ (000 = -4 -1 -10
1 1 3 1 0 2 215 -1 o0 -2 000 'Lzo 4
-1 0 —2 0 0 0 1= 2 3 (200 Gl & z1 3_ 5 2 8
A (C) = 1 10 Bi—3| 4 -1 =L -4 I LA |+ |6 G = 0 4 6§
1 2 3 _ 3 B -1, 0 -2 216 000 -3 -1 -5
| AEATEBA AL A A+ 2A% 4+ A+ A1 AR—a
5. Dadas A4(A) = [ SR 5 gt By = LA4a 2a41)

hallar @u(A), Ri(A); @:(A), Ra(2) tales que
(@) AR) = Q) BA) + R{(X) y () A@R)= B()- Q1) + Ry(R)

Tenemos -
11 B D ¢ 3 2 T | 0 1
. 4 3 2
AlN) l:o njl At + Ll 2:! As + l:o _3:| R [_2 0} A+ L _2]
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11 0 —1] 10
— 2
B&) L 2} i {1 OJ e {o 1}
11 _— 2 —1
B = B =t
2 L' 2} Y 2 [_1 1i|
_ 12 2 2 11 0 1|
A(X) — ABJ1e22-B() = A8+ A2 4 P = C
% i s W [1 2J {o —3} {—2 0} 1 —2J )
. 1 2 1 0 Mo 1]
C(\) — CsB;'*x+B(\) = AZ o+ A =
(A) 3B, () {_1 _3} {_2 _1} + ll _2J D(x)
DN — DB7'+B(N) = 0 = RN
) A2 a+1
A) = (A4 Capu+ DB =
@) (44 3 2B, \:1 :\—2}
Aqui, B(X) es divisor a la derecha de A(A).
() A = B(\+B;'Ap: = Ll R T il 1B il E(\)
= e S 1 -2 -2 0 1 -2 °
0 0 01 0 1
Z— sg-t — 2 —
E( — BN +B;'Ep {0 _2} LIS {_1 u} N {1 _2] F()
i 01 0 -1 1} —A—1
_ . : ~] = = by
F(\) — B +B;'F, {_1 _2} x4 L 0} [_Hl (s } Ry(™)
¥
A EA 22+ 2
Q) = BN+ Ep+Fy = |0F ¥
A=) —AZ-—-2
7T -2 -2
6. Hallar los valores propios y los vectores propios asociados de A =| —2 1 4 | sobre R.
-2 4 1
A=—T 2 2
El polinomio caracteristico de 4 es |A] —AT| = 2 A—1 -4 = A3 — 22— 9x+81; los va-
2 -4 x-1
lores propios son A; =9, h,; = 3, A; = —3; v el sistema de ecuaciones lineales (7) es
(AN—Tzy + 2z, + 24 = 0
{a) 2x, + A=z — 4z, = i
224 - 4z, + (A—1l)xy; = 0
Sik=1x;, =9, (a) se reduce a {xl + ey = 0 cuya solucion es x, = 2, x, = —1, x; = —1. Asi que con
), + 21‘3 =0

Ay = 9 esta asociado el espacio vectorial unidimensional generado por &, = (2, —1, —1).

Sik =L, = 3, (a) se reduce a{x' TS gque tiene por solucion x; = 1, x; = 1, x5 = 1. De modo que
¥g — ‘53 = =

con X, = 3 estd asociado el espacio vectorial unidimensional generado por &, = (1, 1, 1),

Sikh =%k; = —3, (a) se reduce a %, =0 que tiene por solucién x; = 0, x; = 1, x3 = — 1. De modo
ﬁz + 33 =0

que con Ay = —3 esta asociado el espacio vectorial unidimensional generado por &; = (0, 1, —1).
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0=2 =2
7. Hallar los valores propios y los vectores propios asociadosde 4 =| —1 1 2 | sobre R
k= 2
A 1 1
El polinomio caracteristico de 4 es [\ — AT| = | 2 aA—1 1 = M — 32+ 4;los valores pro-
2 -2 x-2
pios son &; = —1, A, = 2, A3 = 2; y el sistema de ecuaciones lineales {7) es
Axy + xy ot X3 = 0
(@) 2z, + A—1zy + 3 = 0
2z, — 22, + A—2zy = 0
wom g 4 2 —xy = 0 i 5
Sid =X, = —1, el sistema (a) se reduce a " cuya solucion es x; = 1, x, = 1, x; = 0. De
Xy =
modo que asociado con A, = —1 estd el espacio vectorial unidimensional generado por &, = (I, 1, 0).
L O VI : 8z, + 2z = 0 -
Si A=}, =2, el sistema (a) se reduce al cuya solucion es x; = 1, x, = 1, x; = —3.
Ty — Xy =

Y el espacio vectorial unidimensional asociado a A, = 2 es generado por &, = (1,1, —3).

Notese que aqui un espacio vectorial de dimension uno estd asociado a una raiz o valor propio doble &, = 2,
mientras que en el Ejemplo 7 con la raiz o valor propio doble estaba asociado un espacio vectorial de dimen-
sion dos.

8. Demostrar: 8i &, £;; A,, &; son valores propios distintos y vectores propios asociados a ellos
de A, entonces &, y £, son lincalmente independientes..

Supéngase, por el contrario, £; y &, linealmente dependientes; existen entonces escalares ay ¥ a, ambos
no nulos, tales que
(i) aly +al; =0

Muitiplicando (i) por 4 y teniendo en cuenta que &4 = A&, se tiene

(i) a A + azlod = a M & + ah0E, =0

Y entonces (i) y (ii) se-cumplen si; y solo si, = 0. Pero, entonces, A, = &,, en contradiccion con lo

1
Mok

supuesto; luego £, y &, son lincalmente independientes

9. Demostrar que dos matrices semejantes tienen los mismos valores propios.
Sean 4 y B = PAP™' matrices semejantes; entonces,
M—B = M —PAP~! = PMP-1— PAP~' = P\ - AP
¥ M —B| = [PM—A)P~Y = |P[«|\N—4|«|P-Y = AI—4]|

Con lo que 4 y B, por tener ¢l mismo polinomio caracteristico, deben tener los mismos valores propios.

10. Demostrar: Si {; es un vector propio asociado con el valor propio }; de B = PAP™!, entonces
& = ;P es un vector propio asociado con el mismo valor propio ; de 4.

Por hipotesis, [;8 = L{; y BP = (PAP™') = PA. Entonces, 4 = [[PA = {BP = W LP = M& vy & es
un vector propio asociado con el valor propio A, de A.
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11.

12.

13.

14.
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Demostrar: Los valores propios de una matriz cuadrada de orden n real simétrica son reales.

Sea 4 una matriz real simétrica y supdngase’ que # + ik es un valor propio complejo. Ahora bien,
(h + i) — A es singular como también lo es

B = [(h+ik) — A * [(h—ik)[ — A] = (h2+ kDI — 2hA + A2 = (Rl —A)% + R
Como B es real y singular, existe un vector real no nulo ¢ tal que B = 0y, por tanto,

BT = (I — AR+ RIET = (((hl — A)H(I — A)T¢T) + k2T

= g0+ K% =0

It

conn = (Rl — A). Pero i+ 7= 0, en tanto que por ser & real y no nulo, &+ ¢ > 0. Luego k = 0 y A tiene sola-
mente valores propios reales,

Demostrar: Si Ay, &;; Az, &, son valores propios distintos y vectores propios asociados de una
matriz cuadrada de orden n real y simétrica 4, &; y &, son ortogonales.

Por hipdtesis, &4 = A&, y £,4 = A&, Entonces,
GAE = Mak Y BAH = Mbb
y. tomando transpuestas, A5 = Mbak; y 8 = Nofify

Ahorabien, £,4 €7 = 1, &,5F = A& &0y (hy — X,)8,8T = 0.Comod, — A, # 0,sesiguequed, & = ¢, &, =0
y &, y &, son ortogonales.

(a) Demuéstrese que & = (2,1,3) y 8 = (1, 1, —1) son ortogonales.

(#) Hallar un vector y ortogonal a los dos.

(¢) Utilizar o, B, y para formar una matriz ortogonal § tal que IS] =1

(a) a*f=0; ay f son ortogonales.

) y=axXg =(—4,6,1)

(c) Tomese py = /o] = @/VIZ, V14, 8V14), py = B/IB] = ANE, IVE, —1NV3) ¥y sy =v/l¥l =
(—4/\/42, 5/v/42, 1/v/42). Entonces,

o1 p1 V1 1V14 314
il =2 y S=|el|l=| 143 13 -1V3
o5 Pa -4z ez 12

Identificar la cuadrica

Bx2—2y? — 22— 4y — Bz — 12yz — 8xr— 16y — 342 —31 = 0

3 -2 —4
Para la matrizE = | —2 —2 —6 | de los términos de segundo grado, tomese
—4 —§ —1

3,(2/8,—2/3,1/3); 6,(2/3,1/3,—2/8); —9,(1/3,2/3,2/3)

2/8 —2/3 1/3
como valores propios y vectores unitarios propios asociados. Entonces, con § =| 2/3 1/3 —2/3 |,
/3 2/3 2/3

X_.. = TRV L s 0 __X-i' § 0
=3 (z,y,z.u) i= (:c,y,z,u) 0 i g 0 1
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15.

16.

3 -2 -4 —4
= _| -2 -2 -6 —B]|_
reduce X T =, K| .y @ ay —am X7

—4 =8 —17 -3

2/8 —2/3 13 0 3 —2 —4 -4 2/3 2/3 13 0
5 bl 2/3 1/3 -2/3 0| | -2 -2 —6 3 -8 ¥ -2/3 1/3 2/3 0 T
1/3 2/3 2/3 0 —4 —6 =1 -117 /8 -2/3 2/3 0
0 0 0 1 —4 -8 —17 31 0 0 0 1
3 0 ¢ -3 &/
5 it (e
= @\24W) o 4 g 18 || #
-3 6 —18 —31 '
= 82 + By'? — 922 — 6x'u’ + 12y'w’ — 36w — 81w = 0O

el asociado
32’2 + 6y'2 — 922 — Bz’ + 12y’ — 362" — 31 = 3z’ —1)2 + By’ +1)2 — 9(z' + 22 —4 =0

gt = ph—1
que por la traslacion { " = 3’ + 1, se convierle en la 3x2 + 62 — 922 = 4; la superficie es un hiper-
2 = 2+

boleide de una hoja.

Utilizando (x, y, z) = (x, 3", 2')8 ¥ las ecuaciones de la traslacidn, se tiene en seguida que, referido al sis-
tema de coordenadas original, el nuevo origen es el punto (—2/3, —7/3, —1/3) y los nuevos ejes tienen la di-
reccion de los vectores propios unitarios (2/3, —2/3, 1/3), (2/3, 1/3, —2/3), (1/3, 2/3, 2/3).

Problemas propuestos

A4xn a+1 2 A2
Dadas 4(x) = i i y B\ = B , hallar
A+ 2 A r—1 A

A S [ N2 AP 2a+1

AME A AT AA 23+ 2R+
} {e) A+ B(x) [ :‘

AMA+A+1 22 MAEBDI—N AEFAIE T+ 2
A —A2+1 24+ 23+ 224+ 2% 2234222
(b) AN} — B = (d) BO)-AD) =
A—x4+3 0 2034 A 22 —1

Para cada una de las siguientes matrig:es hallar @, (R), Ry(h); @2(1). R,(%), siendo R,(X) y R,(A) bien 0 o de grado
menor que el de B(L) y tales que A(R) = @ (1) B(R) + R (A) y A(A) = B(A)* Q,(3) + Ry(A).

A —222 420 —2 ME+A—1 K41 A
@ AQ) = it
ME+N+A—-2 22 +x—-1 1 A4+
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2x2 + 2x 2x2 AA
B AN = . Al
% [x2+x+2 :\2+2:\—1:[' B [1 :\J

6 A [J\S-2:\2+I\-—3 a2+21+38 } s {;\_2 8 J

—25—-2 AM+42460+3 =1 Xx+3
W=+ at4 2X2 4 A+4a—-2 A—1 1 0
(@) 40) = 2x AM+a2+2a—1 A2—-25+1 P B = -1 A+1 3
M—dn-1 AZ4 A—2324+2)+2 2 0 A—2

Resp. (a) @(0) = [ A—38 az_x} R0 = [21+1 4:\-1]

M4A—1 —a+2 A—8 -1
2\ 0
A0

=

]

Q) = {:f "’;‘J; By(3)

[

&) @) = [2”2 *2}; RV

A+1 1
A+2 a—1
QM) = i Ry(n) =
g iy x+1] () = 0
M4+2 A—1
e ) = = =
(&) @) ]:A+1 x2+:\:[ Ry =0
A2—2  a+1 8 —7
A) = i R —]
%) [x—s >\2+:\+4:' 2N {11 —s}
A2 A A+3 -2 0 4
@ @) =|a+1 R2+1 A |3 B =| 2 -3 -2
A—2 A—1 az—1 -2 3 3
A X+2 A+4 6 2 4
Q) = | a—2 A x-2; RN = 8 -2 7
A—2 A+1 a2 -5 —2 —8

17. Reducir a su forma normal:

A 2 2x—1 A2 0 0
(@) | A2+20 222+8% 2x24r-—-1 @0 a+1 o
A2—20 3Z—4N AN2—BA+2 0 0 A+l
_ =
A24+1 A4 A3 — a2 A—1 3 -2
{b) | A—1 A2+4+1 —2x (e) e | 0
A2 A At 241 3 1 a+2
- A+1 At2 A—2 2 3
() —a2 A+a—-1 AT4+2x—1 (6] -3 A+3 4
M4+l —A2—-22—-1 —aZ—8—2 2 0 A+1
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100 100 10 0 'I
Resp. (a) | 0 x O ey |0 1 0 (e) |0 1 0 ?
|_0 0 ?«2_ _0 01 _0 0 AM+2224+110+ i
i 1 0 0 1 0 0 1 0 0
B) | 0 a+1 0 (@) | 0 Ax+1 0 ) |0 1 0
i} 0 A+1 0 0 A2 0 0 A42)2—Hr—2
|~ |
18. Hallar los valores propios y los vectores propios asociados de cada una de las siguientes matrices A sobre R.

19.

21.

g g 3 2 0 -1 Sty 100
(@) {_5 4} (o) {_1 1] @0 2 -2 @| 1 2 1
1 -1 2 =21 =1
(b)[z_l} (d){lﬂ ) 3 i;
—8 4 -2 4 i 5
Resp. (a) 6,(k,—k); —1,(5k,2k) (&) 1,(k,—k,—k); 2,(2k,—k,0); 3, (k,—k, k)
(b) 0, (4k,k); 6, (2k, —k) (f) —1,(k, 21, -k—D; 8, (2k,k, 2k)
() 2,(k, k) (g) 1,(8k, 2k, k); 2, (K, 3k K); —1,(k, 0,k)
(d) 0,2k, k); 5, (k, —2k)

donde k=40 y I=<£0.

Para una matriz cuadrada 4 de orden n, demostrar que
(@) el término constante de su polinomio caracteristico es (—1y |4,
() el producto de sus valores propios es 141,

{c) uno o més de sus valores propios es 0 si, y solo si,

Al =0,
Demostrar: El polinomio caracteristico de una matriz cuadrada A4 de orden » es el producto de los factores in-
variantes de AJ — 4.
Sugerencia. De P(L): (M — A)* S(L) = diag (f,(A), (L), . .., fi(A)) obiener
[POI] - [S)] - 9 = £,(0)* fo0) - . . £ (0)
con |P(L)| - |S()| = 1.

Para cada una de las siguientes matrices reales simétricas A hallar una matriz ortogonal propia S tal que §451
sea diagonal.

i g - 2 3 -2 -2 3 1
@ |5 @ |5 _, | -2 8 -2 @] -1 2 o
-2 -2 3 -1 o0 2
s s 2 -5 0 4 -2 4]
(& [ 3 J () {_2 4J (-5 -1 -3 Ry | —2 1 —2
0 3 —6 4 -2 4
2VE 1AB 313 —2/V/13 sVz —4/3v2  13v2
Resp. (a) y (&) | 112 o -1z
~1V5 21VE A 3Vi3 | 2/3 1/3 2/3 |
5138 —an/a2 —1/VAZ |
3/vV10 —1/v/10 15 —2/VE
) {Nﬁ N_} ) [Nr q (h | wV/1E 27/14 —3n11
1/VId 310 25 105 VG IV G |
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|'2h/€ —1V6 —11E 2/3 -1/3  2/3
@) o 12 -0z M 1nz o —1/V2
s e e UWVZ 4/3VZ 1U3VE

22. Identificar las conicas siguientes:
(o) dx2 + 242y + 1132+ 16z + 42y + 16 = 0
(5) 922 —12zy +4y? + 8132 + 12y/I3y + 52 = 0
() 3x2+2zy+ 32+ 4/22+12/2y—4 = 0
Resp. (a) Hipérbola, (b) Pardbola, (c) Elipse.

23. Identificar las siguientes cuiddnicas:

(o) 32+ 82+ 822 —doy—daz—dyz—dx—2y—4z+12 = 0
(b) 202 — 32— 622 — 10zy + 6yz + 50x — Tdy + 422 + 107 = 0
(e) 42+t + 22— doy—4dzz+2yz—6y+6z2+2 =0

(@ Z2xy+222+2yz+1 =10

Resp. (a) Paraboloide eliptico, (b) Hiperboloide de dos hojas; (¢) Cilindro parabélico.
24. Scan A con valores propios A;, As, ..., k4, ¥ 5 tales que
S+A -5 = diag (A, Ap, .-, = D

Demostrar que § AT §! = Dsi § = §™1. Asi que toda matriz 4 semejante a una matriz diagonal es semejante
a su transpuesta AT,

25, Demostrar: Si Q es ortonormal, 07 = 0~ 1.

26. Demostrar: Toda matriz real cuadrada de orden 2, A4, para la cual |4] < 0 es semejante a una matriz diagonal.

a b
27. Demostrar por sustitucién directa que 4 = [c d] es un cero de su polinomio caracteristico.

28. LEn qué condiciones la matriz real 4 = [" b] tiene
e
(@) valores propios iguales,

() los valores propios +1?



Capitulo 16

Algebras lineales

ALGEBRA LINEAL
Un conjunto % dotado de las operaciones binarias de adiciéon y multiplicacion y de una multi-
plicacion escalar por elementos de un cuerpo conmutativo &, se llama dlgebra lineal sobre & si
(i) % esun espacio vectorial #(#) sobre # con respecto a la adicién y a la multiplicacion escalar.
(ii) La multiplicacién es asociativa.
(iii) La multiplicacion es distributiva a la izquierda y a la derecha con respecto a la adicién.
(iv) 2 tiene un elemento neutro multiplicativo (unidad).
(v) (ka)f = akf) = k(x - B) para cualesquiera o, fe ¥ y ke &F.

Ejemplo 1: (a) Elcuerpo C de los ntimeros complejos es un dlgebra lineal de dimensién (orden) 2 sobre
el cuerpo conmutativo R de los mimeros reales, pues (véase Capitulo 13) C(R) es un espa-
cio vectorial de dimension 2 y cumple los postulados (ii)-(v).

{b) En general, si % es un cuerpo del que # es un subcuerpo, % es un dlgebra lineal sobre #.

Ejemplo 2: Es claro que el algebra de todas las transformaciones lineales del espacio vectorial V,(#) es
un dlgebra lineal de orden #*. Luego el dlgebra isomorfa M,(#) de todas las matrices cua-
dradas de orden n sobre & es también un dlgebra lineal.

UN ISOMORFISMO

El dlgebra lineal del Ejemplo 2 desempefia aqui un papel parecido al del grupo simétrico S, en teoria
de grupos. En el Capitulo 9 se vio que todo grupo abstracto de orden n es isomorfo a un subgrupo de S,.
Ahora vamos a ver que toda dlgebra lineal de orden n sobre & es isomorfa a una subdlgebra de M,(#).

Sea % un algebra lineal de orden n sobre & que tiene por base {x;, X3, X3; . .., X,}. Con cada
o€ % asaciese la aplicacién

8 2Te = 220, TEL
Por (iii), 2Te + yTa = zrat+yYa = (@+Ye = (z+¥)Ta
y pot (v), (kx) Ta = (kx)e = k(x-a) = k(z Ta)

para cualesquiera x, y € Z y k € . Luego T es una transformacion lineal del espacio vectorial £(F).
Ademas, las transformaciones lineales 7, y T, asociadas con los elementos distintos o y § de & son
distintas. Pues si &« # f, #-a # u- f con u, la unidad de %, implica T, # Tj.

Ahora bien, por (i) y (v),

2Te + 2Ty = zra+ 2B = 2lat+pf) = xTas
(Ta)Te = (*a)f = a(a*f) = 2 Tasn
y (kz) Te = (kx)e = K(x-a) = ®ka = & Tha

219
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De modo que la aplicacién & — T, es un isomorfismo de % sobre una subalgebra del dlgebra de todas
las transformaciones lineales del espacio vectorial #(#). Como éste a su vez es isomorfo a una sub-
algebra de M,(#), queda demostrado el

Teorema I. Toda algebra lineal de orden »n sobre # es isomorfa a una subdlgebra de M, (%).
Ejemplo 3: Considérese el dlgebra lineal Q[.¥/2] de orden 3 con base {1, /2, ¥/4}. Para un elemento
cualquiera a = a; 1 + a; Y2 + a3 ¥4 de @[], tenemos
leg = a1+ a2%+33%
%/E'a‘ = 2a31 + alw-i- a,{’/l
Vira = 20,1+ 2a5y2 + a,Vd
Entonces, la aplicacién

3 5 o BT SRR
el +aW2+ap/i ~ | 205 o a
2ap, 2a; @

es un isomorfismo del dlgebra lineal Q[S/E] sobre el dlgebra de todas las matrices de M,(Q)

ros ¢
de 1a forma 2t r @

28 2t r
Véase también Problema 1.

Problemas resueltos

1. Mostrar que . = {g, " 1 + a,0 + a;f8: a; € R} con multiplicacién definida de modo que 1 es la
unidad, 0 = 0-1 4+ 0+2 + 0-§ es el neutro aditivo, y

a f 3 a B
(a) a| a 8 y (b) ala 0
glo o Blo o

son dlgebras lineales sobre R.

Podemos verificar simplemente para cada caso que los postulados (i)-(v) se cumplen. En vez de eso es pre-
ferible mostrar que en cada caso & es isomorfa a una subalgebra de M,(R).

(a) Para cualquier @ = a; * 1 + a,0 + a3f, tenemos

1'a = a1 + aga + a38

ara = (a; +aple + azf

Bra = a2

ay a3 ay
Luego % es isomorfa al algebra de todas las matrices M4(R) de la forma | 0 a;+a, a3 |yesun dlge-
bra lineal sobre R. 0 i a;
(b) Para cualquier @ = g, * I + a,o + a;ff, tenemos

lra = a;1 + aza + a8

a*a = (a;+az)e

Bra = ap (“L 8§
Luego % es isomorfa al dlgebra de todas las matrices M3(R) de la forma | 0 e;+ap 0 |.

\_0 0 &y
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Problemas propuestos

2. Comprobar que cada una de las siguientes, con adicién y multiplicacién definidas como sobre R, es un algebra
lineal sobre Q.

@ QL/3]= {al +b/3: a, beQ}
B) &£ ={al +b/3+c/5+d/15: ab,c,deQ)

3. Demostrar que el dlgebra lineal % = Q[ﬁ 1. no siendo re N un cuadrado perfecto, es isomorfa al algebra de

£
b
las matrices de M,(Q) de la forma ‘;b }

4. Demostrar que el 4lgebra lineal C sobre R es isomorfa al algebra de todas las matrices de M,(R) de la forma
a b
-b a
5. Demostrar que cada una de las siguientes es un lgebra lineal sobre R. Obtener el conjunto de matrices isomorfas
de cada una.

(@) # = {al + ba + ca®: a, b, ce R}, siendo G = {a, 2%, «® = 1} el grupo ciclico de orden 3.

() # = {a;1 + a;x + asy: a;€ R}, con multiplicacion definida de modo que 1 esla unidad, 0 = 0-1 + 0+ x

x ¥
+ 0-y es el neutro aditivo y =« 1 u
¥ |y 0
. [ i i k
(€) 2={a, + a;i + as3j + ask: a;€ R} con tabla de multiplicacion | —1 k=i
] -k -1 H
A
e, e a5 a
a b e oy g ag - -
Resp. (a) | ¢ a b (b) | az a; ag {c} __Zz Zl :4 __23
boa 0 0 (a;4ay) Y b e, o

Ty —@y @3 O



Capitulo 17

Algebras boolianas

ALGEBRA BOOLIANA

Un conjunto @ sobre el cual se han definido operaciones binarias |J y /), se llama dlgebra boo-
liana si se cumplen los postulados siguientes:

(i) U y M son conmutativas.
(ii) 4 contiene un elemento neutro 0 con respecto a | y un elemento neutro 1 con respec-

to a M.
(iii) Cada operacién es distributiva con respecto a la otra, es decir, para cualesquiera g, b,
ced®
aUdne = (aUb)NiaUe)
y anN(bUe) = (anblu(anc

(iv) Para todo ae & existe un @’ # tal que
aUa =1 y anNa =0

Con frecuencia se emplean los simbolos mds familiares + y - en vez de U y . Utilizaremos los
dltimos porque si el conjunto vacio @ se denotara ahora por 0 y el conjunto universal U por 1, es claro
que las identidades 1.9-1.9', 1.4-1.4', 1.10-1.10", 1.7-1.7’, cuya validez se demostré en el Capitulo 1 para
el dlgebra de los subconjuntos de un conjunto dado, serian precisamente los postulados (i)-(iv) para un
algebra booliana. Lo primero que hemos de hacer, pues, serd demostrar, sin recurrir a los subconjuntos
de un conjunto dado, que las identidades 1.1, 1.2-1.2/, 1.5-1.5/, 1.6-1.6", 1.8-1.8", 1.11-1.11" del Capi-
tulo 1 son también vélidas para toda ilgebra booliana, es decir, que estas identidades son consecuen-
cias de los postulados (i)-(iv). Es de notar que hay completa simetria en los postulados con respecto
a las operaciones U y (M y también en las identidades de (iv). S¢ deduce, por tanto, para toda algebra
booliana, el

Principio de dualidad. Todo teorema deducible de los postulados (i)-(iv) de un 4lgebra
booliana sigue siendo vélido si se intercambian los simbolos de operacion |J y N y los elementos
neutros 0 y I entre si.

Consecuencia del principio de dualidad es que basta con demostrar solo uno de los enunciados de cada
pareja de duales.

Ejemplo 1: Demostrar: Para todo ac &,

alUa = & ¥ afNae = a (1)

(Véase 1.6-1.6', Capitulo 1, pdgina 5.)
Utilizando sucesivamente (ii), (iv), (iii), (iv), (ii):

GUG:(GUGJHI=(aUa)n(aua’)=au{ana’)=auo =g
Ejemplo 2: Demostrar: Para todo ae @,
aul =1 y and =0 (2)

(Véase 1.5-1.5", Capitulo 1, pdgina 5.)
Utilizando sucesivamente (i), (iv), (i), (i), Giv):

and =0u(end = (enaju(eno) = an(e’ud) =aene = 0

222
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Ejemplo 3: Demostrar: Para cualesquiera, a, be @,
albfand = a ¥ afnfaubd = g k4]
Utilizando sucesivamente (ii), (iii), {2), (ii):
eUfanb) = (@anljufanbd) = anflub) = anl = a

Véanse también Problemas 1-4.
FUNCIONES BOOLIANAS

Sea B = {a,b,¢,...} un dlgebra booliana. Por constante se entenderd cualquier simbolo, como
0y 1, que represente un elemento particular de @; por variable se entendera un simbolo que represente
un elemento cualquiera de #. Sien la expresion x' U (y M z) remplazamos | por + y (M por - para
obtener x' + y - z, parece natural llamar a x’ Y ¥ () z monomios y toda la expresién x' U y M z) po-
linomio,

Toda expresién como x \J x', a ., [an@GUUE@ NN ¢) que consiste en combi-
naciones por \J e (" de un ntimero finito de elementos de un algebra booliana # se dira JSuncion boolia-
na. El nimero de variables en una funcién es el nimero de letras distintas que aparezcan, toméndose
una letra con tilde como si no la tuviera. Asi; x \ ) x' es una funcién de una variable, x, pero @ (M b’ es
una funcién de dos variables, y b.

En ¢l dlgebra ordinaria toda funcion entera de varias variables se puede expresar siempre como un
polinomio (incluso 0), pero no siempre se puede expresar como producto de factores lineales. Fn cam-
bio, en ¢l dlgebra booliana las funciones boolianas se pueden expresar en general en forma polinémica
(incluso 0 y 1), es decir, como unién de intersecciones distintas, y en forma factorizada, es decir, como
interseccién de uniones distintas.

Ejemplo 4:
Simplificar
{a) (zny)u [z Uy)n v], (b) [flzuw)niznyn 2l (e {[(=' 0y u z] N (z u )Y
(@ Enwuzuying] = (xnyu (Fu¥Yuy] = @y Ul nwuy)
SENNUEUInEUY) = Ny u iz uy)n 1]
= EnNUEUY) = EnpuEny =1
() (ug)nizny n 2" = @UuyYUlznyn z)]
= (' Nny)U(zn ¥ Nz, una union de intersecciones
[(zUy’)r\(xﬂy‘nz)‘]’ = @Enyulzny ng

(:c’Uz)n(x’uy’}n(x’uz)n(xuy)n(yuy')r‘l{yblz}_
Ir‘l(:c’Uyr')n(x’uz)ﬂ(xuy}ﬂlﬂ(yu:)

= FUnuanizuzn(zu #’), una interseccion de uniones

(o) {[(z' ny) Laln(zuaz) [l ng) vz ulzuaz)

Ny nziuiz'nz) = 2nz {por el Ejemplo 3)

Véase también Problema 5.

Como (véase Problema 15, pigina 234) existe un dlgebra booliana con los solos elementos 0 y1,
cualquier identidad se puede comprobar dando a las variables los valores 0 y 1 de todas las maneras
posibles,

Ejemplo 5:  Para comprobar la identidad propuesta (véase Ejemplo 4(a))
nPUEvy)ny =1

se forma la siguiente Tabla 13-1.
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z Y i a = xny Uy | b= (zuyiny all b’
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 | 1
0 1 0 | 0 0 I 1
o | o 0 I 0 1
L H
Tabla 17-1

FORMAS NORMALES

La funcién booliana en tres variables del Ejemplo 4(4) cuando se expresa como unidn de inter-
secciones (x' (M p) U (x M »" M z) contienc un término en el cual solo aparecen dos de las variables.
En la seccion siguiente veremos que a veces hay buenas razones para sustituir esta expresion por una me-
nos simple en que cada término tenga todas las variables. Como la variable z falta en el primer término
de la expresion anterior se obtiene la forma requerida, llamada forma candnica o forma normal disyun-
tiva de la funcién dada, de la manera siguiente:

(Nyuny Nz = (Nynulzny Nz
(e’ N'y) N (2 U 2)]

It

Ufxny Nz

(.’c’ﬂyﬂz}u(;r’ﬂynz’}u(xﬂy’ﬂz}

Véase también Problema 6.

Es facil mostrar que la forma canénica de una funcion booliana en tres variables puede tener 23
términos distintos a lo mds. Pues si x, y, z son las variables, se obtiene un término eligiendo x o x',
y oy, zoz'yformando su interseccion. En general, la forma canénica de una funcidn booliana en n
variables puede contener a lo més 2" términos distintos. La forma canénica que contiene todos estos
2" términos se dice forma candnica completa o forma rormal disyuntiva completa en n variables.

La forma candnica completa en » variables es idénticamente L, cosa que se muestra para el caso
n =3 en el Problema 7, pigina 231; pero el caso general se puede demostrar por induccidn. Se sigue
de inmediato que el complemento F’ de una funcién booliana Fexpresada en forma candnica es la unién
de todos los términos de la forma canénica completa que no aparecen en forma candnica de F. Por
cemplo, si F= (xNy)U ' N»UE NY), F =Ny

En los Problemas 8 y 9 se demuestran

Teorema 1. Sien la forma canénica completa en # variables se da a cada variable el valor 0 o el 1,
solo un término tendrd el valor 1 y todos los demas tendrin el valor 0.

y

Teorema II. Dos funciones boolianas son iguales si, y solo si, sus formas canénicas respectivas son
idénticas, es decir, constan de los mismos términos,

La funcién booliana en tres variables del Ejemplo 4(h), expresada como interseccién de uniones
en que cada union contiene todas las variables, es
TUMNUz) N (2 Uz Nziuy)
= [zUuriuznz)niyuz Ulzn N U)uny)) Nz uy)ulzn 2]
= (;cU'yUzJﬁ{xuyuz’)ﬂ(ar’Uyuz)ﬂ(:c’Uy’Uz)ﬂ(x’U'y’Uz’j

Expresién que se llama forma candnica dual o Jorma normal conjuntiva de la funcién. Nétese que no
es la dual de la forma canénica de aquella funcién.
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2 forma candnica de una funcion booliana es un enunciado va-
a funcidn, (Notese que el dual de término es factor.) La forma

.en n variables puede tener a lo mas 2" factores distintos. La for-
estos factores se llama forma candnica dual completa o forma nor-
- ¥ su valor es idénticamente 0. El complemento F' de una fun-
anonica dual es la interseccion de todos los factores de la forma
en la forma candnica dual de F. Se tiene, asimismo,

. dual completa en n variables cada variable toma el valor 0 6 1,
| 0 y todos los demas valdran 1;

son iguales si, y solo si, sus formas candnicas duales respec-
decir, consisten en los mismos factores.

nos estos teoremas para determinar la funcion booliana cuando
ras posibles de dar valores 0 y 1 a las variables.

UNCION BOOLIANA

- ic10n booliana cuyos valores * " 2 Flz, %)
para tod gde dar ¢l valor 0 6.1 a las va- 1 = 1 1
riables vieme 17-2. , . o o
' I sugiere que los términos 1 8 1 i
que @ de F(x,y, z) son precisa- ; ; 5
mente los = completa en tres variables que g
tienen va 2) = 1. Por ¢jemplo, la primera v v g !
fila de la como término y la tercera fila g L g 4
dice que . ermino. Asi, i A :
0 0 1] 1
Tabla 17-2
ENyN)UENY NAURNY N2 U@ Ny Ne)
N z) U (27 Ny
Anali ST = ‘que aparecen en la forma candnica dual de F(x, y, z) son precisamente
los de la : : 1 completa que tienen el valor 0 cuando Flx, y, z) = 0. Tenemos
Uy uznzUyUZ)N(@UyUz)N(z Uy Uz
- (TU2)N(zUy)
Véase Problema 10.
51 se da  booliana F en forma canodnica o candnica dual, para pasar a la otra forma
se emplean s hs dos reglas para hallar el complemento; si bien €l orden en que esto se haga

puede ser mam. wveces un cierto orden exige menos calculo que el otro.

Ejemplo §: Hallar la forma candnica dual de
= (@nynlulzny naauzny nz)uEnynaul= ny nz)

Aqui es FF= (znynzfu(xny nz)u(znynaz)
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(la unién de todos los términos de la forma canonica completa que no aparecen en F) y
F = (F)Y = (xupyuz)n(ruy Uzn(z vy Uz) (por el Problema 4)
Véase también Problema 11,

El procedimiento para cambiar de la forma candnica a la forma candnica dual y viceversa puede
utilizarse también ventajosamente para simplificar ciertas funciones boolianas.

Ejemplo 7:  Simplificar: F = [(ynz)u g nz]n (@ ny ule nz)uleny nz)

Hégase F; = (gnzhYupnz and F, = (20Ul na)u{zny Nz

Entonces, F, = znynZiul@nynziulzny naulzny na
Fy = (Znynau@nyn)ulznynzUizny nz)

y Fi = fzuguzinzuyguzin{zuy uziniz’uyuaz

Asimismo. Fg = (@'nynauixnynziuzny nzavizny nz)

]

F, = (@'nyn2iuznynzauzny nz)ulznynz)
y Fy — (zugyguain@uyuzin(zuyuz)nizuy Uz
Conloque F = F;nF,
SdzUylUlnizuy u)Nzuyuanizuyusz)
niz' vy vz)n iz’ Uy U
Pero entonces FI= (zuguzinfzuyuez)

¥ F=(nynz)uizny nz) = ' nllynz)uy nz)

RELACION DE ORDEN DE UN ALGEBRA BOOLIANA

Sean U = {a.b,c} yS={#, A, B, C,D,E,F,Ulcon 4= {a}, B={b}, C={c}, D= {a bl
E ={a,c}, F={b, c}. La relacion C definida en el Capitulo 1, aplicada a S, satisface las leyes si-
guientes: iy
Para cualquier X, Y, Z€ S,

(@ XX
B SIXCYyYC X, X=v.
&) SiXC ¥y FCZXCEZ
@ SiXCYyXCZ XC(¥YN2.
) SIXCY, XC(YU2)
(f) XC7Ysi ysolosi, ¥ C X"
(g) XC Ysiysolosi, XU Y=Y o laequivalente X" ¥ = (J.
Las tres primeras leyes dicen (véase Capitulo 2) que C efectia un orden parcial en § que se ilustra por

U

=

A

Fig.17-1
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Vamos a definir ahora la relacion C (léase «bajo») en un dlgebra booliana # por
aC b si, ysolo si, a\Jb =8 o su equivalente a (b’ =0

para cualesquiera a, b € #. (Nétese que esto no es mas que otro enunciado de (g) en funcion de los ele-
mentos de #.) De lo que se sigué de inmediato

(@;) aCa
(by) SiaCbybCa a=o.
(cy) Siagby,bc_:c,a(_:c.

asf que C define un orden parcial en #. Se deja al lector demostrar que
(d) SiaChya C ¢, entonces a C (b M e).
(e;) Sia C b, entonces « C (U c) para todo ce 8.
(fi) aC bsi, y solo si, b Ca.

En el Problema 12 demostramos el

Teorema ITI. Para cualesquiera a, be @, a \J b es el extremo superior y a (M & es el extremo inferior
de a y b

De lo que se deduce facilmente

Teorema IV. 0 C 5 C 1 para todo he &.

ALGEBRA DE REDES ELECTRICAS

El dlgebra de las redes eléctricas es un ejemplo interesante y de mucha importancia del algebra
booliana (véase Problema 15) de los dos elementos 0 y 1. Aqui nos limitaremos a estudiar el tipo mads
sencillo de redes, que es una red con solo interruptores. La red mas simple de esta clase consiste en un
hilo con un solo interruptor r:

+ T W

Al cerrar el interruptor, con lo que la corriente fluye por el hilo, damos el valor 1 a r; si el interruptor
estd abierto y no fluye corriente por el hilo, damos el valor 0 a r. Asimismo, daremos el valor 1 6 0 a
toda red segtin que la corriente fluya o no por ella. En este caso sencillo la red tiene valor 1 si, y solo si,
r tiene valor 1 y la red tiene valor 0 si, y solo si, r tiene valor 0.

Considérese ahora una red que consiste en dos interruptores r y 5. Si se conectan en serie:

R s 5 »

Fig. 172
es claro que la red tiene valor 1 si, y solo si, r y 5 tienen- valor 1, en tanto . 3 F
que la red tiene valor 0 para todo otro valor 0 6 1 dado a r y 5. Asi que esta.
red se puede representar por la funcién F = Ffr, s) que sigue la Tabla 17-3. 1 1 1
Se halla facilmente F = r M s. Si se conectan en paralelo: 1 0 0
0 1 0
¥ ety 0 0 0
Tabla 17-3
& 5
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es claro que la red tendrd valor 1 si, y solo si, al menos uno de los r y s tiene

valor 1, y la red tendré valor 0 si, y solo si, ambos 7 y s tienen valor 0, Esta S (55 .
red se puede representar por la funcién F = F(r, 5) que sigue la Tabla 17-4. 1 1 1
Encontramos facilmente F = ¢ \J s. Para las varias redes con tres interrup- 1 0 1
tores, véase Problema 13. 0 1 1
Empleando mds interruptores, pueden componerse redes de natura- 0 0 0
leza mas complicada; por ejemplo,
2 g D ar Tabla 174
& e
T *—
25 o L |
a8 t—
® W W

Fig. 174

La funcion correspondiente a esta red consiste en la interseccion de tres factores:

(rusinNin(uwuvUw)

Hasta aqui iodos los interruptores de una red se han supuesto actuar independientemente unos
de otros. Dos o mas interruptores pueden, no obstante, estar conectados de modo que (a) se abren y
cierran simultdneamente o (b) el cierre (apertura) de uno abra (cierre) todos los demas. En el caso (a)
denotaremos todos los interruptores por la misma letra y en el caso (b) denotaremos uno de los inte-
rruptores por r, por gjemplo, y todos los otros por r'. En este caso, toda letra con tilde tiene valor 0 sila
letra no tildada tiene valor 1 y viceversa. Asi la red

- T L + o

- 1

e 7 e

g2 »
Fig. 175
consiste en tres pares de interruptores: un par, en que cada interruptor esta denotado por ¢, abre y cierra
simultdneamente, y los otros dos pares, con los interruptores denotados porr, r' y 5, s', son tales que en
cada par el cierre de un interruptor abre el otro. La funcién corréspondiente es basicamente una unién
de dos términos cada uno con las tres variables. Para el hilo superior tenemos r (N s' () ¢ y para el in-
ferior (1 U s)(M r'. Asi que la funcién que corresponde a la red es
F = (rnsnt)utusnr]
y la tabla que da los valores (propiedades de cierre) de la funcién es

3

roa’nt {tus) Ny

0 0

=T R R = I i B
=T = R N = T . T ettt )
L= = - =
(= R =~ ]

(== R — T T — R ]

O oo - -o o]y

Tabla 17-5
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Es claro que la corriente fluird por la red solamente en los siguientes casos: (1) r y ¢ cerrados, s abier-
to; (2) sy ¢ cerrados, r abierto; (3) s cerrado, r y ¢ abiertos; {4) t cerrado, ry s abiertos.

Para un analisis més detenido de las redes serie-paralelo sera 1til saber que el algebra de tales redes
es un dlgebra booliana. En términos de una red dada, ¢l problema es éste: Supongase que Fes la funcién
(de interrupcion) asociada a la red y supdngase que mediante las leyes del dlgebra booliana esta funcién
se cambia en su forma a G asociada con una red distinta. ;Son intercambiables las dos redes? O, en otras
palabras, jtienen las mismas propiedades de cierre (la misma tabla)? Para decidir esto, consideremos
primero las Tablas 17-3 y 17-4 junto con sus redes asociadas y funciones asociadas r (M s y r | s res-
pectivamente. Al formar estas tablas hemos comprobado que los postulados (i), (ii), (iv) para un dlgebra
booliana valen también para un dlgebra de redes. Para el caso del postulado (jii) considérense las redes

a e a ']
‘e b o—e ¢ o—I {b]{ﬂ}

Fig. 17-6

que corresponden a la entidad booliana a \J (b N e) = (@ U &) N (a \U ¢). Es claro entonces por la
tabla de propiedades de cierre

a ] [ aifbneg (e U b nlaUe)
o .

1 1 1 1 1

L ! g 1 0 1 3

- BRiRo® |- 1 1 1

1] 1 1 1 1

S ] 1 0 0 1 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

8 0 0 0 0

Tabla 17-6
que las : scambiables.
Se d =l & en del caso de la identidad booliana

aN{blUe) = (anb)u(ane

- gue el algebra de redes es un algebra booliana

e las tres primeras y la dltima columna de la Tabla 17-5 son dadas ¥y que se
las propiedades de cierre dadas. Mediante las filas en que F = 1, obtenemos

(red) de la cual se origind 7 +—e 5 —
de la Fig. 17-5 es innecesa-
e cambiarse por la red més

* 3 e——e t o—

Fig. 177
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Nota. El que uno de los interruptores de la Fig. 17-7 esté denotado por ', no habiendo interruptor
denotado por #, no tiene aqui importancia. Si le queda al lector alguna duda en esto, intercambie r y r'
en la Fig. 17-5 y obtenga F= (rM s)J ("M ¢} con el diagrama

——% 7 —a § ——

Lo 5 e ] —

Fig. 17-8
Véase Problema 14.

Problemas resueltos

1. Demostrar: | y () son asociativos, es decir, que para cualesquicra a, b, ce &
(eub)Ue = aU(bUc) y fandyne =an(bne (4)
(Véase 1.8-1.8", Capitulo 1, pigina 5.)
Sean x = (@B Ncyy=an(bMe) Vamos a demostrar que x = y. Por (iii) y (3),

aldx au[(anb)ﬂc]=[ulllJ(unb)]ﬁ{aUc)

anfaUe) = a =alUfan(dbneg] =aly

y gdux = dUfland)ne = [aU(eand]nie’Ue = [(@Ua)nia’"Lb)]na ue)
Mn{@ub)nfeue = (@ublnia’ue = a'"U(bne)
= {@ugnfeu(dneg] = gufean(dbne] = a’ Uy

Luego (aUz)n{a Lz (aL N (a' Uy
(ena)lUx = (ena)Uy
¥ *r =¥
Se deja al lector mostrar que, en consecuencia, se pueden insertar paréntesis a voluntad ena; \U a; U - - U a,
yaNa N MNa
2. Demostrar: Para todo ae #, ¢n e¢lemento a’ definido en (iv) es unico.

Supongase lo contrario, es decir, que para todo @€ # existan dos elementos a', a” € # tales que

aUa =1 ana =0
eaUa’ =1 2 ang” =0
Entonces. a =1na = {aua)nNe = (ana’)u(a” na’
= (ana U na) = a¢"Niala) =a' nl = a"

y a’ es unico.
3. Demostrar: Para cualesquiera a, be &
(cUud) =aNndb y {fand)y =a Vb (5)

(Vease 1.11-1.11', Capitulo 1, pdgina 5.)

Como segin ¢l Problema 2 existe para todo x € & un tGnico x' tal que x |J x’' = 1 y x M x* = 0, solo nece-
sitamos comprobar que

faud)u@nd) = [(aub)ua]n[laub)ub] [{ea Ua)ubln{au(dub)]

Aubn{eul) =1nl1 =1
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y que (lo dejamos al lector) @UbBN@ns)=0
Utilizando los resultados del Problema 2, se sigue ficilmente que
(g UapU - --Ue) = aNa;n---nNa,
¥ (@ynagn -+~ nNe) = ajUaU: Ua,

Demostrar: (a')’ = a para todo ae #. (Véase 1.1, Capitulo 1, pigina 5.)
(@) =1n(@) = (@ua)nie) = [anf@y|ulena)] = [an(a)]ud

=0ufan(@)] = @nalufean(a)] = anje’U(a)] = anl = a

Simplificar: [z U (2’ U y)] N[z U (¥’ N 2]
Fuzuynzu nz)] = [zUny)nzU(yuz)] = znfzulypusz)] = =

Obtener la forma canénica de [x U (x' Uy)1N[x U ' N 2)]
Utilizando la identidad del Problema 5,
FuFuynzunz)] = 2= zn(uy)n(zuz)

=@nynauvuizny nadunynziulzny nz)

Demostrar: La forma candnica completa en 3 variables es idénticamente 1.
Primero, mostramos que la forma candnica completa en 2 variables
zoypuzony)unuE ny) = [knwulzny)u = nyuE ny)
= lgnwuy)ulznyuy)
= {guzinipguy) =1nl = 1
Entonces. fa forma candnica completa en 3 variables

iznynzaunyn)uleny Nz Ulzny naz
Ulle'nynaulg' nyn)]ullzny nz)ul ny nz

S EnpuEny)vEnyuEny))nzuz) =1n1 =1

Demeostras: Si en la forma canénica completa en n variables, a cada variable se le da arbitraria-
mente & walor 0 6 1, entonces solo un término tendr4 valor 1 y todos los otros tendrén valor 0.

Seam dados los valores a las variables x,, x,. . . ., %,. El término cuyo valor es 1 contiene x, 5i x; tiene el
valor 1 ass=ado o bien x| si a x, se ha dado el valor 0, x; si x; tiene valor 1 o x} si x; tiene ¢l valor 0, .. ., x,
si x, Beme wallor 1 0 x] si x, tiene valor 0. Todo otro término de la forma candnica completa tendré, pues, 0
al menos commo =m factor y, por tanto, tendrd 0 como valor.

Demeostras- Des funciones boolianas son iguales si, y solo si, sus formas canonicas respectivas son
idénticas. &s decir, consisten en los mismos términos.

Es cis=a ge= dos funciones son iguales si sus formas canénicas consisten ¢n los mismos términos. Recipro-
cameni=. = &= dios fanciones son iguales deben tener el mismo valor para cada una de las 2" posibilidades de dar
valor @ 8 I & &s wamables. Ademds, cada una de las 2" posibilidades para las cuales la funcion tiene valor 1 de-
termina == =mmmo de la forma candnica de esa funcidn. Luego las dos formas normales contienen los mismos
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10.

11.

12,

13.

ALGEBRAS BOOLIANAS [CAP. 17

Hallar la funcién booliana F definida por

x ¥ |+ oz F
1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1
(1] 1 1 0
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1
Tabla 17-7

Es claro que la forma canénica de F tendra 5 términos y la forma canonica dual tendra 3 factores. Emplea-
remos la dltima forma. Entonces,

F = (x‘Uy’Uz’)ﬁ(:cUy'Uz’)ﬁ{nyUz’)

L}

Wuzinizuyuz) = WnEuluz = EZnyluz

Hallar la forma canénica de F = (x | ruzinx Uy Uz
Aqui Fr={@'nynziuenynz)
(por la identidad del Problema 3) y

E = (FY = (:cnynz)u(xny’nz)u(::ny’r‘l-z')U(z'ﬂynz)u(z’ny'nz)u(x'nyﬂz‘)

{la unién de los términos de la forma canénica completa que no aparecen en ),

Demostrar: Para cualesquiera @, be @, a | b es ¢l extremo superior y a (M) A es el extremo inferior
de g y b.

Que @ UJ b es un mayorante de a y b resulta de
al(@ub) = aub = buU(aub)

Sea ¢ cualquier otro mayorante de a y b. Entonces, a Ceyb C e, demodoquealJe=cyblJe = c. Ahora
bien,
feUubyUe = aU(bUe) = aUe = ¢
Asi que (a\Jb) Ceyallbes el minimo mayorante o extremo superior como se pedia.
Andlogamente, a (M b es un minorante de 4 y b, pues
anbue = a ¥y (anbub = p

Sea ¢ cualquier otro minorante de y b. Entonces, ¢ CaycC b demodoquec\Ja=ayclJb =5 Ahora
bien,
cl@and) = (cUa)ln(eud) = anbd

Asi que ¢ Clanbd)yanbes el miximo minorante o extremo inferior como se pedia.

Estudiar las posibles redes de tres interruptores r, s, t.
Hay cuatro casos:

(i) Los interruptores estan en serie. El diagrama es

T e— |

¥ la funcién es r Mys N £
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(i) Los interruptores estdn en paralelo. El diagrama es

y la funcidn es r\ s\ ¢

(iii) La combinacion serie-paralelo

con funcion r (M) (s U 1).

{iv) La combinacién serie-paralelo

—s 5 —=a | *+—-

con funcion r\J (s M 1).

14. S8i ¢s posible, remplazar la red

t et 8 G || G

Fig. 17-9(a)
por una mas simple.

La funcién booliana para la red dada es
F = (rnHhu fen(gutin[ru(znt))}
= @rnufsnflsut)ni ue))

={rnurnisnt)) = (rusynt

’-—oro—-—-——-
—_—] ——a [ ———

L—a2 3 o—

Fig. 17-9(b)

La red mds simple es

233
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15.

16.

17.

18.
19.

21.
22,

ALGEBRAS BOOLIANAS

Problemas propuestos

Mostrar que el conjunto {0, I} junto con las operaciones definidas en 2 . N
es un dlgebra booliana. 0 0 1 ¥ 0
1 1 1 1
Mostrar que el conjunto {a, b, ¢, d} con las operaciones definidas en
Ul a b c d il b e d
o o b ¢ d a a a a a
b b b d d ¥ b a b a b
c c d ¢ d ¢ a a ¢ ¢
d d d d d d a b c d

es un dlgebra booliana.

[CAP. 17

0 1
0 0
0 1

Mostrar que el dlgebra booliana del Problema 16 es isomorfa al dlgebra de todos los subconjuntos de un con-

junto de dos elementos.

iPor qué no hay algebra booliana que tenga solamente tres elementos distintos?

Sea S un subconjunto de N, y para cualesquiera a, b € § definase a \J & ¥ a M b, respectivamente, como el mi-

nimo comin miiltiplo y el miximo comiin divisar de a y b. Mostrar que
(a) & es lgebra booliana si §={1,2,3,6,7, 14, 21, 42}.
(p) @ no es algebra booliana si § = {1,2,3,4,6,8, 12, 24}.

Mostrar que @ \J (@M &) = a M (@ U b} sin utilizar el Ejemplo 3, pagina 223. Establecer la dual de la identi-

dad y demostrarla.

Demostrar: Para cualesquiera a, be @, a\J (@' M &) = a |J b. Establecer la dual y demostrarla.

Obtener las identidades del Ejemplo 1, pagina 222, haciendo & = a en las identidades del Problema 21.

Obtener como en el Problema 22 las identidades del Ejemplo 2, pagina 222.
Demostrar: 0’ =1y 1' =0, (Véase 1.2-1.2°, Capitulo 1, pdgina 5.)

_Sugerencia. Hagase a =0y b =1 en la identidad del Problema 21.

31

Demostrar: (@ N d)UJE M a’)=(aUb)yN (@ \J#). Escribir la dual.
Demostrar: (aUb) NGB Uc)N(cUa)=(@nbd)UBMec)UleMa) ¢Cudl es la dual?

Demostrar: SiaUx=bUxyalx =blUx esa=h.
Sugerencin. Considérese (a U x)NleUx)=BUxIN GBUX).

Establecer la dual del Problema 27 y demostrarla.

Demostrar: Sia(\b=aN\cyallb=al)c para cualesquiera a, b, c € #, entonces b = ¢.

Simplificar (a) (@ U b Na' N b e} [(2'nyYuzlnlzuy)
B (enbneuea Ub U () @Ub)ni@ub)n(a ub
(e} (@nbd)uien (e ub) (¢) [(au ) n(eub)] ubn (e U

(d) [aufa’ nd)n[bU(bne)
Resp. (@) 0, (D)1, (clfanb)u & (dy b, (e x'ny, (Nenb, (ghaukb

Demostrar: (aUb)n(e ue) = (@'nbufane ulbne
feublnfaueinbue = (aneluUia Nk

I

Hallar a simple vista el complemento de cada una de las siguientes expresiones, de dos maneras:
(a) (xny)U(xny) {¢) Uy uzIN(zUyUZIN(zUyY U:zH
B (xny' n2)U(z'Nnynz) (d) (xuy'uz}n(g’uyu:)

Expresar lo que sigue en forma canonica y en forma candnica dual en-tres variables:

@zuy, nyIul' ny, BEuynzdz), Aznz (zn(yuaz)
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Respuesta parcial.

(a) znynzaulzny nz)u nyn2aU(zny N2 vz’ nynz')u{x ny Nz’
(t3] (:uyu,s}n(zUyUz'}n(z uypruzin(zuy uz)

(e} (:njﬂz')u(zny nzYux nynaz Uz nynaz)

(d) (w,uz)n(ztjy uz)nzugyguzinzuy uz)n(z uygunf{zuy va
(e} (zu'uxjn(;uy’Uz)n(nyuz')n(zuy uz)n (Fuy v

‘canénica y forma candnica dual en ¢l minimo nimero de variables:

3 () @nynaUzuynizua)
Mu[zn(yu:')] (&) (zuwnEuUzIn{z' vy Nz’ Uz
)0z 0y U (' n2) (i Enyu@Enz)ulz' ng

ay)u(z'ny (@ (zUuyunNn{zuyu)n(EUy Uz
uy) (&) Ny NnUE nyNz)
. Uiznynz)u(z nynauE nygnz (H (zVyuzn uyuzinzuy Uz

de la forma canonica completa en x, y,2, que tiene valor 1 cuando:

1 (B)x=y=1,2=0; (e} z=0, y=z=1.
Z, B axnynz

e la forma candnica completa en x, y, z, w, que tiene el valor 1 cuando:

=0; _(b) ==y=w=ol z=1: (e} i\==0, ﬂ-——z:w:l.
Tw!, (@a'nynznw

Ia forma candnica dual completa en x, 3, z, que tiene valor 0 cuando:

B z=y=1:2=0 (¢)x=0,y=z=L
() Fuy Uz

e I forma candnica dual completa en x, y, 2, w, que tiene valor 0 cuando:
0; (B) x=y=w=0,2=1; {e) z=0, y=z=w=1l
w, (&) zuy uzuw
= fres variables cuyo valor es 1
. de las variables son 1y la otra es 0,
s de una variable es 1.
'U{zny’nz}u(x'nyn!), BEnyuallulynsz
= tres variables cuyo valor es 0
‘las variables son 0 y la otra es 1,
una variable es 0.
Problema 39.

41. s simple las funciones boolianas Fy, Fy, . . ., Fy definidas como sigue:

z F, | Fo, | Fs | Fo | Fs | Fs Fpo | Fg
T 0 1 0 1 1 1 0 1
0 1 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 0 0 0 1
0 1 ()} 0 0 1 0 1 0
0 0 1 1 1 0 0 0 0
1 0 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 0 0 1 1 0

=ulynaunz), Fs=(zuzdn [Wulznz), Fr =149
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42,
43,

45,

47.

49.

51.

52
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Mostrar que F5 y F3 del Problema 41 se pueden hallar a simple vista.

Demostrar: ld;) Sia C bya C ¢, entonces a . b M)
{e;) Sia C b entonces a C {6\ ¢) para todo ce .
Ul} aC bsi, y solo si, BECTa:

Demostrar: Si @, be & tales que @ C 4, entonces, para todo ce &, a\J (bNc)= b {a\Uc)
Demostrar: Para todo bed®, 0CHC 1.
Construir un diagrama parecido a la Fig. 17-1 para el dlgebra booliana de todos los subconjuntos de B = {a, b, ¢, d}.

Hacer el diagrama de las redes representadas por a | (a’ M ') y a \J b y hacer ver con tablas que tienen las mis-
mas propiedades de cierre.

Hacer dldgramas delas redes (i) (@ U B) M a' M E y (i) (@M b Me) U (@ \J & \J ). Construir tablas de pro-
piedades de cierre para cada una. ;Qué se puede concluir?

Hacer diagramas de cada una de las redes siguientes:
i) (eub)n{a’Uud)n e’ ub) (i) flavd)n(cuwd) ulbn (a’Ue
{ii) (enb)ulen (a’ubd) {ivi andne)ua ud ue

Mediante los resultados del Problema 30, hacer el diagrama de la red mas simple en cada caso.
Respuesta parcial.

a a' a’
_E ]—E ]_E ]_ : a’ br
b* b b’

1 —
—a ¢ ——e b & b

(i) — " b T 108 —
a

IR
B

Hacer el diagrama de las redes {r L s") (M (7 U 5) y {r M 5) U (' M s7) y mostrar que tienen las mismas propie-

dades de cierre.

L]
o

>

Hacer el diagrama de la red mds simple que tenga las propiedades de cierre de cada una de las F, -F; del Problema 41.
Respuesta parcial.

T e A b e D

—® r o—e 7 —8 {

Simplificar: g
e[ s
L. ¢ L Gi) —E :}——.n-.e.-__
. @ ST S Sy S—
—e T o—a { +— — 1 0 Y ———
Yy o—a 2 -
(ii) et r @t g Gt {iv) —E :]——oxo—oz’.—-——-—
Y o— 2
® 3 @ e 3 O Y O T O

Para adquirir prictica y también para comprobar los resultados, se sugiere que (iii) y (iv) se resuelvan formando
la tabla de propiedades de cierre y también por el procedimiento del Ejemplo 7, pagina 226,

Respuesta parcial. (i) ¥ (i) —E j—
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p o= oD 8 g 8T +—
i
q

e p e—e g oe—e T o—

i q
TG e ~
q ¥

s p e—e g o—8 17—

q
=
r ' | o pe—oge—eT o—a s —

— p v—e ¢ 9 § —

53, Simplificar:

Lo p »—a 7 o—8 ¢ &9 5

() — s pe—er e

———.q-—is'.-—-—-

-L——Oq.—ls.————-v

]_.pHr.—

Resp. (@)

— g =
g =0

(e =—— p———
”E“_ - {QHS}'
— P —
P i §

54, Simplificar:

b o—=e ¢ =—e 4 &

[TTIT

—s
—
—e
a.———ob&———cu.——-.d'o——
—
—

b *—s ¢ o—a d —

55, Mostrar que la red del Problema 50 permite apagar o sncender la luz de una escalera desde arriba o desde abajo
de la misma.

&6. Desde su garaje, M puecle entrar a una de dos alcobas. Obtener la red que permita a M apagar o encender
la Tuz del garaje, bien desde €l garaje o bien desde una de las alcobas independientemente de las posiciones de
los otros dos interruptores.

Resp.
— L O
— T .
3 o—a t
g o—=a t
L. -
g o—=a t

57, Diseiiar una red que permita accionar una luz desde uno cualquiera de cuatro interruptores.




A la derecha, clase lateral, 86
ideal, 104
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ideal, 104
Absoluto, de un nimero complejo,
77
valor, 42
Adicién, de enteros, 39
de matrices, 164
de niimeros, complejos, 75
naturales, 30
racionales, 60
reales, 67, 68
de polinomios, 125
de polinomios de matrices, 200
de subespacio, 148
de transformaciones lineales, 151
de vectores, 143, 144
Algebra, booliana, 222
de clases residuales, 53
de matrices, 167
de transformaciones lineales, 151
lineal, 219
matricial total, 167
Amplitud de un nimero complejo,
77
Angulo, de dos vectores, 149
de un nimero coniplejo, 77
Aanillo, 101
booliano, 112
cociente, 106
conmutativo, 103
de divisién, 117
euclidiano, 107
ideal principal, 106
Aplicacidn, 6
biyectiva, 8
inyectiva, 8
reciproca, 9
sobreyectiva, 6
Argumento de un nimero comple-
jo, 77
Autovalor, 204
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operacién, 20
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operacidn, 19
Conmutativo, anillo, 103
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Correspondencia biunivoca, 8
Cortadura de Dedekind, 66
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De Morgan, leyes de, 5
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inversible, 115
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Enteros. 38
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primos relativos, 52
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Indeterminada, 124
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matematica, 31, 37
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de subgrupos, 84
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subanillo, 104
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vector, 203
Inverso, 60
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Lagrange. teorema de, 87
Ley, asociativa. en dlgebras boolia-
nas. 230
en algebras lineales, 219
en los anillos, 101
en los grupos, 82
general, 19
para los enteros, 42
para los nimeros complejos, 75
para los niimeros naturales, 30
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60, 61
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69, 71
para matrices, 166
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61
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en matrices, 166
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en polinomios, 125
en union e interseccion de con-
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Leyes de los exponentes (véase ram-
bién Exponentes), 33
Lineal, algebra, 219
combinacion, 49, 145
congruencia, 54
dependencia, 146
ecuacion, 178
forma, 178
independencia, 146
transformacion, 149
Longitud de un vector. 143, 149

Matrices, equivalentes, 170, 200
semejantes, 205



Matriz, 165, 167
aumentada, 178
caracteristica de columna de una,
172, 199
caracteristica de fila de una, 172
caracteristica de una, 172
diagonal, 171
elemental, 173
escalon, 171
lambda, 198
forma normal de una, 199
nula, 166
ortogonal, 207
producto, 165
escalar, 164
real simétrica, 206
regular, 172
simétrica, 206
singular, 172
sobre &, 166
suma, 164
triangular, 171
umdad, 166
Miximo comun divisor, 49, 117, 131
Mayorante, 70
Minimo comin multiplo, 59
Minorante, 70
Médulo de un niimero complejo, 77
Multiplicacion, de enteros, 39
de matrices, 165
de niimeros complejos, 75
de numeros racionales, 60
de niimeros reales, 67
de polinomios, 125
de polinomios de matrices, 200
de transformaciones lineales, 151
Multiplicativo, simétrico, 60, 68, 75
Multiplicidad de una raiz, 129
Multiplos, 33, 43

Neutro, elemento, 19
unicidad del, 20
Norma, 119
Normal ortogonal, base, 207
Notacién ciclica para permutacio-
nes, 23
Nicleo de un homomorfismo, 88
Nulo (a), matriz, 166
vector, 40, 60
Numero, complejo, 75, 76
conjugado, 75
irracional, 69
racional, 60
real, 65
Numeros, complejos, 75
imaginarios, 75
puros, 75
irracionales, 69
naturales, 30
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primos, 49
racionales, 60
reales, 65

Operacion binaria, 18
Operaciones, 18
bien definidas, 20
binarias, 19
Orden, de un clemento de un gru-
po, 83
de un grupo, 83
parcial, 17
relaciones de, 32, 40, 61, 226
Ortogonal, base normal, 207
matriz, 207
transformagcion, 207
vector, 149
Ortonormal, base, 207

Par ordenado, 5
Parte, imaginaria (de un nimero
complejo), 76
real (de un numero complejo), 76
Particion, 17
Peano, postulado de, 30
Permutacion, 22
grupo de, 84
impar, 24, 27
par, 24, 27
Perpendiculares, vectores, 149
Plano complejo, 76
Plenitud, propiedad de, 70
Polinomio, 124
anillo de, 125
‘booliano, 223
cero de un, 127
de matrices, 198
de tercer grado, 139
grado de un, 125
irreducible, 128
minimo, 133, 177
ménico, 126
primo, 128
raices de un, 127
Positiva, cortadura, 67
Positivos, enteros (véase rambién
Numeros naturales), 39
Potencias (véase también Exponen-
tes), 33, 43
Primo, 49
cuerpo, 118
entero, 49
factor, 52
ideal, 106
polinomio, 128
relativo, 52
Producto, de clases laterales, 88
de composicidn, 8
de composicion de aplicaciones, 2
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de matrices, 165
de polinomios, 125
de subgrupos, 89
de transformaciones lineales, 151
escalar, 149, 151, 164
interno, 149
Propiedad arquimediana, de los nt-
meros racionales, 62
de los numeros reales, 69, 71
Propio, ideal, 104
subanillo, 102
subconjunto, 2
subgrupo, §3
Pseudocuerpo, 117

Raices, de la unidad, 78
de polinomios, 127
de polinomios de cuarto grado,
140
de polinomios de tercer grado, 139
latentes, 204
primitivas de la unidad, 78
propias, 203, 204
Redes eléctricas, 227
Regular, matriz, 172
transformacion, 151
Relacion, 15
antisimetrica; 17
binaria, 15
de equivalencia, 16
de orden, 32, 40, 61, 226
Relaciones reflexivas, 15
Representacion, decimal de nime-
ros racionales, 62
trigonométrica de niimeros com-
plejos, 76, 77

Schwarz, desigualdad de, 149
Series de composicion, 89
Siguiente, 30
Simétrica, matriz, 206
relacién, 16
Simetrico, aditivo, 40, 60, 68, 75,
101, 125, 166
de un elemento, 20
en un cuerpo, 118
grupo, 84
multiplicativo, 60, 68, 75
unicidad del, 20
Simple, anillo, 104
cerg, 129
grupo, 88
Singular, matriz, 172
transformacion, 151
Sistemas, algebraicos, 22
de ecuaciones lineales, 178
homogéneos, 181
no homogeneos, 179
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Sobreyectiva, aplicacién, 6
Subalgebra, 167
Subanillo, 102

invariante, 104

propio, 102
Subconjunto, 2
Subcuerpo, 118
Subdominio, 115
Subespacio, 144
Subgrupo, 83

invariante, 87

normal, 87

propio, 83
Suma (véase Adiciom)
Sustraccion, 41, 61, 69, 76

Teorema del resto, 128
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Teorema fundamental del dlgebra,
129
Transformacion, de columna, 170,
198
de fila, 170, 198
lineal, 149
ortogonal, 207
impropia, 20
propia, 208
singular, 151
Transitiva, relacion, 16
Transposicion, 24
Transpuesta, 183
Triangular, matriz, 171
Tricotomia, ley de, 32, 40, 61, 68

Unicidad, del neutro, 20

del simétrico, 20

Unidad, 19

imaginaria, 76

Union, 3
Universal, conjunto, 2

Valor absoluto, 42

de un nimero complejo, 77

Valores propios, 203
Vector(es), 143

columna, 164

fila, 164

invariantes, 203
longitud de un, 143, 149
ortogonales, 149
propios, 203

unitarios, 147
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Elemento cero de un anilla, 102

Conjugado de un nimero complejo z, 75
Aplicaciones, 6
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