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Para los que ensefan vy para los que aprenden

ING. ARTURO SANTANA PINEDA






El poder de las matematicas

El que domina laos matemdticas
piensa, razona, analiza y por ende
actia con ldgica en la vida cotfidiana,
por fanto, domina al mundo.

ING. ARTURO SANTANA PINEDA






Prefacio

1 Colegio Nacional de Matemdticas es una institucion que, desde su fundacion, ha impartido cursos de

regularizacion en las areas de Matematicas, Fisica y Quimica, con resultados altamente satisfactorios.

Es por ello que su fundador y director general, el Ingeniero Arturo Santana Pineda, decidi6 plasmar
y compartir la experiencia adquirida en este libro que recopila lo aprendido en todos estos afios y cuyo
principio fundamental es que la persona que aprende matematicas, piensa, analiza, razona y por tanto actia
con logica.

A través de esta institucion y sus docentes, se ha logrado no solo resolver el problema de reprobacion
con el que llega el estudiante sino, también, cambiar su apreciacion sobre la materia, de tal forma, que se va
convencido de que es facil aprender matematicas y que puede incluso dedicarse a ellas. De ahi que jovenes
que han llegado con serios problemas en el area, una vez que descubren su potencial han decidido estudiar
alguna carrera afin.

De esta forma, se decide unir a los docentes con mayor experiencia y trayectoria dentro de la institucién
para que conjuntamente escriban un libro que lejos de presunciones formales, muestre la parte practica que
requiere un estudiante al aprender Matematicas y que le sirva de refuerzo para los conocimientos adquiridos
en el aula.

Enfoque

El libro tiene un enfoque 100% practico, por lo que la teoria que se trata es lo mas basica posible, s6lo se
abordan los conceptos elementales para que el estudiante comprenda y se ejercite en la aplicacion de la teoria
analizada en el aula, en su libro de texto y con su profesor.

De esta manera, se pone mayor énfasis en los ejemplos, en donde el estudiante tendra la referencia
para resolver los ejercicios que vienen al final de cada tema y poder asi reafirmar lo aprendido. Estamos
convencidos de que es una materia en la cual el razonamiento es fundamental para su aprendizaje, sin
embargo, la practica puede lograr que este razonamiento se dé mas rapido y sin tanta dificultad.

Estructura

El libro esta formado por diecisiete capitulos, los cuales llevan un orden especifico tomando en cuenta
siempre que el estudio de las Matematicas se va construyendo, es decir, cada capitulo siempre va ligado con
los conocimientos adquiridos en los anteriores.

Cada capitulo esta estructurado con base en la teoria, ejemplos y ejercicios propuestos. Los ejemplos son
desarrollados paso a paso, de tal forma que el lector pueda entender el procedimiento y posteriormente resolver
los ejercicios correspondientes. Las respuestas a 1os ejercicios se encuentran al final del libro, de tal forma que el
estudiante puede verificar si los resolvid correctamente y comprobar su aprendizaje. Por otro lado, en algunos
capitulos aparece una seccion de problemas de aplicacion, la cual tiene como objetivo hacer una vinculacion
con casos de la vida cotidiana en donde se pueden aplicar los conocimientos adquiridos en cada tema.

Como recomendacion se propone que se resuelvan los ejercicios preliminares de aritmética que se
encuentran en un anexo al final del libro, a fin que el lector haga un diagnostico de sus conocimientos
en Aritmética, los cuales son fundamentales para poder iniciar el aprendizaje del Algebra. De tener algtin
problema con dichos ejercicios, se recomienda retomar los temas correspondientes y consultarlos en el libro
de Aritmética.

Vil



PreFaCIO

El primer capitulo aborda la teoria de conjuntos y ldgica, temas clave en el estudio de las Matematicas.
Se dan definiciones basicas, operaciones con conjuntos, diagramas de Venn, proposiciones ldgicas y algunos
problemas de aplicacion.

En el segundo capitulo se presentan los conceptos basicos del Algebra, simplificacién de términos
semejantes, lenguaje algebraico, operaciones con polinomios y algunas aplicaciones de estos temas.

En los capitulos 3 y 4, se analizan los productos notables y la factorizacion respectivamente, temas que
son herramientas dutiles en el desarrollo de los siguientes apartados, por lo que su estudio debe ser completo
para poder facilitar el aprendizaje de otros temas. Ambos capitulos nos ligan directamente al capitulo 5,
fracciones algebraicas, en el cual se incluyen temas como el maximo comun divisor y el minimo comun
multiplo, para pasar asi, al estudio de las fracciones desde su simplificacion hasta sus operaciones.

El capitulo 6, comprende ecuaciones de primer grado, en donde el objetivo es que el estudiante resuelva
ecuaciones con una incognita en sus diferentes formas, y pueda llegar a una de las grandes aplicaciones que
tiene el Algebra: el poder representar un problema de la vida real con una ecuacion, la cual, al resolverla, dé
solucidén a dicho problema. Al final hay una seccion para despejes de formulas.

La funcidn lineal y algunas aplicaciones se estudian en el capitulo 7, para dar paso a los sistemas de
ecuaciones en el capitulo 8, en el cual se ven los métodos para resolver un sistema de dos y tres ecuaciones
con sus respectivos problemas de aplicacion; termina el capitulo con solucion de fracciones parciales.

En el capitulo 9, se estudia la potenciacion, desde las definiciones y teoremas basicos como el desarrollo
de binomios elevados a una potencia “n”, ya sea por el teorema de Newton o por el de triangulo de Pascal.
En el capitulo 10, se simplifican radicales y se resuelven operaciones con ellos, dando pauta al capitulo 11
que corresponde a los numeros complejos con su suma, resta, multiplicacion y division.

El capitulo 12 corresponde a las ecuaciones de segundo grado —con sus métodos para resolverlas—,
aplicaciones y sistemas de ecuaciones que contienen expresiones cuadraticas.

En el capitulo 13, estudiamos las desigualdades lineales, cuadraticas, racionales y con valor absoluto.

Los logaritmos se introducen en el capitulo 14, desde su definicion, forma exponencial, propiedades,
aplicaciones, ecuaciones con logaritmos y exponenciales, forman parte de éste capitulo.

En el capitulo 15, se estudian las progresiones, aritméticas y geométricas. Al final, se da una aplicacion
financiera con el tema de interés compuesto.

El capitulo 16, analiza el tema de matrices, las cuales se abordan por medio de su definicion, operaciones
y aplicaciones. También se da una introduccién a los determinantes.

El contenido del capitulo 17, es el de raices de un polinomio, en donde se estudia como obtenerlas, los
teoremas de residuo y del factor, asi como la obtencion de la ecuacion dadas sus raices.
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CAPITULO ]
CONJUNTOS Y LOGICA
HISTORICA
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(2]
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Teoria de conjuntos

uﬁ.\m:“‘\"“ eorg Canfor fue un mafemdtico alemdn,
- — quien con Dedekind inventé la feorfa
— de conjuntos, base de las matemdticas

modernas. Gracias a la presentacion axiomdti-
ca de su teorfa de los conjuntos, fue el primero
capaz de formalizar la nocién de infinito, bajo
la forma de nomeros transfinitos (cardinales y
ordinales).

Canfor descubrié que los conjunfos infinifos no siempre fienen el mismo
tfamafo, el mismo cardinal: por ejemplo, el conjunto de los racionales es
enumerable, es decir, del mismo tamafio que el conjunfo de los naturales,
mientras que el de los reales no lo es: existen, por tanto, varios infinitos,
mas grandes los unos que los ofros.

Légica matemdtica

Hasta casi finales del siglo XX se pensaba que la validez de una demos-
fracion, de un razonamiento matemdtico, consistia principalmente en que
“nos convenciera”, en que se presenfara como evidente a nuestra mente
y lo aceptéramos como vdlido. Esta era, por ejemplo, la forma de entender
la argumentacién del mismo René Descartes (1596-1650).

Se cifa, como ejemplo, la frase del matemdtico francés Jean Marie Duha-
mel (1797-1872): "El razonamiento se hace por el sentimiento que nos
produce en la mente la evidencia de la verdad, sin necesidad de norma
o regla alguna”.

Giuseppe Peano (1858-1932) se levanté contra esta forma de argumentar
y, en esencia, defendia que “el valor de una demostracién, de un proceso
argumentativo, no depende del gusto o sentimientos interiores de nadie,
sino de que el argumento tenga una propiedad de validez universalmente
comprobable”.

Para Peano la légica matemdtica era, realmente, la légica de la matema-
fica, un instrumento cuyo obijetivo era dar el rigor y adecuado valor a las
argumentaciones del quehacer de la matemdtica.

Georg Cantor (1845-1918)




CAPITULO

AlGEBRA

Simbologia

Estos son los simbolos que se utilizaran en el capitulo:

{}

€
&

|
n(C)

n in =

QA

v

IN

Conjunto.

Es un elemento del conjunto o pertenece al conjunto.
No es un elemento del conjunto o no pertenece al conjunto.
Tal que.

Cardinalidad del conjunto C.
Conjunto universo.

Conjunto vacfo.

Subconjunto de.

Subconjunto propio de.

No es subconjunto propio de.
Mayor que.

Menor que.

Mayor o igual que.

Menor o igual que.
Interseccién de conjuntos.
Unién de conjuntos.
Complemento del conjunto A.
Simbolo de igualdad.

No es igual a.

El conjunto continda.
Entonces.

Siy sélo si.

No (es falso que).

y

o



CAPITULO 1]

Conjuntos y légica

Conjuntos

Un conjunto es una coleccién de cosas u objetos con caracteristicas definidas. Los conjuntos se representan con letras
mayusculas y sus elementos se delimitan con llaves y separan con comas.

Ejemplos
a) El conjunto de las vocales.
A={a,e i,o,u}
b) El conjunto de los digitos.
B={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 }
¢) El conjunto de los niimeros naturales.
N={1,2,3,4,5,6,...}

Observacion: los puntos suspensivos indican que el conjunto contintia y que los elementos siguientes conservan la
misma caracteristica.

d) El conjunto de los dias de la semana.
S = {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sabado, domingo}
e) El conjunto de los nimeros naturales entre 5 y 10.
P={6,7,8,9}

Para indicar que un elemento pertenece o no a un conjunto se utilizan los simbolos € y &.

E".,JEMPLOS .
[e] . .

- 1 ®@e-Secael conjunto A = { a, e, i, 0, u }, entonces

g u pertenece al conjunto A y se representa u € A.

[y x no pertenece al conjunto A y se representa x ¢ A.

2 ®e-Seael conjunto B={2,3,4,5,8,9, 10 }, entonces

2€eB,5€B,1¢B,11¢B

EJERCICIO 1

Dados los conjuntos: A ={a, e, i, 0o, u}y B={1, 2, 3, 4, 5} coloca € o ¢ segin corresponda:

.
.
.
.
.

l.a___ B 7.0 A
2.¢____ A 8. o B
3.3.2.___ B 9.¢e_ A
4.3____ A 10.8____ B
Ssu_____ A 11.b____ B
6.5 B 12. 1 A
@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « o « v o ¢« .
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Conjuntos de nimeros

Nuameros naturales: N={1,2,3,4,5,6...}

Numeros enteros: Z={...—,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...}

Numeros racionales: Q = {x lx= B, psq€Z,q#0 }
q

Ejemplos

2

9, -Z2.6,-8,075==,02=
57 7

3 2
4 9
Numeros irracionales. Nimeros que no pueden expresarse como el cociente de dos niimeros enteros.
.
Ejemplos

V2,305,364, e, ...

Nuameros reales. Es la union de los nidmeros racionales con los irracionales.

Tipos de nimeros
Numeros digitos. Forman la base del sistema decimal
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
Numero par. Son los divisibles entre 2.
Ejemplos
0,2,4,6,8,10, 12, 14, 16, ...
Numero impar. Son los no divisibles entre 2.
Ejemplos
1,3,5,7,9,11,13, 15,17, 19, ...
Numero primo. Sélo tiene dos divisores, entre si mismo y la unidad.
Ejemplos
2,3,5,7,11,13,17, 19, ...
Niimero compuesto. Tiene dos o mas divisores primos.
Ejemplos
4,6,8,9,10,12, 14, 15, ...
Muiltiplo de un niimero. El multiplo de un nimero k, es nk, donde n es un natural.
Ejemplos

Multiplos de 3: 3, 6,9, 12, 15, 18, ...
Multiplos de 5: 5, 10, 15, 20, 25, 30, ...



CAPITULO 1]

Conjuntos y légica

Escritura y representacién de conjuntos

Los conjuntos se representan de dos formas:

Forma descriptiva o por comprensién. Se hace mencion a la caracteristica principal de los elementos del
conjunto.

v
[e] . . ..
ot 1 e Representa en forma descriptiva el conjunto S = { x € N | x es divisor de 6 }.
E (¥
= Solucién
Este conjunto se lee:
x pertenece al conjunto de los nimeros naturales, tal que x es un divisor de seis.
X es una variable que cumple con las caracteristicas del conjunto S.
2 ®0-Si 0={2,3,5,7, 11} representa su forma descriptiva.
Solucién
Q={g e Nlges primo menor que 12}
Forma enumerativa o por extension. Se enlistan los elementos del conjunto, si algin elemento se repite se
considera una sola vez.
38
ot ] ®@e-Representa en forma enumerativa el conjunto M = {m € N | m < 5}.
£
e Soluciéon

2 oo

El conjunto se lee:

los niimeros naturales que son menores que 5 y su representacion en forma enumerativa es:

M={1,2,3,4}

Representa en forma enumerativa el conjunto: A = {x € Zlx+ 8=10}.

Soluciéon

Este conjunto lo forman los nimeros enteros que sumados con 8 dan como resultado 10, por tanto, su forma enume-
rativa es:

A={2}

Yaque2+8=10




1 Caritulo
AlcEBRA

EJERCICIO 2

Transforma a la forma descriptiva o enumerativa los siguientes conjuntos:

s e 0000 00

1.

R={1,2,510}

2. A={xeNl1l<x<9}

3. B={xeNlx+3=7}

4. C={1,2,4,5,10,20}
5. V={yeZl-2<y<3}
6.
7
8
9

O ={ x| x es una vocal de la palabra nimero }

. T={xesundigito de la cifra 453 425 }

. §={ xesun digito primo de la cifra 729 634 }
. U={4,812,16,...}

10.

M = { x € Nlxes divisor par de 50 }

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ ¢ o o ¢ o «

Cardinalidad

Es el nimero de elementos que contiene un conjunto.
Ejemplo
(Cudl es la cardinalidad del conjunto A = { x | x es compuesto menor que 10, x € N }?

Solucién

El conjunto A, en forma enumerativa, es:
A=1{4,6,809}

Entonces su cardinalidad es 4 y se denota: n(A) =4

Conjunto finito. Es aquel conjunto con cardinalidad definida.
Ejemplo
(El conjunto B = { x| x es un dia de la semana } es finito?

Solucién

El conjunto B en forma enumerativa es:
B = { lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sabado, domingo }

El conjunto tiene 7 elementos, es decir su cardinalidad esta definida, por tanto es finito.
Conjunto infinito. Es aquél cuya cardinalidad no esta definida, por ser demasiado grande para cuantificarlo.

Ejemplo
(El conjunto C = { x € N | x es miltiplo de 3 } es infinito?
Solucién

El conjunto C en su forma enumerativa es:

C={3,6,9,12,15,..}
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CAPITULO 1]

Ejemplos

—

2 oo

Conjuntos y légica

El conjunto continda indefinidamente, no se puede determinar su nimero de elementos, por tanto, su cardinalidad es
infinita y se escribe como:

n(C)=oo

Conjunto vacio o nulo. Es aquel que carece de elementos y se denota con el simbolo ¢ o bien { }.

(Elconjunto D={xe NI|2x-1=0 } es vacio?
Solucién

L . . 1 . .
El dnico valor de x que satisface la igualdad es 3 pero no pertenece al conjunto de los nimeros naturales, por tanto,
el conjunto D es vacio.

D={ }= ¢ su cardinalidad es n(D) =0

(El conjunto E = { x | x es un nimero par e impar } es vacio?

Solucién

El conjunto E es vacio, ya que no hay ningiin niimero que sea par e impar a la vez.

EJERCICIO 3

.
.
.
.
.
.
.

Encuentra la cardinalidad de los siguientes conjuntos:

1.

—_
=]

I - VI I =

A ={xeNlxesundivisor de 30 }
B = { x es vocal de la palabra casa }
S = { x| x es una estacién del afio }
R={xeNlx+3=1}
O={xeNlx>6}

. T={xeRlx=6}

M={xeNlx<1}

. L={xe Nlxespardivisor de 20 }

J = { x es natural }

. O = { x| xesunmes del afio }

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ o o o o o o o &

Conjuntos equivalentes

Sean A y B conjuntos no vacios, se dice que A es equivalente a B si y s6lo si tiene la misma cardinalidad; se denota:
A =By selee A es equivalente a B.

Ejemplo
SiA={xeNlxesdivisorde 6 } y B={a, e, i, 0 } comprueba que A es equivalente a B.

Soluciéon

Las cardinalidades son: n(A) = 4, n(B) = 4, por tanto, se concluye que ambos son equivalentes. A = B.

2
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Conjuntos iguales

Son aquellos que tienen la misma cardinalidad y los mismos elementos.
Ejemplo

(Son iguales los conjuntos A= { x € Nlxesdivisorde6 } yB={1,2,3,6 }?

Solucién

Los conjuntos en su forma enumerativa son:
A={1,2,3,6}yB={1,2,3,6}

Sus cardinalidades son: n(A) = n(B) =4

Ambos tienen la misma cardinalidad y los mismos elementos, por tanto, los conjuntos son iguales, es decir, A = B.
Conjuntos disjuntos
Son aquellos que no tienen elementos comunes.
Ejemplo
(Son disjuntos los conjuntos R={ xe Nlxesdivisorde5 } yS={xeNI2<x<5}?

Solucién

Los conjuntos en su forma enumerativa son:
R={151}y §={3,4,}

Los conjuntos no tienen elementos en comun, por tanto, los conjuntos R y S son disjuntos.

EJERCICIO 4

Sean los conjuntos:

. A ={xeNlx<5} D ={12428)
: B ={xeNlxesdivisorde 8 } E ={aeio}
: C={1234} F = { x|xes una vocal de la palabra murciélago }

Verifica si son equivalentes, iguales o disjuntos los siguientes pares de conjuntos:
1. Ay C
.DyE
.ByF
. FyD
.AyD

.CyE

2
3
4
5
6. EyB
7
8. FyC
9

Ay F
10. ByD

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ « o
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Conjuntos y légica

Subconjuntos

Dado un conjunto S se dice que A es subconjunto de S, si todos los elementos de A estdn contenidos en el conjunto S
y se denota por A  S. El conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto.

Ejemplo
Dados los conjuntos S = { x | x es digito } yA={2,4, 6,8 }, verificaque A  S.

Solucién
El conjunto S en forma enumerativaes: S={0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9 }
Los elementos de A estdn contenidos en S, por tanto, A C S.

Subconjunto propio. Dados dos conjuntos A y B, se dice que B es subconjunto propio de A si todos los elementos de
B estdn en A y no son equivalentes.

Ejemplo
Sean los conjuntos L= { 2,4,5,6,8 } yM={2,4,6 }, verificaque M c L.
Solucién

Los elementos de M estin contenidos en L, y M no es equivalente a L, por consiguiente, M C L.

Niimero de subconjuntos de un conjunto. El nimero de subconjuntos estd dado por la férmula:

N(s)= 2" con n = cardinalidad
Ejemplo
Determina el nimero de subconjuntos del conjunto:
R={a,b,c,d}

Solucién

La cardinalidad del conjunto es 4, entonces n =4 y al aplicar la férmula se obtiene:

Nimero de subconjuntos = 2* =16

Conjunto potencia
Se le llama asi al conjunto que forman todos los subconjuntos de un conjunto.
Ejemplo
Encuentra el conjunto potencia de:
T={2,4,6}

Solucién

El nimero de subconjuntos de T es:
N@s)=2°=8

El conjunto potencia estd formado por 8 subconjuntos de cero, uno, dos y tres elementos, los cuales son:

{20461 241 {26} 4.6}.{2.4.6}}
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Conjunto universo

Sean A, B, C, ..., subconjuntos de un conjunto U, a este dltimo se le llama conjunto universo de los conjuntos dados.

Ejemplo
SeaU={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 } y los conjuntos A, By C tales que:
A={2,4,6,8},B={1,2,3,4}yC={1,2,6,7}

Como A c U,Bc U, Cc U,siendo U el conjunto universo.

EJERCICIO 5

.
.
.
.
.
.
.
.
.

Resuelve lo que se indica en los siguientes ejercicios:

1.
2.

© N O W A

Si W= { x,y, z }, halla el nimero de subconjuntos de W.

SiT={xeNI1<x<7},determina el nimero de subconjuntos de 7.

. SiA={xeNlxespar menor que 10 }, halla el nimero de subconjuntos de A.

. Seael conjunto L= { o, 3,0 }, determina el conjunto potencia.

. Seael conjunto M ={ a, c, e, f }, determina el conjunto potencia.

. Sea el conjunto N = {1,2,3,6 }, halla el conjunto potencia.

. Seael conjunto P = { x € N | x es un divisor de 9}, determina el conjunto potencia.

. Seael conjunto Q= { xe N4 <x<7 }, determina el conjunto potencia.

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ o ¢ o «

EuJ,EMPLOS
=/ 00
£
9
Ll

2 oo

Diagramas de Venn

Es la representacién de un conjunto o conjuntos y sus operaciones, que delimitan figuras planas como circulos o
rectangulos; por lo general los circulos delimitan a los elementos del conjunto o conjuntos dados y los rectingulos
delimitan al conjunto universo.

Representa en un diagrama de Venn el conjuntoA={ 1,2, 3,4 }.

Solucién

Representa en un diagrama de Venn el conjunto:

B ={ xe Nlxes multiplo de 3 menor que 17 }

12
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Conjuntos y légica

Solucién

El conjunto B en forma enumerativa es: B={ 3,6, 9, 12, 15 } y el conjunto universo son los nimeros naturales.
Por tanto, el diagrama es:

3 ee Representa en un diagrama de Venn los conjuntos 0={1,3,5}yP={1,2,3,4,5}.
Solucién

El conjunto Q es un subconjunto propio de P, ya que todos los elementos de Q son elementos de P, por consiguiente,
la representacion de ambos conjuntos en un diagrama de Venn es:

P

0 4

4 ®e-Representa en un diagrama de Venn los conjuntos U = {2,4,6,8,10,12,14,16,17,18,19 }, A = {2,6,10,12} y
B=1{4,68.1017}
Solucion

Los elementos que se repiten se colocan en la regién comin de los conjuntos A y B. Los elementos faltantes de cada
conjunto se colocan, respectivamente, en la regién sobrante. Los elementos del universo que no aparecen en los con-
juntos se colocan fuera de ellos.

19
18

14 16

5 ®@e-Sean los conjuntos U =1 3,4,6,9,10,12,13,17 }, P={3,6,9,10} y Q ={ 4,12}, represéntalos en un diagrama de Venn.

Solucién

No hay elementos en comiin; en el diagrama los conjuntos estdn separados con sus respectivos elementos y los ele-
mentos que no pertenecen a los conjuntos se colocan fuera de ellos.

v P 0
13
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6 ®e-Dibuja en un diagrama de Venn los conjuntos U=1{ 2,4,5,6,9,10,11,12,13,16,21,23} , M= {2,5,9,10}, N={ 2,4,6,9 }
yL=1{2.451621}
Solucién

Los elementos que se repiten se colocan en la regién comtn de los 3 conjuntos y los demds elementos se colocan en
sus conjuntos correspondientes, de la misma forma que en los ejemplos anteriores.

v M N 13
12 L

Unién de conjuntos
Sean A y B conjuntos no vacios, entonces la unién de A y B, se define:
AuB={xlxeAoxeB}

Su diagrama de Venn se representa sombreando ambos conjuntos.

U A B

La unién de dos conjuntos es el conjunto formado por los elementos de ambos conjuntos.

1 ®@e-Seanlos conjuntos A=1{3,5,6,8,10}yB={2,6,8,10,12 }, hallaA U B.

Solucién

Ejemplos

El conjunto solucién de la unién de los conjuntos A y B son todos los elementos de ambos conjuntos, los elementos
que se repiten sélo se escriben una vez.
Por tanto, el conjunto es:

AuB={2,3,562_8,10,12}

14
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Conjuntos y légica

? @e:SiS={xeNIxes divisor de 20 } y T={xe Nlxesdivisor de 6 }, halla y representa en un diagrama de Venn
SuUT.

Solucién

La representacion en forma enumerativa de los conjuntos es:
§$={1,2,4,5,10,20}
T={1,2,3,6}
El conjunto solucién de la unién de los conjuntos S'y 7 es:

SuT=1{1,2,3,4,5,6,10,20}
Diagrama de Venn

3 ®@e-Paralos conjuntos U= { x|l xesundigito },P={xeUlxespar } y Q={xeUlxesimpar }.
Determina y representa en un diagrama de Venn P U Q.

Solucién

La representacién en forma enumerativa de los conjuntos es:
U={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},P={0,2,4,6,8} y0={1,3,5,7,9}
El conjunto solucién de la unién de Py Q es:
PuU0={0,1,2,3,4,56,7,8,9}

Diagrama de Venn

Interseccién de conjuntos

Sean A y B conjuntos no vacios, entonces la interseccién de A y B se define:

ANB={xlxeAyxeB}

15
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Su diagrama de Venn se representa sombreando la regién comutn de ambos conjuntos.

U A B

En esta operacién se toman Unicamente los elementos que se repiten en los dos conjuntos.

1 ®@e-Sean los conjuntos U={1,2,3,4,5,6,7,8},A={1,2,5,6 }yB={1,4,5,6,7 }, precisa y representa en un
diagrama de Venn A N B.

Ejemplos

Soluciéon

Para encontrar el conjunto solucién de la interseccién de los conjuntos A y B, se toman tinicamente los elementos que
se repiten en los conjuntos.
Por tanto, el conjunto es

ANB={1,56}

Diagrama de Venn

2 ®@e-Encuentra la interseccién de los conjuntos C = { x | x es un digito }, D={ xe N|x>6 } y su diagrama de Venn.
Solucién
La transformacién en su forma enumerativa de los conjuntos es:

C={0,1,2,3,4,56,7,8,9},D={6,7,8,9,10, 11... }

Para hallar el conjunto solucién de la interseccion de los conjuntos C'y D, se toman Unicamente los elementos que se
repiten en los 2 conjuntos.
Por consiguiente, el conjunto solucién es:

CNnD={6,7,8,9}

Diagrama de Venn

16
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Conjuntos y légica

3 @e-Para: U= {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 },S={xeUlxespar } yT={xeUlxesimpar }. Determina y representa en
un diagrama de Venn S N T.

Solucién

La forma enumerativa de los conjuntos es:

§={0,2,4,6,8}
T={1,3,579}

Los conjuntos no tienen elementos en comun.
Por tanto, el conjunto solucién es vacio:

AnB={}=0
Diagrama de Venn

El diagrama de Venn no se sombrea

Conjunto complemento
Sea U el conjunto universo y A un subconjunto de U, el complemento de A se define:
A'={xlxe Uyxeg A}

El conjunto solucién contiene a los elementos que pertenecen a U y no pertenecen al conjunto A y se representa
como A’ 0 A"

Su diagrama de Venn se representa sombreando la regién fuera del conjunto A.

U A

EuJ,EMPLOS °

To,_ ] @9 Determina el complemento y su diagrama de Venn del conjunto A ={ 2,3,5,7 }, siel universoes U={ xeNIx<10 }.
£ .s

K Solucién

i

El conjunto U en su forma enumerativa es:
U={1,2,3,4,56,7,8,9,10 }

(continiia)

17
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(continuacion)
Por consiguiente, el complemento de A es:

A'={1,4,6,8,9,10}

Diagrama de Venn

®:Sea U= { x € N|x es un nimero compuesto menor que . Determina el complemento del conjunto
2 ®@e-SealU={ NI ¥ 16 }. D ina el 1 del j
M={xeUlxesimpar }.
Solucién
Los conjuntos en su forma enumerativa son:
U={4,6,8,9,10,12,14,15}
M={9,15}

Por tanto, el conjunto complemento de M es: M' = { 4,6, 8, 10, 12, 14 }
Diagrama de Venn

3 ®@e-Seanlos conjuntos

U=1{2,3,5,6,8,9,10,12,13,14 }
A={2,56,912}
B=1{3,506,8,9}

Determina A’ N B.

Solucién

Se obtiene el complemento de A:

A'={3,8,10,13, 14 }

Se obtiene la interseccion de A’ con el conjunto B:
A'nB={3,810,13,14}n{3,56,8,9}={3,8}
Por tanto, el conjunto solucién es:
A'NnB={3,8}
4 @®e-Sean los conjuntos:

A={xe Nlxes par menor que 10 }
B={xeNI6<x<10}
C={xe Nlxesimpar }

Halla (AuB)nC

18
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Solucién

Los conjuntos en forma enumerativa son:
A={2,4,6,8},B={6,7,8,9}yC={1,3,5,7,9,11,13,15, ... }
SehallaA UB:
AuB={2,4,6,7,8,9}
Con el conjunto C'y el conjunto anterior se halla la interseccién:
AuBNC={2,4,6,7,8,9}1n{1,3,5,7,9,11,13,15, ... } ={ 7,9 }
Finalmente, el conjunto solucién es:

AUBYNC={7,9}

Diferencia de conjuntos

Sean A y B conjuntos no vacios, se define la diferencia como el conjunto que contiene a los elementos que pertenecen
a Ay que no pertenecen al conjunto B. La diferencia se representa como A — B.

A-B=AnB'={xlxeAyxe¢B}

Su diagrama de Venn se representa de la manera siguiente:

U 4 B

Ejemplo
SiA={a,b,c,d,e}yB={a,e,i,o0,u}, hallar A— By sudiagrama de Venn.

Solucién

El conjunto solucién contiene a los elementos que pertenecen a A y que no pertenecen al conjunto B, entonces:
A-B={ab,c,d,e}—{a,e i,ou}
Por tanto, el conjunto es:
A-B={b,c,d}

Diagrama de Venn

19



1 Caritulo

AlGEBRA

EJERCICIO 6

Sean los conjuntos:

U={xeZl-4<x<7}
A ={xeUlx<3}
B ={x € Ulxesun nimero par mayor que 1}

.
.
.
.
.

Representa en diagrama de Venn y determina:

1. AUB 3. A 5. A-B
2. ANnB 4. B 6. B—A
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ « o

En los siguientes ejemplos, se combinan las operaciones de conjuntos.

v

—g_ ] ®@e-Dados los conjuntos U= {xe N1x<9},A={xeNI3<x<8}yB={1,4,7,9}, encuentra el conjunto solucién
5 de:A' "B

n Solucién

Se escriben los conjuntos U y A en su forma enumerativa:
U={1,2,3,4,5,6,7,8,9 } A={4,56,7}
Se buscan los complementos de ambos conjuntos:
A'={1,2,3,8,9} B'={2,3,5,6,8}
Se efectia la operacion y el conjunto solucién es:

A'NnB' ={1,2,389}1n{273,56,8}

={2,3,8}
2 ®e-Paralos conjuntos:
P={xeNI-3<x<6} R={xe Nlxes par menor que 16 }
QO ={xeNlxesdivisor de 20 } §={0,1,2,3,4,6,7,8,9 }
Determina (P - Q) U (RN S)
Solucién
Los conjuntos en forma enumerativa son:
P={-2,-1,0,1,2,3,4,5,6 } R={2,4,6,8,10,12,14}
0={1,24,5,10,20} §={0,1,2,3,4,6,7,8,9}

Se obtiene la diferencia entre los conjuntos Py Q:
P-Q0={-2,-1,0,1,2,3,4,5,6} - {1,2,4,5,10,20 }
P-0={-2,-1,0,3,6}

Se determina la interseccién de R y S:
RNnS={2,4,6,8,10,12,14}n{0,1,2,3,4,6,7,8,9 }

RNnS={2,4,6,8}
Se determina la unién:

P-QURNS={-2,-1,0,3,6} U {2,4,6,8 }
P-QURNS={-2,-1,0,2,3,4,6,8 }
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Conjuntos y légica

EJERCICIO 7

Sean los conjuntos:

U={01,23,45,6,7,8,910,11, 12,13, 14, 15, 16, 17, 18}
A ={xe Ulxes par menor que 10}

B ={xe Ulxesdivisorde 12 }

C={xelUlx<6}

D ={xeUl2<x<6}

E ={xe Ulxesundigito }

e o000 0000000000000 000

F ={xeUlx>13}
G ={xe Ulxespar mayor que 10 }

Determina:
1. AUB 12. D’ 23. (AUF)NC
2. BuC 13. A-B 24. BU(F-G)
3. CuD 14. C-D 25. (F-G)NE'
4. DUB 15. E-B 26. (FNG)uD
5.ANB 16. B—A 27. EN(AUG)
6. AnD 17. A’ B 28. (EUF)N(AUG)
7. CNE 18. AUB’ 29. (CUE)N(FuULG)
8. BNnC 19. B NnE' 30 (BUD)U(FNG)
9. A’ 20. A'-G 3. (BUD) —-(EuG)
10. B’ 21. (AUB)' 32. (A'NB )= (E'NF")
1. ¢’ 22. (ANB)'

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « « « o v o oo o o v oo

Operaciones de conjuntos con diagramas de Venn

E"J,EMPLOS °

—g_ ]‘} @®9¢-Representa en un diagrama de Venn la siguiente operacién (A U B)':

eV .s

o Solucion

[
Se determina el diagrama de la unién del El complemento es todo lo que no pertenece a la unién,
conjunto A con B. por tanto, su diagrama de Venn es:
U A U

AUB (AuB)
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? @®@e-Representa en un diagrama de Venn la siguiente operacién (A U B) N C.

Solucién
Diagrama de Venn de (A U B) Diagrama de Venn del conjunto C
U A B U A B

C

(AuB) C

La interseccién de la unién de A con By el conjunto C, es la regién comun entre las dreas sombreadas.

U A B
C
AuB) NnC

3 @e-Representa en un diagrama de Venn la siguiente operacién (A N B) U (A — C).

Solucién
Diagrama de Venn (A N B) Diagrama de Venn (A — C)
A B
U A B v
C C
ANB A-C

Finalmente, el conjunto solucion es la unién de las dreas sombreadas.

U A B

C
ANB)UA-0)
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Conjuntos y légica

EJERCICIO 8

: Realiza el diagrama de Venn de cada una de las siguientes operaciones:
. 1. A 4. AnBnC 7. AuC)n(B-C) 10. AnB)UBNC)
2. AnB) 5. AuB)nC 8. A-B)u(ANnC) 1. (A-ByuBnNC(C))
3. A'nB’ 6. BNn(A-C) 9. AnBNC) 12. A'UB)Y-(A"U (")
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o o ¢ ¢ 6 6o 0 0 ¢ o o o «
Ejemplo
Sean los conjuntos:
U={ab,cdfghil} B={b,d g h}
A={a,b,c,d} C={bfgh}

Representa en diagrama de Venn y halla el conjunto solucién (A’ — B) N C.

Solucién

Para determinar el conjunto se procede de la siguiente manera:
Se halla primero A’, se realiza la diferencia con el conjunto B y, finalmente, con esta tltima operacién se realiza
la interseccién con el conjunto C.

A -BnC={f}

EJERCICIO 9

: Sean los conjuntos:
. U= { x|xes un digito } B={xeUlxseaprimo }
: A={xeUlx<5) C=1{2,4,58)

Representa en diagrama de Venn y determina el conjunto solucién.

1. AUB 4. A'nB’ 7. A'-B)YnC 10. ANnB) N(A'"NB’)

2. AnB 5. AuB)nC 8. A-B)'NnBNC) 11. A-B) n(B-C)’

3. AuUB 6. AUBUC) 9. A-B)'ucC 12. A’UB)Y-A'" v ()
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ 6 6 0 0 o o o o «
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» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

] Se realiz6 una encuesta a 82 alumnos sobre el tipo de musica que mds les agrada; los resultados fueron los siguientes:
a 32 de ellos les gusta el pop, a 33 les agrada el rock, a 36, el reggae, a 10 les gusta el pop y el rock, a 11 el pop y
el reggae, a 9 les agrada el rock y el reggae, a 4 les gustan los 3 estilos y tinicamente a 7 otros tipos de musica.

(Cudntos estudiantes s6lo prefieren rock?

(A cudntos alumnos sélo les agrada el reggae?

(Cudntos estudiantes prefieren tinicamente pop y reggae?
(Cudntos alumnos prefieren solamente rock y reggae?

Solucién

Se construye el diagrama de Venn, de la siguiente manera:
Se inicia con la zona en la que se intersecan los 3 conjuntos.

4
Se obtienen los alumnos de la zona donde se interseca el pop y el rock inicamente.
10-4=6
Se obtienen los estudiantes de la zona donde se interseca el pop y el reggae, solamente.
11-4=7
Se obtienen los alumnos de la zona donde se interseca el rock y el reggae tinicamente.
9-4=5
Se obtienen los estudiantes de la zona que tnicamente escuchan pop.
32-(6+4+7)=15
Se obtienen los alumnos de la zona que Gnicamente escuchan rock.
33—(6+4+5)=18
Se obtienen los estudiantes de la zona que tnicamente escuchan reggae.
36-(7+4+5)=20

Los alumnos a quienes les gusten otros estilos, se colocan en la zona que no corresponde a los conjuntos anteriores.
El diagrama de Venn que se obtiene es:

U Pop Rock

AR

Los alumnos que sélo prefieren rock, son 18

Los alumnos que sélo les agrada reggae, son 20

Los alumnos que prefieren tinicamente pop y reggae, son 7
Los alumnos que prefieren inicamente rock y reggae, son 5

Finalmente:
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En una preparatoria se obtuvieron los siguientes datos de 350 estudiantes:

200 alumnos aprobaron la materia de calculo diferencial;
160 estudiantes aprobaron fisica;

187 aprobaron historia;

112 aprobaron célculo diferencial e historia;

120 aprobaron cdlculo diferencial y fisica;

95 aprobaron fisica e historia;

80 alumnos aprobaron célculo diferencial, fisica e historia.

Indica cuantos de estos 350 alumnos aprobaron:

1. Sélo una materia

2. Exactamente 2 materias
3. Al menos una materia

4. Cuando mucho 2 materias
Solucién

Otra forma de resolver este tipo de problemas es la siguiente:

Se denotan los conjuntos de los estudiantes

U: Conjunto universo
C = { alumnos que aprobaron calculo diferencial }
F = { alumnos que aprobaron fisica }

H = { alumnos que aprobaron historia }

Cardinalidad de los conjuntos:

n(U) =350 n(C) =200 n(F) =160 n(H)=187
n(CAH)=112 n(CAF)=120 n(FNH)=95 n(CAFAH)=80

Para construir el diagrama de Venn se obtienen los siguientes datos:

Conjuntos y légica

Se coloca el nimero de estudiantes que aprobaron las tres materias; es decir, la interseccién de los tres con-
juntos: n(C N F N H) =80
Se completa el nimero de estudiantes que aprobaron dos materias Unicamente; es decir, la interseccién de dos

conjuntos:

nCAH)-n(CAFNH)=112-80=32
nCAF)-n(CAFAH)=120-80=40
nFAH)-n(CAFAH)=95-80=15

Se completa el nimero de estudiantes de cada conjunto, el cual es el nimero de estudiantes que aprobaron
una sola materia.

Para el conjunto C:

n(C) - [n(CAF)=n(CAFNH)] - [n(CAH)-n(CAFNH)] - n(CANFNH) =

=200 — 40 — 32 — 80 = 48 alumnos sélo aprobaron cdlculo diferencial.
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De una forma andloga se obtiene para los conjuntos F'y H.
n(F) = [n(CAF)-n(CAFNH)] - [n(FNH)-n(CNFNH)] - n(CNFNH) =
=160 — 40 — 15 — 80 = 25 alumnos sélo aprobaron fisica.
n(H) - [n(FNH)-n(CAFNH)]| - [n(CAH)-n(CAFNH)]| - n(CNFNH) =
=187 — 15 — 32 — 80 = 60 sblo aprobaron historia.

Para completar el diagrama se determina el nimero de alumnos que no aprobaron ninguna materia.
Es la diferencia del total de estudiantes, de los cuales se obtuvieron los datos y el total de alumnos de los
conjuntos.

350 — [n(C)+n(F)+n(H)-n(CNF)-n(CAH)-n(FNH)+n(CANFNH)]
350—(200+160+187—120—112-95+80 )=350—300 = 50

Diagrama de Venn

F

b

Finalmente:

Sélo una materia:

Suma de los alumnos que aprobaron una sola materia de cada conjunto:

n(C)+n(F)+nH)-2n(CAF)=2n(CH)-2n(FH)+3n(CFnH)
200 + 160 + 187 — 2(120) — 2(112) — 2(95) + 3(80) = 133

Exactamente 2 materias:

Suma de los estudiantes que aprobaron 2 materias Unicamente:
n(CNH)+n(CAF)+n(FNH)-3-n(CNFNH) =112+ 120 + 95 — 3(80) = 87
Al menos una materia:

Son los estudiantes que aprobaron 1, 2 o 3 materias:
n(C)+n(F)+n(H)-n(CNF)-n(CnH)-n(FNH)+n(CNFNH) =300
Cuando mucho 2 materias:

Son los estudiantes que aprobaron 0, 1 o 2 materias:

350-n(CNFNH)=270
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Conjuntos y légica

EJERCICIO 10

© o 0000000000000 000000000e0 00

Resuelve los siguientes problemas:

1. Una empresa realiz6 una encuesta a 250 personas para saber qué programa de television prefieren ver en domingo.

Se les dieron 3 opciones: deportes, peliculas o musicales. El resultado de la encuesta fue: 130 personas prefieren
deportes; 80 prefieren ver peliculas; 40, musicales; 25 prefieren deportes y peliculas; 20, peliculas y musicales; 10, de-
portes y musicales; y s6lo a 6 personas les gustan los tres tipos de programas.

a) (Cudantas prefieren ver sélo deportes?
b) ;Cudntas prefieren ver s6lo un programa de televisiéon?
¢) ¢Cudntas prefieren ver peliculas o musicales?

. A los nifios de una organizacion civil se les apoya para que hagan deporte. Una encuesta revel6 que los deportes

que mas les agradan son: natacion, futbol, béisbol, entre otros. Los resultados de la encuesta fueron: 7 sélo prefieren
natacion; 28 sélo quieren jugar futbol; uno sélo quiere practicar béisbol; 30, natacién y futbol; 18, natacién y béisbol;
20, futbol y béisbol; 12, los 3 deportes de mayor preferencia y 20, otros deportes.

a) (Cudéntos nifios quieren béisbol o natacién?

b) (Cudntos nifios prefieren futbol o béisbol?

¢) (Cudantos nifios fueron encuestados?

d) (Cuantos nifios prefieren Unicamente 2 deportes?

. Una empresa concede como prestacion a sus empleados la asistencia a su club deportivo; en éste hay canchas de

squash, un gimnasio, un boliche y una cafeteria, donde se pueden divertir con juegos de mesa o simplemente platicar.
A 70 personas se les aplicé una encuesta para saber la actividad de esparcimiento de su preferencia y se encontré que:
20 prefieren boliche, 27 el gimnasio, 24 squash, 8 boliche y gimnasio, 10 squash y boliche, 15 squash y gimnasio y,
por ultimo, 6 prefieren squash, gimnasio y boliche.

a) (Cudantas tnicamente prefieren jugar boliche?

b) (Cuantas Unicamente quieren jugar squash?

¢) (Cudntas personas sélo desean estar en el gimnasio?
d) (Cudantas personas prefieren otras actividades?

e) (Cudntas prefieren el squash o el boliche?

f) (Cudntas no quieren boliche o squash?

. En un supermercado se hizo una encuesta a 60 personas, para saber qué tipo de bebida alcohdlica que esté en oferta

prefieren. Los resultados fueron: 12 comprarfan whisky y tequila; 16 vodka y tequila; 14 whisky y vodka; 29 whisky;
30 tequila; 29 vodka y s6lo 9 personas las 3 bebidas.

a) (Cudntas personas contestaron que otras bebidas?
b) (Cudntas prefieren 2 tipos de bebida tinicamente?
¢) ¢Cudntas quieren al menos una de las tres bebidas?
d) (Cudantas quieren sélo un tipo de bebida?

. En una fiesta infantil a los nifios se les pidi6 su opinién acerca del sabor del helado que preferirian comer. Los resul-

tados fueron los siguientes: 9 quieren de chocolate, vainilla y fresa; 12 de fresa y vainilla; 13 de chocolate y fresa;
15 de chocolate y vainilla; 18 de fresa; 26 de vainilla; 29 de chocolate y 8 nifios prefieren de otros sabores.

a) (Cuantos nifios habfa en la fiesta?

b) (Cuéntos quieren sélo de 2 sabores?

¢) (Cuantos s6lo de un sabor?

d) (Cuantos no quieren de chocolate o fresa?

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢ ¢ ¢ o o o o »
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Algebra de conjuntos

En el siguiente cuadro se muestran diferentes operaciones con conjuntos. Sean los conjuntos U, A, By C tales que

AcU,Bc Uy CcU,donde U es el conjunto universo.

Operaciones con conjuntos

1. (A=A 8. AUA=A
2.0'=U 9. AUA'=U
3. A-A=0 10. U'=¢
4. A-¢=A 1. AnU=A
5.A-B=AnB 12.And=9¢
6. Audp=A 13. AnA=A
7. AvU=U 14. AnA'=¢
Asociativas Conmutativas
15. AuB)uC=AuBUCQC) 19. AUB=BUA
16. ANB)YNC=ANn(BNC) 20 AnB=BNA
Distributivas Leyes de De Morgan
17. AuBNC)=AUB NAUC) 21. AuB)=A"NnB'
1. AN(BUC)=ANB)UMANC) 22. ANnB)=A"UB'

EVJ’EMPLOS °
—g_ ] ®@e- Aplica las definiciones de las operaciones con conjuntos y demuestra que:
g (AUB)Y=A"NB'
il Solucion
Sixe AuB)’

Entoncesxe Uyx ¢ (AU B)

Sixg (AuB),entoncesx¢ Aox¢ B
Six¢ Aoxe B,entoncesxe A'yxe B’

Entonces x e (A’ N B’)
Por tanto, (A U B)' =A" "B’

Definicién de complemento

Definicién de unién de conjuntos
Definicién de complemento

Definicién de interseccién de conjuntos

2 ®e-Aplica las definiciones de las operaciones con conjuntos y demuestra que:
(AnB)=A"UB’

Solucién
Sixe (AN B

Entoncesxe Uyx ¢ (AN B)

Six¢ (AN B),entoncesx g AyxeB
Sixe¢ Ayxe Bentoncesxe A’ ox e B’

Entonces x € (A’ UB’)
Por tanto, A N B)' =A" UB’

Definicién de complemento

Definicién de interseccién de conjuntos
Definicién de complemento

Definicién de unién de conjuntos
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CAPITULO 1]

Conjuntos y légica

3 @e-Aplica las leyes y demuestra que (A N B) U (A N B') = A.

Solucién

ANB)UMANB)=AN(BUB) Ley distributiva (18)
=AnNnU Operaciones con conjuntos (9)
=A Operaciones con conjuntos (11)

4 e Aplica las leyes y demuestraque A NB) U C=A U C)N(BUC).

Solucién

ANB)UC=CUANB) Ley conmutativa (19)
=(CUA)N(CuB) Ley distributiva (17)
=AuC)NnBUC) Ley conmutativa (19)

5 e Aplica las leyes y demuestraque AN (BN C) =(A-B)U(A-C).

Solucién
ANnBNC)=AnB' uC) Ley de De Morgan (22)
=ANnBHYuANnC) Ley distributiva (18)
=A-B)u@A-0) Operaciones con conjuntos (5)

EJERCICIO 11

e e e 0o e

Aplica las leyes y demuestra las siguientes identidades:
I.A-BNnC)=(A-B)U(A-C)
LA-BUC)=(A-B)Nn(A-C)
AN (BuC)Y=(AuBuUC)
. ANBNC)Y=A'"uB Ul

A —(AUC) =C-A

2

3

4

5. AUB)NnA'"=A"NnB
6

7. AU(BNAY=AUB
8

.A-(A-B)=A-B

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ o o o o o o o &

Légica
La légica se ocupa del razonamiento a partir de las premisas, las cuales son proposiciones que dan la pauta para el
proceso deductivo e inductivo. Analicemos algunos conceptos:

Inferir. Proceso de unir ideas para llegar a conclusiones verdaderas a partir de proposiciones verdaderas.

Proposicion légica. Es un enunciado que se califica como falso o verdadero, pero no ambos a la vez.
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Ejemplos
a = “Cuba estd en América” Verdadero (v )
b =*“4 es nimero impar” Falso (f)
¢ = “El elefante es un ave” f)
p = “Los perros ladran” (v)
q = “Hermosa tarde” No es una proposicién logica

Negacion. Se obtiene negando o afirmando el enunciado y se denota por el simbolo (~).

Ejemplo
Sea la proposicién:
a =5 es nimero primo”
La negacién de la proposicién es:

~a="“5no es nimero primo”
Tipos de proposiciones

Proposicion légica simple. Es aquella que esta formada por un solo enunciado.

Ejemplos
t = “El delfin es un mamifero”

r=*“4 es nimero par”

Proposicion légica compuesta. Es aquella que forman 2 o més proposiciones simples unidas por uno o mds conectivos
16gicos.

.
Ejemplos

a = “8 es nimero par y 5 es niimero primo”

b =*“China estd en Asia o Colombia estd en América”

¢ = “Si un volcan esta en Peru, entonces estd en América”

p = “8 es nimero par si y sélo si es divisible por 2”

Proposiciones compuestas

En el siguiente cuadro se muestran las distintas proposiciones compuestas con su respectivo conectivo 1égico y

simbolo.
Nombre Conectivo légico Simbolo
Negacién No ~
Disyuncién 0 v
Conjuncién y A
Implicacién entonces =
Doble implicacién Si y sélo si =
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EJEMPLOS
2 1 e
£
2
Ly

Conjuntos y légica

[}

Sean las proposiciones:

a =“El tucan es un ave”
b = “El le6n es un mamifero”

La disyuncién entre las proposiciones es:

a v b="“El tucan es un ave o el leén es un mamifero”

Sean las proposiciones:

p = “4 es nimero par”
g = “4 es nimero natural”,

La conjuncién entre las proposiciones es:

P A g ="“4es nimero par y es nimero natural”

Sean las proposiciones:

p=“x<8,xe Z”
p Aq="2esdivisor de 6 y es primo”
p Vv g =“8 es nimero impar o es compuesto”

La negacién entre las proposiciones es:

~p="x%£8,xeZ”0“x>8,xe Z”
~(p A q)="No es verdad que 2 es divisor de 6 y es primo”
~(p Vv q) =“No es verdad que 8 es nimero impar o es compuesto”

Sean las proposiciones:

p =30 es multiplo de 10”
q = “30 es miiltiplo de 5”

La implicacion entre las proposiciones es:

p = g ="“Si 30 es miltiplo de 10, entonces es multiplo de 5”

Sean las proposiciones:

p = “China estd en Asia”
g = “Cuba estd en América”

La doble implicacién entre las proposiciones es:

p & g ="“China estd en Asia si y s6lo si Cuba estd en América”
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EJERCICIO 12

e e 0000 e

Sean las siguientes proposiciones:

p = “Espaiia estd en Europa”
g = “Jap6n estd en Asia”

Escribe las siguientes proposiciones:

1. prg 6. pog

2. pvgq 1. ~pnrg

3. ~p 8. pv~q

4. ~q 9. ~(pva

5. p=q 10. ~(prq)
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o

La representacion de una proposicién simple o compuesta se ilustra con los siguientes ejemplos:
.

Ejemplos

Sean los siguientes enunciados:

p =9 es multiplo de 3”
g =5 es divisor de 10”

Escribe en forma simbdlica los siguientes enunciados:
1. 9 es miiltiplo de 3y 5 es divisor de 10
pnrq
2. No es verdad que 5 es divisor de 10
~q
3. Sesdivisor de 10 o no es verdad que 9 es multiplo de 3

pv~gq

EJERCICIO 13

e e e 000 e

Sean las siguientes proposiciones:

a = “La guacamaya es un ave”
b =“A Luis le gusta escuchar a los Rolling Stones”

Escribe en forma simbdlica los siguientes enunciados:

1.

La guacamaya es un ave y a Luis le gusta escuchar a los Rolling Stones

. La guacamaya es un ave y a Luis no le gusta escuchar a los Rolling Stones
. La guacamaya no es un ave o a Luis no le gusta escuchar a los Rolling Stones

2
3
4.
5
6

A Luis le gusta escuchar a los Rolling Stones o la guacamaya es un ave

. La guacamaya no es un ave y a Luis le gusta escuchar a los Rolling Stones

. No es verdad que la guacamaya es un ave y que a Luis le gusta escuchar a los Rolling Stones

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o o ¢ ¢ ¢ ¢ o o
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Ejemplos

] oo

2 oo

Conjuntos y légica

Leyes de De Morgan

La negacién de una disyuncidn es la conjuncién de las negaciones de sus proposiciones.
~(pvg)=~pnr~q
La negacién de una conjuncioén es la disyuncién de las negaciones de sus proposiciones.

~(pvg=~pv~gq

Niega la siguiente proposicion:
a =“4 es nimero par o Japon estd en Asia”

Solucién

~a = "4 no es nimero par y Japén no estd en Asia”

Niega la proposicion:

b =“La guacamaya es un ave y el delfin es un mamifero”
Solucion

~ b ="“La guacamaya no es un ave o el delfin no es un mamifero”
Niega la proposicién:

¢ = “El le6n es un mamifero y el tiburén no es un pez”

Solucién

~ ¢ =“El leén no es un mamifero o el tiburén es un pez”

EJERCICIO 14

Niega las siguientes proposiciones compuestas:

1.

a = “Espaiia estd en Europa o 6 es niimero par”

. b="Los perros ladran y 12 es mdltiplo de 3”
. ¢ =5 es un nimero par y no es multiplo de 15”

2
3
4.
5

d =T no es primo o es divisor de 21”

. e ="6no es nimero impar y el tucdn no es un ave”

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢ ¢ o o o o o »

Proposiciones condicionales

Conversa de la implicacion. Si p = g, la conversa se define como ¢ = p.

Ejemplo
Hallar la conversa de la proposicion:
p = ¢ =“Siun volcdn estd en Pery, entonces estd en América”

Solucién

La conversa de la proposicion es:

g = p =“Si un volcan estd en América, entonces estd en Perd”
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Contrapositiva de una implicacién. Si p = ¢, la contrapositiva se define como ~ g = ~ p.
Ejemplo

Determina la contrapositiva de la proposicién:
p = ¢ =“Siun volcdn estd en Pert, entonces estd en América”

Solucién
La contrapositiva de la proposicion es:

~ g = ~ p ="“Si un volcédn no estd en América, entonces no esta en Perd”

Inversa de una implicacion. Si p = ¢, la inversa se define como ~p = ~ gq.
Ejemplo

Determina la inversa de la proposicion:
p = g ="Si 8 es multiplo de 4, entonces es mdltiplo de 2”

Solucién
La inversa de la proposicion es:

~p = ~¢q="Si 8 no es miltiplo de 4, entonces no es miltiplo de 2”

EJERCICIO 15

Determina la conversa, contrapositiva e inversa de las siguientes implicaciones:

1. p = q="Si3 esdivisor de 6, entonces no es par”

2. p = g ="Sixes miltiplo de 5, entonces es divisor de 25”

3. p = g ="“Siun tridngulo es un poligono, entonces no es un cuadrildtero”
4. p = g ="“Si Marte no es un planeta, entonces la Luna es un satélite”

5. p= g ="Si 17 es un nimero primo, entonces no es miltiplo de 50”

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢ ¢ o o o o o »

Relacién de proposiciones abiertas con conjuntos

Proposicién abierta. Es aquélla en la que el sujeto es una variable. Toda proposicién abierta representa un conjunto,
que recibe el nombre de conjunto solucién de la proposicién.

Ejemplo

Encuentra y representa en un diagrama de Venn el conjunto solucién de la proposicién:
p = “x es un nimero par menor que 10”; x e N

Solucién

Conjunto solucién:
P={2,4,628}

Diagrama de Venn
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Ejemplos

—

Conjuntos y légica

Conjuncion. La conjuncién se relaciona con la interseccion de conjuntos.
Ejemplo
Determina y representa en un diagrama de Venn el conjunto solucién de la proposicion:
p="“xesprimoyx<7’;xeN
Solucién
La proposicion se representa de la siguiente forma:
P={2,3,5711,13,17...}n{1,2,3,4,5,6,7}
Por tanto, el conjunto solucién es:
P={2,3,517}

Diagrama de Venn

Disyuncién. La disyuncion se relaciona con la unién de conjuntos.
Ejemplo
Encuentra y representa en un diagrama de Venn el conjunto solucién de la proposicion:
q="“xesparmenor que 100x<6”;xeN
Solucién
La proposicion se representa de la siguiente forma:
0={2,4,6,8}u{1,2,3,4,5}
El conjunto solucién es:
0={1,2,3,4,56,8}

Diagrama de Venn

Negacion. La negacion se relaciona con el complemento de un conjunto.

(Cudl es el conjunto solucién y el diagrama de Venn de cada una de las siguientes proposiciones?
a = “x es un digito par” ~a="“xno es un digito par”
Solucion

El conjunto solucién de la proposicién a, es: A={ 0,2,4, 6, 8 }

(continiia)
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(continuacion)

Diagrama de Venn

El conjunto solucién de la proposicién ~ a,es: A'={1,3,5,7,9 }

Diagrama de Venn

2 ®e-;Cuil es el conjunto solucién de la negacién de la siguiente proposicién?
a = “x es primo menor que 15 o x es divisor de 15”; x e N

Soluciéon
A={2,3,5711,13}U{1,3,5, 15}

Por consiguiente, el conjunto solucién es:
A={1,2,3,5711,13,15}
La negacién de la proposicién es:
~a=“xno es primo menor que 15 y x no es divisor de 15”
El conjunto solucién es:
A'={4,6,8,9,10,12, 14, ... }

Diagrama de Venn

3 ®@e-;Cuil es el conjunto solucién de la negacién de la siguiente proposicién?
b =“xes divisor de 6 y x es par menor que 10”; x e N

Soluciéon
B={1,23,6}N{24,638)

Por consiguiente, el conjunto solucién es:

B={26}

36



CAPITULO 1]

La negacién de la proposicion es:

~ b ="*xno es divisor de 6 0 x no es par menor que 10”; x e N

El conjunto solucién es:

A'={1,3,4,5128,9, ..}

Diagrama de Venn

Conjuntos y légica

Implicacién. La implicacién se relaciona con el subconjunto de un conjunto.

Ejemplo

Representa en un diagrama de Venn la siguiente proposicion:

a = “si un animal es un delfin, entonces es un mamifero”

Solucién

Animal

mamifero

EJERCICIO 16

Determina el conjunto solucién y diagrama de Venn de las siguientes proposiciones:

1. a=“xesparyx<10”;xeN
2. b="xesparmenorque 12yx<5’;xeN

3. c=“xesmiltiplode30x<8”;xeN

4. d="xes primo menor que 11 o x es par menor que 10”; x e N
Representa en un diagrama de Venn las siguientes implicaciones:

5. e =“Si un ciudadano es duranguense, entonces es mexicano”

6. f=“Siun nimero real es primo, entonces es entero”
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: En las siguientes proposiciones determina la negacién y represéntala en un diagrama de Venn.
. 7. g=“x<7"xeN

8. h=“xesparox<8’;xeN

9. i=“x24yxespar’;xeN

10. j=“x<Syxesprimo”; x e N

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « «

Célculo proposicional

Cuando una proposicién se construye a partir de otras proposiciones, mediante conectivos légicos, el valor de verdad
lo determinan los valores de verdad de las proposiciones originales.

Dadas las proposiciones p y ¢, los valores de verdad de las proposiciones pv ¢, p Aq,p = q,p & qy ~ p, los

determinan los valores de verdad de p y g.

El niimero de valores de verdad esta dado por 2" donde n representa el nimero de proposiciones.
Para verificar el valor de verdad de una proposicién compuesta se utilizan las siguientes tablas.

Tabla de verdad para la disyuncion

La disyuncién es verdadera, si una

o las dos proposiciones z son verdaderas.

Plq|PVq
v | v y
v | f 4
flv 14
fl1r f

Tabla de verdad para la implicacion

La implicacion es falsa, si la primera proposicion
es verdadera y la segunda es falsa.

P |49 |P=>4
v v 12
vif o f
flv 14
flf 4

Tabla de verdad para la negacion

En la negaci6n de una proposicion, su valor
de verdad es el contrario del original.

P |-P
v
flvw

38

Tabla de verdad para la conjuncion

La conjuncién es verdadera, si las dos proposiciones
son verdaderas.

Pl4a|pPrg
14 v \ 4
vif| f
flv| f
fl1r1 f

Tabla de verdad para la doble implicacion

La doble implicacién es verdadera, si las dos
proposiciones son verdaderas o las dos son falsas.

Plq|peyg
v v \4
v f S
flv S
fl1r v

v = Verdadero
f=Falso
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Ejemplos

Conjuntos y légica

] ®@e-Construye una tabla de verdad y determina el valor de verdad de la siguiente proposicién:
a=“3 es divisor de 15 o 3 es mdltiplo de 2”
Solucion
Se hallan los valores de verdad de las proposiciones:
p =3 es divisor de 15” v
g =3 es multiplo de 2” f

@ 9

Se construye la tabla de verdad para la disyuncion ya que el conectivo légico es “o0”.

| AKAVAY
vi|fl| v

@ 9

Finalmente, el valor de verdad para la proposicién “a” es verdadero (v ).

2 ®e-Determina el valor de verdad de la siguiente proposicién:
b =15 no es multiplo de 3 y 3 es primo”
Solucion
Se determinan los valores de verdad de las proposiciones:
p = “15 no es multiplo de 3” f
q =3 es primo” v

Se construye la tabla de verdad para la conjuncién:

pP|l4q|pPrg
flvl f

Finalmente, el valor de verdad para la proposicién es falso ( f).

3 ®@e-Encuentra el valor de verdad de la siguiente proposicién:
¢ = “Si 2 es nimero par, entonces 4 es divisor de 10”
Solucion
Se determinan los valores de verdad de las proposiciones:
p =2 es nimero par” v
q =4 es divisor de 10” f

Se construye la tabla de verdad para la implicacion:

Pl49|P=4
vifl f

Por consiguiente, el valor de verdad para la proposicion es falso ( f).
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EJERCICIO 17

Indica el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

e e e o e e

1.
2.
3.

4
5.
6

a =4 es nimero par y 5 es miltiplo de 2”
b =“La vibora no es un reptil o el canario es un pez”

¢ =“Si 21 es miiltiplo de 7, entonces 21 es mdltiplo de 2”

. d="La guacamaya es un pez si y sélo si el tibur6n es un ave”

e = “Si el oro es un metal, entonces es un buen conductor de la electricidad”

. b="3 es divisor de 18 o 18 es multiplo de 24”

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o

EJE
v
o

Ejempl

1

MPLOS

Construccién de las tablas de verdad

Una tabla de verdad se construye paso a paso, al establecer los valores correspondientes de cada suboperacion invo-
lucrada, hasta llegar a la expresion dada.

Después de construir una tabla de verdad, el resultado puede ser una tautologia, una contradiccién o una contin-
gencia. Analicemos estos conceptos:

Tautologia. Proposicién compuesta en la que todas las combinaciones de valores son verdaderas.
Contradiccién. Proposicion compuesta en la cual todas las combinaciones de valores son falsas.

Contingencia. Proposicién compuesta en donde las combinaciones de valores son verdaderas y falsas.

Construye la tabla de verdad para p A ~ g y realiza una conclusién.

Solucién

El niimero de proposiciones es 2, por tanto, el nimero de valores de verdad es 2" = 2* = 4, el resultado indica el niimero
de renglones de la tabla.

Primero se determina la negacién de la proposicién g. Finalmente la conjuncién se realiza tomando la proposicion
p 'y la negacién de g antes obtenida.

p q ~q PA—4q
v v f f
v f v v
f v f f
f f v f

Se concluye que la tabla de valores de verdad es una contingencia.
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Conjuntos y légica

2 e Construye y da una conclusién de la tabla de verdad para (p A ¢) = (p Vv ¢).

Solucién

Primero se encuentra la conjuncién de p y ¢, después se determina la disyuncién de p y q.
Por dltimo se realiza la implicacién de la conjuncién y la disyuncién antes obtenida.

P q PAg Pvyq (pAg)=(pVvaq)
v A% v v 14
v f f v v
f v f v v
f f f f v

Se concluye que la tabla de verdad construida es una tautologia.

3 ®@e-Realiza una tabla de verdad y verifica si la siguiente proposicién (p A ¢) A ~ p es una contradiccion.

Solucién

Primero se realiza la conjuncidn de las proposiciones p y ¢, simultdneamente se niega la proposicion ¢, finalmente se
determina la conjuncién de los valores de la primera conjuncién con la negacién de p.

P|4q PAg -p (pAg A~p
v | v v f f
v | f f f S
flv S v f
f1 s f v S

La proposicién resulté falsa para todos los valores, por consiguiente, es una contradiccion.

4 ®@e-Construye la tabla de verdad para p v (g A 7).

Solucién

El niimero de proposiciones es 3, por tanto, el nimero de valores de verdad es 2" = 2° = 8, el resultado indica el niimero
de renglones de la tabla.

Primero se encuentran los valores de verdad de la conjuncién de las proposiciones g y r, finalmente se determina
la disyuncién de la proposicion p con la conjuncién antes determinada.

)4 r gar | pv(gnan
v v v v v
v v f f v
v f v f v
v | f S f v
f v v v v
flv | f f f
flrlw f f
flrlr f f

Finalmente, la tabla indica que se trata de una contingencia.
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5 ®@e-Construye la tabla de verdad para ~p v ~ g.

Solucién
p q ~-p ~q ~pPVv~-q
v | f f f
v f f v v
f v v f 14
f f v v v

Los valores de verdad de la tabla indican que es una contingencia.

6 ®@e-Construye la tabla de verdad para ~p v ~ (~p v ).

Solucién
A ~-p ~pvgqg | ~(=pVvq ~pv~(-pVvq
v f v f f
v | f f f v v
flv % v f v
flf % v f v

La tabla es una contingencia.

7/ ®e-Verifica si la siguiente proposicion es tautologia p v (~ p v g).

Solucién
pla| -p (=pva9 pv(=pVvq)
v|iv f v 14
vI|f S S v
flv v v v
flrf v v v

La proposicidn resulté verdadera para todos los valores, por tanto, es tautologia.

8 ®@e- Verifica si l1a siguiente proposicion es tautologia (p A ¢) = (p < q).

Solucion
P |4 PAg P=g9q (prgp=ps9
v v v v \4
v |f f f v
flv f f v
i f v v

La proposicion resulté verdadera para todos los valores, por consiguiente, es tautologia.
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9 e Construye la tabla de verdad para ~ (p A @) vV ~ (¢ & p).
Solucién
Pl4g| pra g<p ~(prq) ~(qg=p) ~(prgVv~-(gep)
v|v v v f f f
v | f f f v Y 4
flv f f v v v
flrf f v v f 14
La tabla es una contingencia.

EJERCICIO 18

Construye la tabla de verdad para cada una de las siguientes proposiciones:
1. pv~gq

pA~q

~pP=-q

~(pva)=-~q

prp e (v

(v A~(p=9)

oo 000000000

(r=q9vig=p
(pAa(p=>q9)=p
pA-g=>~(pVa
. (pv@Alpvr)

11. ~pv(~qgen

I I R

—_
=]

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ o o o o o o ¢ o &

Producto cartesiano de conjuntos

Dados 2 conjuntos A y B no vacios, el producto cartesiano es el conjunto (A X B) que contiene a todas las parejas
ordenadas, cuyo primer elemento pertenece al conjunto A y su segundo elemento pertenece al conjunto B.

AXB={(a,b)lacAybeB}

EJ,JEMPLOS °
2] @eSiA={(1,2}yB={xy). determina A x B.
£ .s
K Solucién
Ll

Se asocia a cada uno de los elementos del primer conjunto, con todos los elementos del segundo conjunto:

AxB={(l,x), (L), (2. x), 2.}

(contintia)
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(continuacion)

Representacién grafica:

<
i
|
1
)
1
|
.

>‘V

—_ - -e---

La representacion gréafica también se conoce como diagrama sagital.

2 @e:SiA={1,2}yB={23,4}yC={3,4,6},halla(AUB)X(BNC)
Soluciéon

Se halla el conjunto solucién de las operaciones indicadas y posteriormente se realiza el producto cartesiano:
AuB={1,2,3,4}
BNnC={34}

(AUB)x (BN C)={(1,3),(1,4),(2,3),(2.4),(33),(34),(43),(44)}

3 @eSiM={abc},N={1,2,3}yQ={xy}, encuentra M X N x Q
Solucién

El producto cartesiano M x N x Q se define como:

MXNXQ={(mn,q)lmeM,neNyqgeQ}

Entonces:
(a, 1,x),(a, l,y), (a, 2,x),(a, 2,y),(a, 3,x),(a, 3,y)
M xXNxQ={(b Lx), (b Ly) (b 2x)(b2y)(b3x)(b3y)
(c, 1,x),(c, l,y),(c, 2,x),(c, 2,y),(c, 3,x),(c, 3,y)
EJERCICIO 19

Dados los siguientes conjuntos:

A ={1,2,3},B={2,4}yC={3,5,6}

s o000 0 e

Realiza los siguientes productos cartesianos y verifica que el resultado del inciso 6 es igual al obtenido en el inciso 7:

1. AXB 6. AX(BxXC)

2. AxC 7. (AXB)xC

3. BxC 8. (AUB)X(ANC)

4. BXA 9. (A—B)XC

5. CxB 10. (A-C)X(ANC)
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o ¢ ¢ o o o &
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CAPITULO D

CONCEPTOS BASICOS DE ALGERRA

HISTORICA

Resena

al-Khwarizmi

M atemdtico drabe, conocido como el
padre del dlgebra.

Sus obras incursionan en las ramas de las mo-
temdticas, asfrologia, asfronomia, geogroﬁo e
historia. Una de sus obras importantes por su
confenido algebraico es la que lleva por fitulo
Hisab algabr wa'lmuggabala, considerada uno de los primeros libros de
dlgebra.

5Er2” MUXaMMED

NN b X0PEIMU

Es el autor de uno de los métodos geométricos més antiguos para resolver
ecuaciones de segundo grado, el cual se conoce como complefar cuadrado.

En las ecuaciones llamaba “cosa” (xay en castellano) a la incégnita, a él

se debe que se utilice la lefra “x" para representarla.

Sello ruso dedicado a al-Khwarizmi
(780-850 d.C.)
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ALGEBRA

Ejemplos

—
[ ]
e

A

gebra

Rama de las matemadticas que trata a las cantidades de manera general.

Expresiones algebraicas

Se conoce asi a la combinacién de nimeros reales (constantes) y literales o letras (variables) que representan cantidades,
mediante operaciones de suma, resta, multiplicacion, divisién, potenciacidn, etcétera.

Ejemplos
3a+2b -5, en esta expresion son constantes 3, 2, — 5 y las variables sona y b.

[

(z2 + 8)(5z4 —7), en esta expresion son constantes 8, 5 y — 7, variable “z” y 2, 4 exponentes.

Término algebraico. Es un sumando de una expresion algebraica y representa una cantidad. A todo término algebraico
se le denomina monomio y consta de: coeficiente, base(s) y exponente(s).

Ejemplos
Término Coeficiente Base(s) Exponente(s)
-8y’ -8 y 3
—mn” — m,n l, X
3 3
-3(2x+1)’2 3 2x+1 -2
4 4

Términos semejantes. Dos 0 mds términos son semejantes cuando los mismos exponentes afectan a las mismas bases.
.
Ejemplos

Los siguientes términos tienen las mismas bases con sus respectivos exponentes iguales, por lo consiguiente son
semejantes.

1
—7b con 4b — 8x%’ con 71y’ P abc® con abc’

Reduccién de términos semejantes

Para simplificar expresiones que involucren términos semejantes, se suman o restan los coeficientes.

Simplifica la expresién —7a + 3a.

Soluciéon

Se agrupan los coeficientes y se realiza la operacién que da como resultado:
—7a+3a=(-7+3)a=—-4a
(Cuil es el resultado de simplificar la expresién —6xy* + 9xy* — xy*?
Solucién
Se agrupan los coeficientes y se realiza la operacién para obtener el resultado:
—6xy” + 9xy* —xy" = (=6 + 9 — Dxy’ = 2xy’

Por consiguiente, el resultado de la simplificacién es: 2xy’
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Conceptos basicos de dlgebra

Reduce la expresion —10x™ y” + 5x™ y” — 6x™ y" + 11x* y”.
Solucion
Se efectia el mismo procedimiento que en los ejemplos anteriores y se obtiene:
—10x7y" +5x7y" —6x7y" +11x*y" =(=10+5-6+11)x*y* =0x*y" =0
El resultado es igual a 0
Simplifica la expresién 7x — 3y + 4z — 12x + 5y + 2z — 8y — 3z.
Solucién
Se agrupan los términos semejantes:
Ix=3y+4z—-12x+5y+2z—-8y—-3z=Tx—-12x-3y+ 5y -8y +4z+2z -3z

Se realiza la reduccidn:

= (7= 12x+(=3+5-8)y+(@+2-3)z
=—5x—-6y+3z

Por tanto, el resultado es: — 5x — 6y + 3z

2
Simplifica 0.5a’h—3ab’ —5a’b+0.75ab’ - §a3b.

Solucién

Se expresan los decimales en fracciones, se agrupan y simplifican los términos semejantes.
3 3 3 3 2 3 1 3 3 3 3 3 2 3
0.5a°b—3ab” —5a’b+0.75ab —ga sza b—3ab” -5a b+zab —Ea b

= la3b— 5a3b—ga3b— 3ab’ +gab3
2 3 4

= (l— —%)a3b+(—3+é)ab3
2 3 4

= —ﬂcfb—gab3
6 4

1
Entonces, el resultado es: —%fb - %ab3

EJERCICIO 20

Simplifica:
1. 3x—8

® N kW

6a’b + 7a’b

— 6xy* —xy* = 3xy°
dxy'7 — dxy*
—2a°b + 12a°b
—3a+5a—10a
4x —3x—2x

Tab + 4ab — 3ab
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9. 5a*—7d* +3d* - 24
10. —m+n+m+n

TR EE SN
4477590

12. _ 3ax+] + 2ax+l _ ax+l + 2ax+l

13. 0.25b-0.40+0.2b

oo 000000000000 00

1 3
14. —ab’c—=ab’c—ab’c
2 2

15. 4m* = 10m™> + 3m*?

16. 8x—3y—9x+5y—2x+y

17. 10a —7b +4a + 5b — 14a + 3b

18. —12m+3n—-4m—10n+5m—n

19. 12a’b + 3ab® — 8a’b —10ab” — 3a’b + 6ab’

20. 9a’h’*c — 5a’bc® — 12a’b’c + 3a°bc” + 4a’b’c

21, =38 +2y" -7+ 10 - 12" + 15

22. —81m” — 17mn + 151" + 20m’ + 3mn — 17n* + 53m” +18mn + Tn”
23, KM =3 = T = 4T 4+ 8 1207

24, —3a" + 10x"" + 24" = 3x"™ — 84"

25. —éa2 —éab+la2 +5ab-3a’ —lab
4 2 2 2

3

26. gxm—] ——pm? +lxm71 _ 2 pm2 gy
3 2 4

27. 0.5x—2.5y+0.4x —%y—%x

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o o ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o

Valor numérico

El valor numérico de una expresion algebraica se obtiene al sustituir a las literales o letras con sus respectivos valores
numéricos y entonces se realizan las operaciones indicadas.

EvJ,EMPLOS .
. . . . 1
—g_ ] ®@e-Determina el valor numérico de la expresién: x'y’z; six=4,y=3,z=—.
£ 2
Kl Solucién
(i)

Se sustituyen los respectivos valores de x, y, z y se efectian las operaciones indicadas para obtener el valor numérico
de la expresion:

Xy =(4)'(3) (%)3 = (256)(9)(%) S 2300 g

8

Entonces, el resultado es: 288
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. 5% 2 1
2 @, Cudl es el valor numérico de %—ﬂ+l; x=2,y=z?
X

Soluciéon

Al seguir los pasos del ejemplo anterior, se obtiene:

1 1 4 1
2(2) — -l T2
51 2ay y:5(2)2_()w+4:5(4>_4+4
35 3 3 50 32 3 5 6
20 1 1
=+
3 5 24
_800-24+5 _ 781
120 120

‘s . . 781
Por tanto, el valor numérico de la expresion es igual a: 0

3 ®@e-Encuentra el valor numérico de 3m* — 2mn + n’p;sim=-3,n=4,p=—5.
Solucion
Se sustituyen los respectivos valores en la expresion y se realizan las operaciones:
3m’ = 2mn +n’p =3(=3)" — 2(= 3)(4) + 4)°(-= 5)
=39 -2=3)4 +16)(-5)

=27+24-80
=-29

Por consiguiente, el valor numérico es: =29

EJERCICIO 21

Encuentra el valor numérico de cada una de las siguientes expresiones si:

1 1 1
m=—-2,n=3,p=—,x=—,y=10,z=—
p 4 3 y

e e 0000000 00

2
—x Y m— n+x
1. 2m+n 10. ( < ) 18, = L2172
. 2m+n n m
. 2. m—n+y — 12x— >
11. p*+2px+x° 19. M_&_,_,
3. 8p+3x 2n Z X
2 2 m” n n
4 22;6)( 12. m*=3mn+n 20. T +z
Py
13. ——=+3 21. (m—-n)(p—x
5. Sm—2n+3y P (m =m)p =
2 2 2
6. x+z-p 14 LY 22. (6x—2p)(3m* - 7)
2 3 4
- 3x+4z-9 2, 2
. 7}/1 15 @ @_Q 23 2(p—x)+m +n
z X m z P
m(y 2 2
8. ;(5”’”6) 16, 258 45 24. 3(p— )"
3 2
T+t +1 24 Jm*n? 36+
g Ml 17. 2\5—\P+ [y 25, MmN Y _3fp
p+x X 5 2 4
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ o o o o o o o »
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lenguaie algebraico

Expresa oraciones de lenguaje comun en términos algebraicos.
Ejemplos
Expresa las siguientes oraciones del lenguaje comun al lenguaje algebraico.

Lenguaje comin Lenguaje algebraico

1. Un nimero cualquiera. m
2. Un nidmero cualquiera aumentado en siete. j+7
3. Ladiferencia de dos nimeros cualesquiera. f-q
4. El doble de un nimero excedido en cinco. 2x+5
5. Ladivisién de un nimero entero entre su antecesor. Ll
X—
. . d
6. La mitad de un niimero. 5
7. El cuadrado de un nimero. ¥
i b+
8. La semisuma de dos nimeros. > ‘
. L . . 2
9. Las dos terceras partes de un niimero disminuido en cinco es igual a 12. g(x -5)=12
10. Tres nimeros naturales consecutivos. x, x+1, x+2
11. La parte mayor de 1200, si la menor es w. 1200 —w
12. El cuadrado de un nimero aumentado en siete. v +7
. . . . 3
13. Las tres quintas partes de un niimero mds la mitad de su consecutivo equivalen a 3. 35 p+ E( p+ 1) =3
14. Laraiz cuadrada de la diferencia de dos cantidades. a=b
15. El producto de un niimero positivo con su antecesor equivale a 30. x(x-1)=30
16. El cubo de un nimero mads el triple del cuadrado de dicho niimero. x*+3x7

EJERCICIO 22

Expresa en lenguaje algebraico las siguientes oraciones:
1. Un niimero disminuido en tres.
. El triple de un nimero excedido en ocho.
. El cociente de dos nimeros cualesquiera.
. La parte mayor de 100 si la parte menor es x.
. Dos niimeros enteros consecutivos.
. Tres nimeros enteros pares consecutivos.
. El cuadrado de la suma de dos nimeros cualesquiera.
. La suma de los cuadrados de dos nimeros cualesquiera.

. El reciproco de un nimero.

S VO W 9N kAW

—_

. Laraiz cubica de la diferencia de dos niimeros cualesquiera.

—_
—_

. La suma de las raices cuadradas de dos niimeros cualesquiera.
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Ejemplos

e e 00000000000 s 0000

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

Conceptos basicos de dlgebra

Diez unidades menos que cinco veces un nimero.

La sexta parte de la suma de dos nimeros.

La suma de tres nimeros pares consecutivos es igual al triple del menor, mds las tres cuartas partes del mayor.
Un nimero de dos cifras, cuyo digito de las decenas es el doble del de las unidades.

La cuarta parte del producto de tres niimeros cualesquiera menos 4.

El cuadrado de la suma de dos nimeros es igual a 49.

El drea de un cuadrado de lado x unidades.

El perimetro de un rectdngulo, si se sabe que el largo es tres veces su ancho.

El perimetro de un tridngulo rectdngulo, si se sabe que el cateto mayor mide tres unidades mas que el cateto menor
y que la hipotenusa es dos unidades mayor que el cateto mayor.

El precio de un articulo disminuido en su 15%.

El exceso de 50 sobre el doble de un nimero.

Dos nimeros cuya suma sea 80.

Tres ndmeros impares consecutivos.

El 4rea de un rectdngulo, si se sabe que su largo mide tres unidades menos que el triple de su ancho.

La edad de una persona hace 10 afios.

El exceso del cubo de un niimero sobre la mitad del mismo.

Los dngulos de un tridngulo, si el primero es el doble del segundo.

La cantidad de alcohol en un recipiente de x litros de una mezcla si la concentracién de alcohol es 30%.
La edad de Alberto si tiene cuatro afios mas que el doble de la edad de Patricia.

Las dos terceras partes de un nimero, més el triple de su consecutivo, menos su reciproco equivale a 10.

El doble de un nimero equivale al triple de su antecesor excedido en siete.

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢ ¢ o o o o o »

] oo

2 oo

Dada una expresion algebraica, se representa en lenguaje comun de la siguiente manera:

Representa en lenguaje comun la expresion: 3x — 8.

Soluciéon

Primero se expresa la multiplicacién y posteriormente la diferencia.
3x — 8 =el triple de un niimero disminuido en ocho

2 . .
Expresa 2x + x” en lenguaje comun.

Solucién

La expresion queda de la siguiente manera:
2x + x* = la suma del doble de un niimero y su cuadrado
Otra forma de representar en lenguaje comiin la misma expresion es:

2x + x* = doble de un nimero aumentado en su cuadrado.
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3 e

. .2 4
Expresa en lenguaje comtn §x -1= 3

Solucién

Una manera de la expresion en lenguaje comun es:

Dos novenos de un nimero disminuido en la unidad equivalen a cuatro tercios.

EJERCICIO 23

Cambia las siguientes expresiones algebraicas a lenguaje comun:

. 1. x+3 10. 3y-2=25
. 3
) 2. 2a—-11 11. Zz+2:z
. ) 1
: 3. 3x 12. g(x—y)+3=x+y
4. éa 13. ﬁzl(x—y)
6 y 5
! 2 _ .2
5. < 14. x"—y
6. (a+b) 15. x> —2x
7. X +y’ 16 (a+b)2
. . >
c a+b
8. crl 17. b
9. 5x=30 18. X+ (x+1)
O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »
Polinomios

EJEMPLOS
2 1 e
£
S,
L

Expresion algebraica que consta de varios términos algebraicos.

Suma

En la suma los polinomios se escriben uno seguido del otro y se reducen los términos semejantes.

Suma los siguientes polinomios: 5x° — 3x* — 6x — 4; — 8x° + 2x* — 3; 7x* — 9x +1.

Solucién

Los polinomios se escriben de la siguiente forma y se realiza la reduccién de términos semejantes:
B =3 —6x— D+ (=8 + 24 -3+ (¥ -+ )=-3"+6x" - 15x - 6

Por tanto, el resultado es: — 3x° + 6x* — 15x — 6
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? ®@e-Efectiala siguiente operacion: (2x — 7y —3z+6)+ (—9x +47) + (—x+4y+z-8).

Solucién

Con un fin més préctico, se ordenan los polinomios haciendo coincidir los términos semejantes en columnas; asimismo,
se reducen los coeficientes término a término.
2x—=Ty—-3z+6
+ —Ox +4z
- x+4y+ z-8
-8x—-3y+2z-2

El resultado de la suma es: — 8x — 3y + 2z — 2

1 3 1 3 1 1
@e-Realiza la siguiente operacién: | —x*"' —= b"—f)+(f g b"+f).
3 & P (2x 47 ")t T3 Ty

Soluciéon

Se acomodan en forma vertical los términos semejantes y se realiza la operacién columna por columna:

lxuﬂ _é b-1 _i

N 47 76

Exu+l + lyb—l + l

2 3 4
2xa+] _iyb—l +L
12 12

1
Por consiguiente, el resultado es: 2x*"! —% y! o

EJERCICIO 24

Realiza lo siguiente:

1. Suma los polinomios 3x — 8y —2z; 7x+ 3y +z

S 2. (Cudl es la suma de — 5m — 3n + 6 con 2m + 2n — 8?

3. Realiza(lla—b+0)+(~8a—c)

. 4. Efectia Bp—5¢—6r)+(2p+3qg—-2r)+(—12p+4g+7r)

3 5. Suma 6x’ +3x—2con—x"+7x +4

© 6. (8a'— 64" +4a) + (4a’ +d® —4a —5)

. 7. (5x' =38 +6x—3)+ (= 3x' +x’ + 5 = Tx + 3)

8. Realiza (5x* — 5x + 6) + 2x* — Tx + 4) + (— 6x° + 10x — 10)

= 9. Sumay - y:2y'-Sy+7:4y — 57 +3y-8

. 10. ;Cudl es el resultado de sumar 87’ — 9; — 4z +27° + 6; 57" — 27 — Tz + 2?
E 11. Efectia la suma de 4x* — 10xy — 12y%; 3y* — 102" + 5xy; 8xy — 3x* — 2y°

s 12, Realiza (0 = 30 + (& + 6x) + (-1 ~ 2)

. 13. ;Cudl es el resultado de la suma de — 15x’y — 3x™y* — 6xy°; — 8x’y + 2x%y* — 4xy*?
E 14. Suma x* —y*; — X’y + x%y* — xy”; 3x* + 5xy — 4x’y*; — 4x’y + 3%y - 3y!

; 15. Realiza (3d° — 4d") + (7a* + 64°) + (- 3a* + Ta) + (- a*- 4d°)
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oo 0000000000

19.

20.

21.

22.
23.

24.

25.

W

16.

17.

18.

. .5, 2, 1, 3 1, , 1 3,
Suma los polinomios —x~ —5xy+—y"; ——=x"+—xy——y"; —2x" +—xy——
P Pt TIOWTRY R TRt ATy mET ATy
Efectiia (—la2+lb2—lab)+ (—1a2+1b2+§ab)+ (—gb2+éab+§a2)
6 8 2 3 4 6 3 4 6
1 3 1 1 2 1 2
Suma los polinomios —x*y——=y* +=xy*; x’ ' —=x’y—y’; Zx’ —=x? -=y?
p 6x}’ 5y 8)0’ X zx)’ y 3x 4Xy Sy

1 1 5 1
Efectia | x> ==y |+ | =x*=2 )+ =
(x 2y) (3x Y 2" 73

1 3 1 3 5 1 2 1
Suma x* — % —x3y? —Zxyt =2 y% Zaty— a2y — 295 2ty — S xdyE =
X =y IOxy 4xY 6y Sx)’ 6x)’ 9y Xy Sx)’ 3)’

lx“—é)c3+2 + lx2+lx—E + l)c“+x3—x2—§x—1 + —g)c“+lx2
2 4 6 2 4 3 4 3 2

(Cuil es el resultado de sumar (5a* — 2a™ + 7a") + (- 2a** + 4a™ — 6a")?
Suma 3x2a _ 5x24—l +4x2a—2; xZa +4x2a—l +x24—2; _3x2a _ 7x2n—2; xZa—l + 3x2n—2

(Cuil es el resultado de sumar gb“ —%b” +b, —ib“ +b" —%b y —b>* +2b?

(lx"y - éxl’z'v —x" ) + (—lxlf" + gx”" +x )+ (lx""' + lx”"’ )
3 4 6 3 2 3

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente« « ¢ o o o o o o o »

EJEMPLOS
2 1 e
£
2
Ly

2 oo

Resta

En esta operacién es importante identificar el minuendo y el sustraendo, para posteriormente realizar la reduccién de
términos semejantes.

Realiza la siguiente operacién: (4a—2b—5c¢)—(3a—5b—"7c).
Solucion

En este ejemplo 4a —2b— 5c representa al minuendo y 3a—5b—7¢ al sustraendo. Se suprimen los paréntesis y se
procede a efectuar la reduccion de términos semejantes.

(4a—2b-5¢)-(3a—5b—Tc)=4a—3a-2b+5b—5c+7c
=a+3b+2c

Por consiguiente, el resultado de la resta es: a+ 3b+2c¢

De 16x* — 7x — 8 restar 6x* — 3x + 6.

Soluciéon

El minuendo es 16x>— 7x — 8 y el sustraendo es 6x° + 3x — 6, entonces al sustraendo se le cambia el signo — (6x* — 3x + 6) =
—6x” + 3x — 6 y se acomodan los polinomios en forma vertical para realizar las operaciones entre los términos seme-
jantes:

16x* —7x— 8
-6 +3x— 6
10x* —4x — 14

Por tanto, el resultado es: 10x* — 4x — 14
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3 1 1 1
Resta ——a’b—6b>+2a’ ——ab* de ~a’ —2b* +—a’b—ab’.
4 2 3 3
Solucién

. 1 1 . . . .
En este caso el minuendo es §a3 -2b° + gazb —ab’ y el polinomio sustraendo al cual se cambia el signo y se ordena

3 1
con respecto a los exponentes es: —Zazb —6b* +2a° ——ab’

1 1
—(—éazb —6b” +2a° ——ab* ) = 2a*+ éa2b +—ab”® +6b°
4 2 4 2
Se acomodan los polinomios y se reducen los términos semejantes:
la3 + lLfb - ab® =2b°
3 3

24’ + éazb +lab2 +6b°
4 2

—§L13+Eazb—labz+4b3
3 12 2
. 5, 13, 1 , 3
Finalmente, el resultado es: ——a +Ea b—Eab +4b

EJERCICIO 25

Realiza las siguientes operaciones:

e o000 0000000000000 00

1

2
3
4.
5
6
7
8.

10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

. De 5a>—3a+2resta8a’—5a+7

. {Cudl es el resultado de (3x* — 5x* — 6x + 3) — (2x° + 4x — 8)?

. Deda' - 10a’ +2a" — 3a — 4 resta 5a° — 3a’ + 6a — 3

Efectiia (4x’y* — 5%y + 6xy — 8xy*) — (12x%y° = 3xy* + 4x’y* — 9x'y)

. De7-8a’b+3a’b’ — 6a'b’ + 2ab’ resta 5a’b’ — 3ab’ + 8 — Ta’b — 2a'b’
. Realiza (3x*? — 7x“" — 8x“ + 3x“") — (4™ + 6x™" — Tx* — 9x“™)

. De5a™ "'+ 6a™ —8a"""' —3a" *resta 12a™" — 5a’" "' = 3a"*' - 4a" "’

(Cuil es el resultado de (gf Ll 6x+z)—(lx3 el2, 1)?
2 4 3 2 2 3

De %mzn3 +6mn* +m'n— %mSn2 resta %m“n +§m2n3 +8mn* —m’n®
De %xzy2 +3xy—4x* +éy4 resta —%x“ +éx3y+%y4 +%xzy2

Resta8x —3y—-6deSx+4y—1

Realiza (> +a—1)—(@*—a+ 1)

Resta — 8x” + 61" — 3x —2 de 10x’ — 12x* + 2x — 1

(Cudl es el resultado de restar 124" — 3a” + a — 8 de 144" — 5a° — 3?
Resta 16x%y* — 3x’y* + 8x7y° de 4x7y’ + 9x’y* + 10x%*

Resta 3m™® ~7m™ + 8m™ — 12m™" de 4m™° — 6m™ + 2m*™> — 8m™"'

Resta 15¢"" — 3a™" — 84" + 104" de 44" — 5a"* — 34" + 24"
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EJEMPLOS

o]

Ejemp

1 4 1
18. Restagm—gn—p de ém_én_,

6" 2" 6"

2 1 3

19. Resta%xzy—lx3—§xyz+gy3 de lx'*—lxzy—lxy =y

2 6 3 3 2 3 4

20. Resta %asb - %cfb3 —6a*b* de 3a’b®—8a’b-— iaAb2 + %azlf

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »

Signos de agrupacion

Los signos de agrupacion se utilizan para indicar que las cantidades en su interior se deben considerar como una sola. Los
signos son:

a) Corchetes [ ] b) Paréntesis () c) Llaves { } d) Vinculo

Reglas para suprimir los signos de agrupacién

Si el signo de agrupacion estd precedido por el signo “+”, éste se suprime y las cantidades que estan dentro de él
conservan su signo.

+(-a+b-c)=—a+b-c

Si el signo de agrupacion estd precedido por el signo “—”, éste se suprime y cambia el signo de cada una de las
cantidades que se encuentren dentro de él.

- (x—-2y+37)=—x+2y-3z
-2x-3y=—(2x-3y)=-2x+3y

Si en una expresién existen varios signos de agrupacién se suprimen aquellos que no contengan otros. Este proceso
se repite hasta llegar a una expresion que carezca de signos de agrupacion.

1 ®@e-Simplifica 2x+ {— [Sy + Bx—2) +2 = (~x+y— z+4)] — (= x+Y)}.

Solucion

Se suprime el vinculo:
2x+{-[S5y+Bx—-2)+2—-(—x+y-— z+4)] - (—=x+y)}
=2+ {-[5y+Bx—-2)+2—(=x+y—-z-d]-(=x+y)}

Se suprimen los paréntesis:
=2x+{-[Sy+3x—z+2+x—-y+z+4]+x-y}
Se suprimen los corchetes:
=2x+{-5y-3x+z-2—-x+y—z—-4+x-y}
Se suprimen las llaves:
=2x-5y-3x+z-2-x+y—-z—-4+x-Yy
Se agrupan y reducen los términos semejantes:

=2x-3x—-x+x-5y+y-y+z-z-2-4
=—x-5y-6

Por tanto, el resultado es: —x — 5y —6
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2 ®@e-Simplifica: ;x—{ix—2y+(2x—iy—[—x+iy—x—y:|)}

Solucién

Se sigue el mismo procedimiento que en el ejemplo anterior:

3 2 1 —
2 + 2 —Zy—|—xt—y-x—y||t=
4X y X 3y [ X 4y X y:D}

—l é -2 + 2x—g )c+l —-x+
SR 3)’ 27 y
=% {ix 2y+ 2x—%y+x—iy+x y)}
=% {ix 2y+2x—%y+x—iy+x—y}
= l)c 3 x+2 2x+2 )c+1 x+
) 4 Y- 3)’ 4y y
7y
4 12
Por tanto, el resultado es: — 147 x+ % y

EJERCICIO 26
¢ Simplifica:
. 1. 3x— {2y — (5x + 3y)}
2. —(6a—3b) - {5a—9b - (2c — 9b)}
—10x — (8x — 4y + 22) + (5x — 4y — 27) — (10x — 3y — 42)
: 4m + {(6m —3n) — (9n — 5m) + (8m — 2n)}
2a— {7a— (3a—Tb) + (10a — 9b)}
—(x+y)+[3x—2y+ {—8x— 5y — (6x — 8y — 7y)} — 6x]
8x% — (3% — 6y — 2x—3y — [9x — 6y — 4x] — (2x* — 9y + 6x) — 3x°}
. —{=6x+3y—(8x—[2y —4x— 2x—6y + 10x] — 9y) + 12x}

© 0 N e oW

. =9y +3z—{5x— 10y — 82— (2x — 6y +7z — [2x - 3y])}
10. —6x+ {8y — (2x—[4x -9y — 62] — 7x) — 6y} — (8x — [3y — 22] —9y)

11. 2a— —lb—(Za—éb)+ga —lb
3 5 5 3 2

2 11 (1 1
12. 4x—=x-(3x—y)+{=x——y—| —x—=
st (3x-3) {2x 57 (6x 3y)}

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ o o
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Multiplicacion
Para realizar esta operacion es conveniente recordar las reglas de los signos.

Regla de los signos
B =+ HE)=- O+ =- )=+

Ley de los exponentes para la multiplicacion. En la multiplicacién de términos con la misma base los exponentes
se suman.

Monomio por monomio

Al multiplicar monomios, primero se multiplican los coeficientes y después las bases.

—
]
o

(Cuil es el resultado de (- 5x"y’2)(3x%y%z)?

Solucién

Ejemplos

Se multiplican los coeficientes y las bases:
(= 5xy2)(3xy2) = (- 5)3) x*x*y" Y 22
Se aplican las leyes de los signos y de los exponentes:

-1 5x4+2y5+6Z]+l

6. 112

=—15x"y z

Por tanto, el resultado es: — 15x°"'7”

2 ®@e-Realiza la siguiente operacion: (—%a°b5c5 )(—%azbc“ ) .

Solucién

Se efectua el producto de las fracciones y se aplica la ley de los exponentes para las bases.

(_éaébscs )(_ga’lbcét):(_é)(_%)a(waSHCFA :&asbﬁc‘) :éaxbfch
4 3 4\ 3 12 6

. . 5 Sbﬁ 9
Por consiguiente, el resultado es: ga c

3 @e-Realiza (— abc)Bac).
Solucion
En este ejemplo, la base b no se repite en ambos factores, por tanto, se pasa igual en el resultado.
(= abc)(3ac) = - 3a" b = - 3a°bc’
El resultado de la multiplicacién es: — 3a’hc?
4 ®e-Realiza (3x2""y3” )(—2x4“’3y2” )
Solucion

Se aplica el mismo procedimiento que en los ejemplos anteriores, no importa que los exponentes de las bases sean
expresiones algebraicas.

(3x2(171y3a )(—2){4”73)72“ ) — _6x(2a—1)+(4a—3)y3u+2a — _6x6uf4y5a

Por tanto, el resultado es: —6x%“*y>

58



CAPITULO D

5 ®e-Efectia (-3a*bc)(2a’¢’ )(-Sab’c?).

Soluciéon

Conceptos basicos de dlgebra

(-3a‘be)(2a°c” )(-5ab’c® ) =(-3)(2)(-5)a*"'p" e = 30a"b" c*

El resultado del producto es: 30a’b*c®

EJERCICIO 27

Resuelve las siguientes operaciones:

. 1. (5x)(—3x) 16. (6m™*n*) (= Tm*~n’)
. 2. (4x3y5z)(6x5y4z) 17. (- 9x3my2n—l)(4x5y6)
: 3. (_7a5c2)(2a4bc6) 18 (_ 3x2a—3y5a+l)(_ 2x3u+1y4a4)
. 3 2 7 3 iy
: 4. (nyz)(—gz4) 19. (—ga4“’3b2“c4)(—ﬁa” 'be )
. 1
. 5. _10 6 _5 2.3 20 _— JAal 2a 4 2-3a _ 1-2a
(-10m p)(-5np") (—g Jlany)
6. (9csm9p2)(—§cbm) 21. (Sab)(- 3a’b)(2a’bc)
7. (= xy2)(xy2) 22. (=709~ 2xV))(~ 4xy2)
(ac)(-4a’b) 23. (= 50)(3y)(-22)
9. (—gmn)(—%m“np) 24. (4x*y)(= 2xy)(Bx4y) (= 2%
10. (Zaébgcz)(gazbsc) 25. (la3b2c)(ga4bcz)(6ac)(9a4b2)
4 3 3 5 3
11. (—%xyz)(;xzyf) 26. (—%a%)(%azbc)(—%ac)(—szcz)
12. (gmp2 )(—15m6 p) 27. (4a’b’c)(— 5a*b'c) (- 2a™'b*¢)
1 2 1
13. 05 6 5 02 2 28 = J3a-1_4da “ at2_atl _ 2a
(0.5mp°)(0:2mn) (4x y)(3x y )( zxy)
14. (0.4abc)(0.12xyz) 29. (3x*'y)(= 4x*y* (= 2x*7'y*)
15. (5a™b"c)(-2a*b’c) 30. d*bO)(-2m™n’)(- 5a°m’n™)
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ o o

Polinomio por monomio

Se multiplica cada uno de los términos del polinomio por el monomio o viceversa, como lo ilustran los siguientes

ejemplos:
EvJ,EMPLOS °
—g_ 1 ®@e-Resuelve (5x°y* — 3x*y’z + 4xz*)(— 3x%y).
£ .z
K3 Solucién
[SN)

Se multiplica cada uno de los términos del polinomio por el monomio:
(5x7y* = 3x'yz + 4ag')(= 3x'y) = (52°y)(= 3x'y) + (= 3x'y'2) (= 3x'y) + (dxz’)(= 3x'y)

152°y° + 9x%y'z — 12xy7*

Por tanto, el resultado es: —15x°y’ + 9x%y*z — 12x°yz*
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2 ®@e-Realiza el siguiente producto: (— 7a*°b' ~)(4a* ~'b* — 54 % + 3a* b*7).
Solucién

Se realiza el producto del monomio por cada uno de los elementos del polinomio:

(_ 7ax+3bl —Zr)(4a3x— le.r _ 5a3x—2b21+1 + 3a3x—3b2x+2)
— (_ 7ax+3bl—2x)(4a3x—lb2x) + (_ 7ax+3bl—2x)(_ 5a3x—2b2x+1) + (_ 7ax+3bl—ZX)(3a3x—3b2x+2)
=-28a""*%h + 354" "'’ - 21D’

Luego, el resultado es: — 284" "?b + 354" "'b* - 21a*b’

4 2
3 @e-Resuelve el siguiente producto: (g B L %x’“ )(—gx'"“ )
Solucién

Se multiplica el monomio por cada uno de los elementos del polinomio:

(ixm—l _gxm—Z +§xnz—3)(_%xm+l)

5 3 4 3

NER R NES - NN
5 3 3 3 4 3

E 2m

I X +ﬂ 2m-1 _lx2m72

15 9 2

4 oua 1 5
7x2m 1_7x2m 2

- 8
Por consiguiente, el resultado es: ——x>" +
15 9 2

EJERCICIO 28

Realiza los siguientes productos:
1. (4a* — Tab)(2a’b)

. (= 3m)(5m* - 3m* + 6m — 3)

. (Bx =Tx = 2x)(xy)

. (= 3ab)2a’ - Tab + 8b%)

. (6a’b* = 7a’h’ + 4ab’)(4a’h’)

e e 0000000000000 00

2
3
4
5
: 6. (= 5xy%2) (7x%y’z =3x"y — 4xz)
7. 5m’n— 3m4p + 6m2)(8mp3)
8. (4d’c —1d*b — 2¢)(- 3ac”®)
9. (5m®n - 3mn’* + 2mn)Bm**'n™)
10. (- 2x " )(7x° = 8x* + 6x° —=9x +2)
11. 3a™'b* = 7a™b*"" - 4a’b>")(= 3a™*'b'™)
12. (= 57"y (5™ — 2y — 4y 70
13. Ba™’c" - 3a™' ' + 2470 ¢)(— 4a’b )

. (1612 —Eb2 —éab)(gabz)
2 5 4 3

1

~
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CAPITULO D

Conceptos basicos de dlgebra

15. [ = 2 -y 46

g(/16 —Za4b2 +§azb4 —ibj(iabzc)
5 2 5 16 5

16.

17. ( (16’"”172”’—%a’"”c”’)(—Sa%A)

|

18. X" - lx"”2 + ix’"’l )(—6x”’ )

19. (4ab)(%a”’b3"c + %a’""b”"z )

20 _imxnét ﬁmlrt?n}a _ §m2x+2n3a—l _ zm2xn
5 3 4 2
o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢« ¢ o ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o
Polinomio por polinomio

Para multiplicar polinomios por polinomios, se siguen los pasos indicados en los siguientes ejemplos:

EUJ,EMPLOS °

—g_ 1 ®@e-Efectiala siguiente operacion: (5x* = 3x — 2)(4x — 3x* — 6).
£ .

K3 Solucién

ia

Se escriben los factores de la multiplicacién en forma escalonada (como en las multiplicaciones aritméticas), y se
ordenan los polinomios con respecto a los exponentes en forma ascendente o descendente, segtin se quiera.

5x=3x-2
X —3x+4x—6

Se multiplica el primer término del polinomio de abajo por cada uno de los términos del polinomio de arriba.

5%x*—3x -2 (= 3x)(5x%) =— 15x*
X —3x+4x -6 (= 3x)(=3x) =+ 9
—15x* +9x° + 6x° (=3x)(=2)=+6x

A continuacién se multiplica el segundo término del polinomio de abajo por cada uno de los términos del polinomio
de arriba y los resultados se colocan debajo de sus respectivos términos semejantes del primer resultado.

5x— 3x =2 (4x)(5x%) = 20x°
X —3x*+ 4x -6 (4x)(=3x) =— 1247
—15x'+ o’ + 6x° (4x)(-2)=—-8x

+20x° — 124° — 8x

Se repite el paso anterior para cada uno de los términos siguientes (si es que existe).

5x*=3x-2
X =3xX+4x-6 (- 6)(5x%) == 30x
— 155"+ 9+ 6x° (—=6)(=3x) =18«
+20x° — 12— 8x 0(=2)=12
—30x* + 18x+ 12 (continiia)
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(continuacion)
Por dltimo, se realiza la suma.
5x*=3x-2
X —3x+4x-6
—15x'+ o'+ 6x7
+20x° — 124" — 8x
—30x° + 18x+ 12
— 15x* +29x° = 36x% + 10x + 12

Por consiguiente, el resultado es: —15x* +29x* —36x> +10x + 12

o-Efectia la siguiente operacion: (5xy — 3x"y” — 6xy)(3x'y — 4xy” + .
2 ®e-Efectia la siguiente operacion: (5x'y — 3y’ — 6xy)(3x'y — 4xy’ + 3xy)
Solucioén
Se acomodan los polinomios de manera vertical y se realiza el procedimiento descrito en el ejemplo anterior.
5xty — 3x%y — 6xy
X 3x'y — 4x’y’ + 3xy
15x%% = 9x%y* —18x%)°
+ —20x%* + 12x%° + 24x°y*

+ 15x°y* — oyt — 18x%
15x%° —29x%* — 3x%y + 12x%° + 157" — 18x%Y°

Por tanto, el resultado es: 15x%* —29x%* —3x%y* + 12x"° + 15x°y* — 18x%)°

1 2 1
3 ®@e-;Cuil es el resultado de (%mz —3mn+§n2)(§m—5n)?

Solucién

Este es un producto de un polinomio por un binomio, los resultados de los productos se acomodan de manera horizontal
y se realizan las reducciones de términos semejantes.

(émz—3mn+ln2)(gm—ln)=§m3—2m2n+gmn2—§m2n+§mnz—ln3
2 3 3 2 3 9 4 2 6
L L P g
3 4 18 6
El resultado de la operacién es: %m3 - 14—3m2n +%mn2 - ln3

4 ®e-Obtén el resultado de (2x**+5x7 — x4+ x*72 ) (x* +2x" —x*).

Solucién

Se acomodan los polinomios verticalmente y en orden decreciente y se obtiene como resultado:

3 2 1 -2
2xll+ + 5x11+ _ xa+ + xa

x xn+l + 2xa _ xafl
2x2a+4 + 5x2a+3 _ x2a+2 +x2a—]
+ +4x2a+3 + 10x2a+2 _ 2x2a+l + 2x2a—2
_2x2a+2 _ 5x2a+l + x2a _ x2a73

2x2a+4 + 9x2a+3 + 7x2a+2 _ 7x2¢1+1 +x2a +x2(1—] + 2x2a—2 _x2a—3
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CAPITULO D

Conceptos basicos de dlgebra

EJERCICIO 29
: Efectda los siguientes productos:
E . x=7(x+2) 23. (%xz—%yz +§xy)(2y—%x)
. 2. im+9)(m-238) 24. (M = n“N(m —n)
3. (—x+2)3-x) 25. (B"=b""+ b (b + 1)
L4 Gra D+ 26. (2™ + X" — ¥ = 24"
. 5. 2x—=5)(3x+2) 27, (= 2x" + 3x" (" + )
6. (5x —4y)(5x +4y) 28. (3% = 5x—2)(2x = Tx +4)
7. Bx+2y)3x —y) 29. (4x— 65" = N(BX +2x + 1)
. 8. (P +H(n*-17) 30. (4x° — 2x%y + 6 (%Y — xy” — 2°)
9. (lx—3)(x+ﬁ) 31. im+n—-p)(m—-p—n)
2 3
10. (%x—%y)(%x—%}) 32. Cm—3n+5p)(n+2p—m)
11. (%y—%x)(—%x—%y) 33. (a+b—-c)a—-b+c)
12, (= 2xy +y)(x —y) 34. (P =20+ D(x*-2x*+2)
13. (& + 2xy +y)(x +y) 35. (%xz —%x+%) (6x* —4x—2)
14. (m* —mn +n*)(m + n) 36. (" + X" — X" — X XM
15. (m* + mn + n*)(m — n) 37. 2" 43— X"+ 2x + 1)
16. (5% = 7y* — 4xy)(3x — 2y) 38. (@°b* —a’b + a* — 3ab’ + b*)(a* - 2b” + ab)
17. (4b* - 9a* — 4ab)(3a — 7b) 39. Bm? = 2m“ " + mY(m’ + 2m — 1)
18. (2d’—3a+4)(2a—-1) 40. (3x*+ X = 52 (7 - 8P — ox™ )
19. (5x*=3x* = 6)(3x—4) 41. mP—=m+m* +D(m*+m’ = 2m - 1)
20. (=3x+DE*-1) 42. (%xz —%+%x3 —%x)(%xz - 2+ix)
21. (laz —3ab+ lb2 )(ga - zb) 43. (@' -2a" - a+a™HNaT - a7 + a7
5 3 3 2
22. (ixz + ly2 - é)cy)(4x— ly) 44, (@ +4a”" - 547 )@ + a + aP)
2 5 4 3
@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « « « « o« « o «
Division
A continuacién se muestra la regla de los signos de esta operacion:
Regla de los signos
@)=+ @+ ()=- )+ @)=- @)=+
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Ejemplos

—
]
(]

3 e

ley de los exponentes para la division

En la division los exponentes de las bases iguales se restan.

m

a

n

m-n

=a

Monomio entre monomio
Cuando se dividen monomios, primero se realiza la divisién de los coeficientes y después se aplica la ley de los expo-

nentes para las bases. Si la divisién de los coeficientes no es exacta, entonces se deja especificada; si las bases no son
iguales, entonces se deja expresado el cociente.

. L. . —l6a’b*c®
Realiza la siguiente operacién: ————
8a’b’c

Soluciéon

Se dividen los coeficientes y las bases para obtener:

16546
186“2:3 ¢ :%a5—2b4—366—1 = 24%bc°
ab’c
Finalmente, el resultado es: — 2a’bhc’

—10x7y66,}
2.2 °
—6x"y°c

(Cudl es el resultado de
Solucién

La division de los coeficientes no es exacta, por tanto, se deja expresada como fraccion, la cual se simplifica y se
efectiia la divisién de las bases.

5

-10x"y°c 10 5
X yc _7x772y672C171 =§x5y4co =§xk y4

—6x*y*c "6

5
Por tanto, el resultado es: gxs y*

—xyz
_xyz'

Realiza

Solucion
Se aplica la ley de los signos para la divisién y se dividen las bases.
Az _ xl—lyl—lzl—l _ xOyOZO _ (1)(1)(1) =1

—xyz
El resultado es: 1

(Cudl es el resultado de 8x*'y>™* + 2x2y* 19
Solucion
Se dividen los coeficientes y se restan los exponentes para obtener como resultado:

8 3a-1_ 5a-4 o . e
2);2%{)3%1 _ 4x(3a 1)-(2a 3)y(5a 4)-(3a-1) _ 4x3a—1—2u—3y5a—4—3a+1 _ 4xa—4y2a—3
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EJERCICIO 30

Realiza las siguientes divisiones de monomios:

3.2_4

P A A A )

| 94°p" 0 12x°y*z
© 3d’D’ T 18xy’Y
2 42x°y? 10 2x*y’z
: R C 8y
: y Xy
hf 56 12 x10a=456-2
3' Lal: 11 ud 3a+2y2b+1
-13p° —6x™ "y
234" 10,5157, 4n+2
4 3 1)3(12 2. 10a™" b
_8p q _2a4n+lb2n—5
1078 2437 3x-2 x
5. 36a 2b7 13 48a . lb2 _5Cz
-12a°b —16a""'b* ¢’
6 _zsalzbg 14 _20x5m—2y9nz2m
" -54°p° S exy'
; —6X8y9 s x2a71y3a74z5
C 8%y * 241 _3a-4_5
y Ay oz
—44a’b* T 25 s 5 56
TP 16. —ga b’c +—Eab c
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « « « «

Polinomio entre monomio

Conceptos basicos de dlgebra

17. —§a3b+—ﬂa2b
5 5
2 1
18. Zxyd -2
3T

19. ——a"b" +—=ab’
4

20. —=x'y’ +-2

21. 3m4n5p(’+—§m4rzp5

22. —§c3d5 +2dx

8 4

23. iam—2bn—5 +éam—Sbn—7
2 4

24 7(1m+]bn+2 +2(12—3"11744:

Se divide cada término del polinomio entre el monomio, como se muestra en los siguientes ejemplos.

EU.!EMPLOS o

o]

Ejemp

2x*=5x +x?

2
—X

1 ®@e-Efectia

Solucion
Se divide cada término del polinomio entre el monomio.
2x*=5x +x° _ 2x* 5% X

—x2 —xz —x2 —.)CZ

— _2x4—2 + 5x3—2 _ x2—2

=237 +5x—x"=-2x"+5x—1

) ) 1665,—1246,2+639
2 @®e-Determina el cociente de: ryz2 xzy z rY .
—4x7y

Solucién
Al aplicar los pasos del ejemplo anterior se obtiene:

4.6 2

16x°y°z _12x7y°z N 6x°y’

—4x%y —4x*y  —4x’y

= —4x6’2y

S—IZ + 3x4—2y6—lz2 _ §x3—2y9—1

252_3 8

=—4x*y*z+3x%yz 5%

3
El resultado es: —4x*y*z+3x*y 7> — Exys
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) 4x2m+l + 8x3m—2 _ 12xm+3
3 ®@e-;Cuil es el cociente de ?
6xm—2
Solucion

El monomio divide a cada uno de los términos que conforman el polinomio.

2m+1 3m-2 m+3
4x 8x 12x"° 4 (m)-(n-2) +§x(3m—2)—(m—2) _Ex(m+3)—(m—2)

6x"%  6x"%  6x"? 6 6 6
— gx2m+1—m+2 + ix3m—2—m+2 _ 2xm+3—m+2
3 3
:gxm-ﬁ +ix2m _2x5
3 3
. . 2 m+3 4 2m 5
Por consiguiente, el resultado es: gx + Ex —2x
EJERCICIO 31
: Realiza las siguientes divisiones:
° 2
: Xt 1. (éaslﬂ —%a“bS —a3b4)+6a3b2
. X
: 45° +22° 1
N N 12 (faglﬂ a’b® + a4b3) 3 b
: 2x 4 6
: 8x’y—20x (3 4
: 3, ————— 13. | =2y’ ==X +=x*y |+—x°
: 43 Y TR R )Y
2x° —x" +x ( 1 4 1 6
4, —— 14, | =x%y" —=x%y" + =2y |+ —=x*y’
X R T A R 577
2xt +6x°—8x7 ( 1 2 1 5
5 et TuA P A 15 7)(]0 8_7)6'8 7+7x5 6_x3 5 +_7)(2 3
24 I M S M T
6 8x° —10x* —12x° 16 a* b c* +6a* b > —8a* b c*
—4x* %ahb’z"‘.ch
; 2Tm*n® —15m°n® + 3mn> . x2(x—1y3u+5 —12xd+6y2“76
2 : a+2 _ 3a-7
3mn 6x“"y
324"b° +48a°h* — a*b’ 16a5™3p 7™ 10 g4m2pom=S | g 43m=4p5m
8 Sab3 18' _4a2m—5b4m+]
9 28x9y6 _ 49x7y3 _ 7x2y . 2040 _ 5047 2b* " + 845" b°
N 7x2y ° _10a2m+2b2n
1 1 3 —a  3— —c 1 —a_ 2- 1 —a_ —
10. (Zaz —%a ) + Ea sz vyt +€x1 vz —gx 'zt
20 1 2-3a_ 3-2b _1-c
—x
12
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o
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CAPITULO D

Ejemplos

Conceptos basicos de dlgebra

Polinomio entre ofro polinomio

A continuacidn se enlistan los pasos a seguir para realizar esta operacion:

] @e-Efectiia la siguiente operacién:

3x* —5x+2
3x-2

Soluciéon

1.

Se colocan los polinomios como en la divisién con nimeros reales, y se ordenan seglin convenga con respecto a
los exponentes:

3x—2 [3x* =5x+2

Se toma el primer término del dividendo, se divide entre el primer término del divisor y el resultado se coloca en
2

3
la parte de arriba: 2ok
3x

X
3x—2 [ 3x* —=5x+2

Se multiplica el resultado de la divisién por cada uno de los términos del divisor; a cada resultado se le cambia el
signo y se acomoda debajo del dividendo con su término semejante: (x)(3x) = 3x%; (x)(— 2) = — 2x.

X
3x—2 13x* —=5x+2

—3x" +2x

Se reducen los términos semejantes y se baja el siguiente término del dividendo, a la expresion resultante se le llama
primer residuo.

X
3x-2 13x> —5x+2
—3x% +2x
-3x+2
Se repite el primer paso, es decir, se divide el primer término del primer residuo que resulté de la reduccién anterior

. . .. . L =3x
entre el primer término del divisor y se escribe el resultado arriba: B =-1.
X

x—1
3x—2 13x* =5x+2
—3x" +2x
-3x+2

Se multiplica el resultado de la division anterior por cada uno de los términos del divisor y se escribe el resultado deba-
jo de cada término semejante del residuo anterior (no olvides cambiar el signo): (=1)(3x) = — 3x; (-1)(—2) = 2.

x—1
3x—-2 [3x°=5x +2

—3x"+2x
—3x+2
3x—2

Se realiza la suma y si el residuo es cero como en el ejemplo, la divisién termind; en caso contrario, se siguen los
pasos anteriores hasta obtener cero como residuo o algin polinomio de grado menor al del divisor.

x—1
3x—2 13x* =5x+2

—3x" +2x
-3x+2
3x—2

0

Por tanto, el resultado del cociente es: x — 1
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2 ®e-Efectiia la siguiente operacion:

CAPITULO

AlcEBRA

5a> —21b* + 8ab

a+3b
Solucién

Al emplear los pasos del ejemplo anterior:

5a—17b
a+3b |54+ 8ab-210°
- 54— 15ab
— TJab-21b"
Tab + 21

0

Por consiguiente, el cociente es: Sa — 7b

2

59 _ 54 (5a)(a+3b) = 5a° +15ab
a

—Tab
a

= —7b— (<7b)(a +3b) = ~Tab—-21b

En una divisién de polinomios, si al dividendo le falta uno de sus términos, se deja indicado el espacio que ocupa dicho

término o se escribe con coeficiente 0.
Ejemplo

2a+a*-a* -1 9

(Cudl es el resultado de >
a+a +1

Solucién

Se ordena tanto el dividendo como el divisor en orden decreciente con respecto a los exponentes y, en el caso del

dividendo, se deja el espacio correspondiente al término de exponente 3:

d+a+1 | a*+0d’ —a*=2a—-1

Se realiza la divisién como en los ejemplos anteriores:

- a-1

d+a+1d+0- 2—2a-1
—-d'- d- &
- a-2d*-2a
a+ d+ a

- d- a-1
@+ a+1
0

El resultado de la divisién es: @ —a — 1

EJERCICIO 32

Determina el cociente de las siguientes divisiones:

X +3x42
x+1

2 XX +4x+3
x+3

3 x> +5xy+6y°
’ x+2y
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4

a—zza2 —>(a2)(a2+a+1)=a4+a3+a2

a

—a; =—a—>(—a)(a2+a+1)=—a3—a2—a
a

;azzz—l—>(—1)(cf+a+l)=—a2 —-a-1
a

4 X +Tx+12

x+4

N x> —4x-12
x+2

6 x> +3x—-18
x=3
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

m* —11mn+28n*

m—"Tn

x> =9xy—10y’

x+y

n' +2n* —48

n*+8

m® —m* =20

m* -5

X +11x* +18

x*+9

x?-9x5+14

x=2

9x> —6x-35

3x+5

16m*> —4m—6

dm+2

15a> —a—-28

3a+4

8a’> —6ab—27b*

4a-9b

49m* —56m+15

Tm—5

15a* —ab—28b"

Sa-"1b

Tm® = 31mn+12n*

m—4n

12x% —5xy—2y°

4x+y

18m* —21m*n* —15n*

6m* + 3n*

9m* —9m* — 40

3m* -8

20m® —9m* —18

4m*+3

15m® = 34m* +9m+10

3m-5
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Conceptos basicos de dlgebra

12x* +13x* —=59x + 30
4x-5

8a’ —44a* +44a+42
4a>-8a-6

(x3—y3)+(x—y)

(8x3 +27y3)+(3y+2x)
(x6_8y6)+(x2_2y2)
(a4—a)+(a—l)

X +48x—64—12x7
x> +16—-8x

4x* +x*y* —5xy* —6y*
2x* —xy—2y"

6x* —8x =X +x+2
2xr —x—1

3t +2x° +3x—6x" =2
X 4+x=2

4x* —4x* —13x* +11x+4
2x*—4+x

6x* —19x° —12x* +43x+ 30
3x*—5x—6

4a* +26a* — 794> —20a+ 42
a’+8a—6

12x* —36x° —29x + 38x+24
2x*=5x-6

28x* —17x* +18x+23x* —24
4x* =3x+6

5xt—9x®—23x% +36x+12
X’ -4

12x* +9x° —11x%* —6x+2
3xr -2

10a* — 41a’b +9a*b* + 38ab’ +14b*
2a-"Tb




2 CapiTULO

AlcERRA
43 8x° —32x" +16x* +19x° +34x*> +19x-10 49 a"—ab —a"'b+b’
’ 2x-5 ’ a-b
a+2 a a-2
44, (Saz——ab—fb2)+(3a—ib) s0, M2 hmT
m~+2m+1
4 , 203 2 2) ( 1 2 ) m** + 4m* P - 2m*
45, | =x"——xy+— | =x—-= 51.
(5 75715 )5S -
1 1 2x+5 ) 2x+4 2x+3 _ 4 2x+2 +2 2x+1
46. (6m2—§mn+—n2)+(§m—fn) s2. 2 = o x+lm “
2 12 2 4 —2m
éaz +§a2 —Ha—i 53 =30m>" +46m°* +5m>" —23m’* +3m>*?
47, 8 2 18 3 : m3x—3 _ 8m3x—2 + 6m3x—1
éaz - za -2
2 3
48. (xa+3 +x° ) . (x + 1) s —x2mH3 L 2m2 o 2l g 2w 2l Dm=D
N xm 3 —x m—1 +xm—2
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ o o o o o o o &

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

1 Una empresa construye estructuras predisefladas para casas y edificios. Si x representa el niimero de estructuras y
los costos de produccién son: x* + 12x — 1200 para las casas y 3x” + x + 2000 para los edificios, ¢cudl es el costo
total de produccion de la compaiifa?

Solucién

El costo total se obtiene al sumar el precio de las casas y el de los edificios.

. %% +12x—1200
3x2+  x+2000
45 +13x+ 800

Por tanto, la empresa gasta: 4 x> +13x + 800

2 El largo de un terreno en metros lo determina la expresién 2a” + 3a +2 y su ancho lo representa 2a — 1, ;cuél es la
superficie del terreno en metros cuadrados?

Solucion
Para obtener la superficie del terreno se multiplica su largo por su ancho.
2a’ +3a+2
X 2a-1
4a’ +6a’+ 4a
+  2a°-3a-2
4a’ +4a’+a-2

Entonces, la superficie del terreno es de: 4a” + 4a” +a— 2 metros cuadrados.
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CAPITULO D

3

Conceptos basicos de dlgebra

Al adquirir 2x + 3 articulos se paga un importe de 10x” + 29x + 21 pesos, ;cudl es el precio unitario de los articulos?
Solucion

Para obtener el precio unitario, se divide el importe total entre el nimero de articulos.

Sx+7

2x+3 | 10x” +29x + 21

—10x° — 15x
14x + 21
— 14x-21
0

El costo de cada articulo es: 5x + 7 pesos.

Observa el siguiente plano de distribucién de una casa, la cual se proyecta en un terreno rectangular.

F— 5x+2 b 3x— 1 5x+2 —
342 Bafio 3x+1
x + Recamara h Recamara

Sala Estancia Comedor 4x -3
S5x—-3
| H | | | H | Cocina 3x—1
Zi— I Clorrledlor I
i LI |
} 6x+ 1 2% — 1 5¢+3  —1

De acuerdo con €él, calcula la superficie que abarca la construccion, excepto el corredor.
Solucién
Se calcula el largo y ancho del rectdngulo que abarca la construccidn:
Largo=(6x+ 1)+ (2x—-1)+ (5x+3)=13x+3
Ancho=Bx+2)+x+Gx-3)+2x—-1)=11x-2

Se obtiene el drea del rectdngulo que ocupa la casa y la del corredor:

Area del rectangulo Area del corredor

Area = (Largo)(Ancho) Area = (Largo)(Ancho)
=(13x+3)(11x-2) =((6x+ D+ 2x—-1)2x—1)
=143x" - 26x+33x -6 =8x)(2x—-1)
=143 +7x—6 =16x" — 8x
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2 CapiTULO

AlcEBRA

Para saber cudl es la superficie, se resta al drea del rectdngulo el drea del corredor:
A =(143x* + Tx — 6) — (16x° — 8x)
=143x" +Tx — 6 — 16x” + 8x
=127+ 15x - 6

Por tanto, la superficie es: 127x* + 15x — 6

EJERCICIO 33

oo 000000000

Resu

1.

elve los siguientes problemas.

Una particula recorre 5% + 4t + 7 metros, después recorre 1> — 4 y, finalmente, —5¢ + 3 metros. ;Cudl es la distancia
total de su recorrido?

. Una empresa obtiene con la venta de un articulo un ingreso de 3x> —7x+6400 y sus costos de produccién son de

2x% —9x+2000. ;Cudl es la utilidad que obtiene dicha compaiiia?

. Un obrero pinta una barda, cuya superficie es de 8x* +6xy+9y® metros cuadrados, si le faltan por pintar 3x> + 8y’

metros cuadrados, ;qué superficie lleva pintada?

. Un producto tiene un precio en el mercado de Sy + 3 pesos, si se venden 3y + 1 productos. ;Cudl es el ingreso que

se obtuvo?

. Si un terreno rectangular mide 4x — 3y metros de largo y Sx + 2y metros de ancho, ;cudl es su superficie?

. Las dimensiones de una caja en decimetros son: 2w — 3 de largo, 3w + 1 de ancho y 2w + 1 de altura. ;Cudl es su

volumen?

. Se tienen 12x* —5xy—2y” litros de aceite y se van a envasar en botellas de 3x — 2y litros de capacidad, ;cudntas

botellas se van a emplear?

Un mévil se mueve a razén de 3z° —¢* + 4 — 2 metros por segundo, calcula la distancia que recorre en un tiempo de
2t + 1 segundos (distancia = (velocidad)(tiempo)).

Utiliza el plano del ejemplo 4 de la pagina anterior, para calcular lo siguiente:

9.
10.
11.
12.

La superficie de las recdmaras.
El 4rea del baiio.
La superficie de la cocina.

El drea del comedor.

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o ¢ ¢ o o o &
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PRODUCTOS NOTABLES

El trinomio cuadrado perfecto

sf se denomina al resultado de (a + b)?, que se obtiene mediante
un cuadrado de lado (a + b); al que conforman dos cuadrados
de drea "o y "b*", asi como dos recténgulos de drea “ab”, por

tanto, el desarrollo de la expresion (a + b)? es:

@+ b?=0a*+2ab+ b

El cubo perfecto

Es la denominacién del resultado de (a + b)*; para su desarrollo se propone
un cubo de arista (@ + b) cuyo volumen serd la expresion (a + b)°. A esfe
cubo perfecto lo conforman dos cubos de volumen “a® y “b*" respectiva-
mente, tres paralelepipedos con volumen “a’b” y ofros fres con volumen
"ab”, lo que da el desarrollo de la expresion:

o BER=raitt 3o’ ™E e D"

a+b

a+b




3 CAPITULO

AlGEBRA

Definicién
Los productos notables se obtienen con un simple desarrollo, sin necesidad de efectuar el producto.

Cuadrado de un binomio

El desarrollo de la suma de dos cantidades al cuadrado es igual al cuadrado del primer término, mds el doble producto
del primer término por el segundo, mds el cuadrado del segundo; esta regla general se expresa con la férmula:
(a+b)Y=d"+2ab+b*

A la expresion resultante se le conoce como trinomio cuadrado perfecto.

Demostracion
La expresién (a + b)* es equivalente a (a + b)(a + b), entonces al realizar el producto de los binomios, se obtiene:

(@+bP’=(@@+b)a+b)=d"+ab+ab+b*=d*+2ab+ b

—
[ ]
[}

Desarrolla (x + 7).

Ejemplos

Soluciéon

Al aplicar la regla general:

— El cuadrado del primer término: (x)* = x*
— El doble producto del primer término por el segundo: 2(x)(7) = 14x
— El cuadrado del segundo término: (7)* = 49

Se suman los términos resultantes y se obtiene:
(x+7)7%= X+ 14x+49
2 e (Cudl es el resultado de desarrollar (3m + 51)*?

Soluciéon

Se aplica la férmula con 3m como primer término y 5n como segundo término

GBm +5n) = 3m)* +23m)(5n) + (5n)*
= 9w’ +30mn + 25n°

Por tanto, el resultado es: 9m* + 30mn + 25n°
1 2
3 ®@e-Desarrolla (Ea + 3) .

Solucion
Se sustituyen los términos en la férmula y se efectiian las operaciones, para obtener:

2 2
Lava) =(La] +2[La (3)+(3)2=la2+9a+9=la2+3a+9
2 4 2 4

2 2

4 ®@e-Desarrolla (5m*~* + n*)

Soluciéon

En este ejemplo los exponentes de las bases son expresiones algebraicas, entonces, al aplicar la férmula, se obtiene:

(5m2x—3 + n4X)2 — (5m2x—3)2 + 2(5m2x—3)(n4x') +(n4.’r)2 — 25m4x—6+ 10m2x—3n4x+ n8)¢
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Productos notables

5 ®@e-Desarrolla (— 2x — 3y).

Solucién

El binomio se expresa de la siguiente manera: (- 2x — 3y)* = ((—2x) +(-3y))’, se aplica la formula:

(- 2x =3y = ((-2x)+ (—3y))2 = (= 2x)* + 2(= 2x)(= 3y) + (= 3y)?
=4 + 12xy + 9y

Por tanto: (— 2x — 3y)* = 4x” + 12xy + 9y”

El desarrollo del cuadrado de una diferencia de dos cantidades, es igual a:
(@a-b)=da*-2ab +b*

En este desarrollo los términos se sustituyen con signo positivo, como lo ilustran los siguientes ejemplos:

—

@+, Cuil es el resultado de desarrollar (4x* — 9y*)*?

Soluciéon

Ejemplos

Se aplica la férmula anterior y se obtiene:
(4x* = 9y") = (4x)” = 2(4x")(9y") + (")’
=164 - 72x%° + 81y°
2 ®@e-Desarrolla (3x° 'y —2x°2)%
Solucion
Se aplica la férmula de la misma manera que en el ejemplo anterior y se obtiene:
(3x’y = 2x°2)" = (3xy)* = 2(3xy) (2x2) + (2x°2)* = Ixy* — 12x%yz + 4x"°7

Finalmente, el resultado de la operacién es: 9x%y” — 12x%yz + 4x'°7°

Cuadrado de un trinomio

El desarrollo de la expresién: (a + b + ¢)* es igual a la suma de los cuadrados de cada uno de los términos, més los
dobles productos de las combinaciones entre ellos:

@+b+ci=a’+b*+c*+2ab + 2ac + 2bc

Demostracion
La expresién (a + b + ¢)* es equivalente al producto (a + b + ¢) (a + b + ¢), entonces:

(@+b+c¥=(@+b+c)Na+b+c)=d*+ab+ac+ab+b*+bc+ac+bc+c”
Al simplificar los términos semejantes:

(a+b+cy=a+b"+c* +2ab+2ac+2bc
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AlGEBRA
3
ot 1 @e-Desarrolla (x + 2y + 32)%
£ .2
KB Solucién
Ly
Se aplica la férmula y se obtiene como resultado:
(r+2y+32° = ()" + (2y)" + (32)" + 2(0) (2) + 2(x) (32) +2(2y) (32)
=x" +4y* + 97" + dxy + 6xz + 12y7
? ®@e-0Obtén el resultado de (4m — Tn — 5)°.
Solucioén
El trinomio se expresa de la siguiente manera: (4m — 7n — 5)° = (4m + (- Tn) + (= 5))* y se aplica la férmula para
obtener como resultado:
(4m —Tn—5) = (dm)’ + (= Tn)’ + (=5)* + 2(dm)(= Tn) + 2(4m)(— 5) + 2(—= Tn)(= 5)
= 16m* + 491 + 25 — 56mn — 40m + 70n
l 2
3 ®@e-Desarrolla (Ex”’“ +2x" +xm'1) .
Solucién
Al aplicar la férmula se obtiene:
L ] (20" )2 (2 )2 o L (207)+2 L (+) +2(227)(x)
2 2 2
=ix2m+2 + 4x2m +x2m—2 + 2x2m+l + x2m+ 4x2m—l
Se reducen los términos semejantes y se acomodan de forma decreciente, respecto a los exponentes:
— %x2m+2 + 2x2m+l + 5x2m + 4x2m—l 4 me—Z
EJERCICIO 34
: Desarrolla las siguientes expresiones:
. 1. (x+38) 10. (4 —m)? 19. (2x + 3y)?
: 2. (m—10)* 11. (y+9) 20. (x+0.2)°
. 3. (a—=3) 12. (x—12) 21. (4x° + 5y)
: 4. (y+1) 13. (p+15) 22. (94’ — a*b)*
. 5. (y+5) 14. 2a -1y 23. (6mn* + 3m’p)*
. 5 1Y
. 6. -6)° 15. | =x—= 24. (&’ -b)
: (p—-06) ( 1773 ) ( )
. 3 ¥
. 7. (1-b) 16. (Bax—1) 25. (1—4xy)
S 1 2
. 8. (x—5) 17. (mn + 8a)* 26. (4)6—2)23 )
. 2 2 2 1
N 9. 2+n) 18. (7a—3b) 27. | ———
. 3x 4y
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Productos notables

: 28. (3x% +4xy") 38. (6x™" 7%+ 5y") 48. (& —=2x+ 1)
© 29, (5ab - 3xy’) 39. (0.3x* —0.8y"" )2 49. (x+y-2)°
: 9 N2 5 3a-2 6 1-3a ' 2
. 30. (m +12y") 40. gx +gy 50. 2a-3b+1)
: x87y ’
. 31. (3x° — 9%y’ 41. ( 5 +3y8--*] 51. (4m+ Sn+p)
x4a b4x a+l
32. (a" - b 42. ( —+ : ] 52. B +2y°— 1)
2
33. BxM TS 42y Y 43. (x+2y+3z)° 53. (;a+;b+c)
2
34, (m**° - 4n’y? 44. (3x—2y+1)° 54. (éx—y+ij
1 ’ 2 3 1Y)
35. (w +a3Xb4>‘J 45. (a+6b-5c)’ 55. (+—)
2 Xy z
4 5 3,) . 2 e
36. 34 —Eb 46. (a*+5a+4) 56. (a* — b’ +¢%)
37. (0.6m™ —0.5n"? 47. (@*+3a-2) 57. (@ '=2a —a ")
o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondientee « ¢« ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ o

Binomios conjugados

Son de la forma (a + b)(a — b) y su resultado es la diferencia de los cuadrados de ambas cantidades, como se ilustra
en la férmula:

(@a+b)Ya-b)=d*-b*

Demostracion
Se realiza el producto y se obtiene:

(@a+ba-b)y=d*—ab+ab-b*=d"-b"

E".,IEMPLOS °
2 1 @e Desarrolla (x + 6) (x - 6).

Soluciéon

Ejemp

Ambos términos se elevan al cuadrado:

— El cuadrado del término que no cambia de signo: (x)* = x°
— El cuadrado del término que cambia de signo: (6)° = 36

Finalmente, se realiza la diferencia y el resultado es: x* =36
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AlcEBRA

@®e-Desarrolla (m — 4) (m + 4).

Solucién

Al aplicar la férmula se obtiene:

(m—4)(m+4)=(m)’ - 4’=m’- 16

@®@e-Resuelve (- 2x° +7) (= 2x° = 7).

Solucion

Los binomios se expresan de la siguiente manera para aplicar la férmula:

2+ (=2 =) =[(=2X) + T [(= 2%") = 7] = (= 2x’)’ = (7’ = 4x° — 49

4 4
®e-Desarrolla 9—3’" 3m +& .
3 2 2 3

Solucién

Se ordenan los términos y se aplica la féormula para obtener:
10 3m*)(3m* 10} _(10_3m*}(10 3m’ _(10)2_ 3m* ) 100 9m®
3 2 2 3 3 2 3 2 3 2 9 4

®e-Resuelve (5x 7% +y*) (5x 73 = y*™).

Solucién
Al aplicar la férmula se obtiene:

(5x2a—3 + y4rn)(5x2a—3 _ y4m) — (5x2a—3)2 _ (y4m)2 — 25x411—6 _ ySm

Ejemplos

—

Productos donde se aplican binomios conjugados

El resultado de (m + n — p) (m + n + p) es:
Solucién
Los elementos de ambos factores se agrupan de la siguiente manera:
(m+n—-p)m+n+p)=[(m+n)-p][(m+n)+p]
Se aplica la férmula para los binomios conjugados:
=(m+n)-p’
Se desarrolla el binomio y, finalmente, el resultado es:

=m’+2mn+n’-p’

2 ®@e-Desarrolla (x +y—-3)(x—y+3).

Solucion
El producto se expresa de la siguiente manera y se procede a aplicar el producto de binomios conjugados:
x+y=-3x-y+3)=x+(-Ix-(y-3)

=)' = (-3
=X -y +6y-9

Por tanto, el resultado es: x* — y* + 6y — 9
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3 ee (Cudl es el resultado de 2x -3y — z+5) 2x—3y+z-15)?

Solucién

Se agrupan los términos y se aplica la férmula para binomios conjugados:

Productos notables

(2x=3y—z+5)(2x = 3y+z-5=[2x-3y) = =] [(2x - 3y) + (2 - 5)]
=Qx -3y~ (z-5)

Se desarrollan los binomios, se eliminan los paréntesis y se ordenan los términos:

= (4x* = 12xy + 9y%) — (£ — 10z + 25)

=45 — 12xy +9y* — 77 + 107 - 25
= 4x*+9y* — 77— 12xy + 10z = 25

Finalmente, el resultado es: 4x* + 9y* — 22 — 12xy + 10z — 25

EJERCICIO 35

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

Desarrolla los siguientes productos:

1.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

- Y

x+3)(x-3)

(a-Da+1)

b+2)b-2)

(k—8)(k+8)

G-»G+y

9 -a)9+a)

(m = n)(m + n)

(xy —2)(xy +2)

(3x + 5y)(3x = 5y)
(4m — 9n)(4m + 9n)
(2b - 3¢)(3c + 2b)
(6" + 1)(6x° = 1)
@Bm* - 8)(3m’ +8)
(5x"y + 42)(— 4z + 5x%y)
(9ab* - ¢")(9ab' + )

(74’6’ = cd®)(7a’b’ + cd”)

79

17.

18.

19.

20.

21.
22.
23.
24.
25.
26.
217.
28.
29.
30.
31.

32.

[\

3x* —i)(3x2 +i)
10 10

(3ax—4 + bSA‘)(3ax—4 _ b3.\f)

(8y2(z—3 _ 4x4a)(4x4a + 8y 2a—3)

(a+b—-c)a+b+c)
(a=b+c)a+b-c)
(m+n+p)m—-n-p)
(x+y-3)(x+y+3)

(4x +3y—z2)(4x -3y +2)

(o =xy + )+ + xy)

(m* — m* — m)(m* + m* + m)

(2x+ 5y —3z2) 2x+ 5y +32)

(x+2y—-1) (x+2y+1)

1 2 1)\(1 2
—m-——n——||-m+—-n——
(2 3 4)(2 3 4

1

)



3 CAPITULO

Aicesra

2 1 2 2 1 2

3B, | =X+ oy 2) =Xt ——xy+=y 37. (m—2n+3p-5)(m+2n-3p-5
(5 PRl | P ] (m—=2n+3p—35)(m+2n-3p-3)
[N SN S | (5 TR SR g

34. (gx""—gx +5x ])(Sx I+gx 5 'J 38. (x—y+z-4Hh(x—-y-—z+4)

35. (a+b+c+d)a+b—-c—-d) 39. 2x+3y+4z-7) 2x+3y—-4z+7)

36. x+y+z-D(x—-—y+z+1) 40. x—y—3z-5) (x—y+3z+5)

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ o o o o o o o »

Binomios con término comin

Son de la forma (x + a) (x + b), su resultado es un trinomio cuyo desarrollo es el cuadrado del término comun, més la
suma de los términos no comunes por el término comun, mds el producto de los no comunes.

x+a)x+b)=x*+(@+b)x+ab

Demostracion
Se realiza el producto de los binomios:

(x+a) (x+b)=x*+ax+bx+ab
Se agrupan los términos semejantes y se obtiene la férmula:

x+a)(x+b)=x+ax+bx+ab=x*+(a+b)x+ab

EvJ,EMPLOS °
= 1 ®e Desarrolla (x - 6) (x +4).
£ .2
o Solucién
L

Se desarrolla el procedimiento descrito:

— El cuadrado del término comin: (x)* = x°
— La suma de los términos no comunes, multiplicada por el término comin: (— 6 + 4)(x) = — 2x
— El producto de los términos no comunes: (— 6)(4) =— 24

Se suman los términos anteriores y se obtiene como resultado:

x—6)(x+4)=x*-2x—24

2 ®@e-Efectia (m —3) (m - 5).
Solucion
Al aplicar la férmula, se obtiene:

(m=3)m=-5=m"+(=3-5m+(=3)(=5)=m"-8m+15

3 @e-Resuelve (5x —4) (5x -2).

Solucién
Gx -4 (5x-2)= (5x)2 +(=4-2)5x)+ (4 (2
=25+ (- 6) (5x) + 8
=25x"-30x+38
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Productos notables

4 @e-Efectia la siguiente operacion: (7 —x)(7+3x).
Solucién

El término comun es 7, con la aplicacién de la férmula se obtiene:

(7-x)(7+3x) = (7)2+(—x+3x)(7)+(—x)(3x) = 49+14x-3x’

5 @e:;Cuil es el resultado de (n* + 10) (n* — 8)?
Solucién

Al aplicar la férmula se obtiene:

(n* +10)(n* = 8) = (n*)" +(10-8)n* +(10)(-8) =n*+2n* - 80

6 ®@e-Efectia (%x—l)(zaﬁl)

2)\3 4

Solucién

Se aplica la férmula y se obtiene:
G335 (335 ()E) -3 -6
—x——|zx+—|=|=x| +H| =+ || =x |+ == |==x"—=x—=
3 23 4 3 2 4)\3 2 )\ 4 9 6 8

7/ ®e:Desarrolla (x+y—3) (x+y+7).
Solucion
Se agrupan los términos en comun:
(+y=3)Gx+y+D=[x+y) -3 [x+y)+7]
Se aplica el desarrollo para el producto de binomios con término comun:

(x+y=3)@x+y+DN=[x+y) -3 [(x+y)+7]
=@+ + (34D @)+ (=3 (D)
=@+ + @ @+y) + (=21
=X +2xy +y +4x + 4y - 21

8 ®e-Desarrolla (2m + 3n —4) 2m — 5n +2).
Solucion
Se expresa el producto de la siguiente manera:
@2Cm+3n—-4) 2m—-5n+2)=[2m) + 3n—-H] [2m) + (- Sn+2)]
Al desarrollar el producto de binomios con término comin, se obtiene:

=02mP+@Bn-4-5n+2)2m)+ Bn—4) (- 5n+2)
=4m* + (- 2n—2) 2m) + (— 150* + 6n + 20n — 8)
=4m* + (— 4mn — 4m) + (- 150 + 26n — 8)

=4m* — dmn — 4m — 150> + 26n — 8
=4m* — 150> — 4mn — 4m +26n — 8
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EJERCICIO 36

Resuelve los siguientes productos:

1.

2

3.

10.
11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

(x=8)(x+5)

m+T)(m—-4)

(x—10)(x=2)

. (x=6)(x=5)

x+4d(x+6)

(n=3)(n+4)

(x=1Dx—8)

. (a+3)a-9)

x-5x+2)

(m—-3)(m+38)

2x-6)2x+4)

(Gm +6)(3m — 4)
(6x — 4)(6x +3)
(4x — 5)(4x —2)
(1-3x)(2-3%)
(4 + 5x)(6 + 5%)
(2 Tx)(2 + 6x)
(5 +2x)(5 — 9%)
(> — 10)(* + 6)

m* — 4 (m’ - 8)

82

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

e e o

@ +6)(x* - 12)

@ -DE+2)

(@ =5)a'-2)

" T - 5)
(@™ + b*)(@’x* +2b%)

Bx" +4y"H(3Bx" = Ty")

(a+b+3)(a+b+4)
(a=2b+1)a—-2b+5)
(x=—y+39)(x-y-Tz)
2x+y+2)2x+y-1)
m +n*=5(m* +n*+9)

(a+b—-c)a—b-3c)

. (+3y-4(x—2y+72)

. (@a+5b+c)a—-5b+c)
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Ejemplos

—
[ ]
o

3 e

Productos notables

Cubo de un binomio

Es de la forma (a + b)’, su desarrollo es un polinomio de cuatro términos al que se llama cubo perfecto y su desarrollo
es el cubo del primer término, més el triple producto del cuadrado del primero por el segundo, més el triple producto
del primero por el cuadrado del segundo, més el cubo del segundo.

(@+b’=a’+3d’b +3ab* +b*

Demostracion
La expresién (a + b)® es equivalente al producto (a + b)*(a + b), entonces:

(a+b)}=(a+by(a+b)=(a"+2ab+b)a+b)
=a’+d’b +2d°b + 2ab* + ab* + b’
=a’+3d°b +3ab* + b’

Desarrolla (m + 5)°.

Solucién
Se obtiene cada uno de los términos que conforman al cubo perfecto:

— El cubo del primer término: (m)* = n’

— El triple del cuadrado del primero por el segundo: 3(m)*(5) = 15m’

El triple del primero por el cuadrado del segundo: 3(m)(5)” = 3(m)(25) = 75m
— El cubo del segundo: (5)° = 125

Estos resultados se suman y se obtiene:

(m+5) =m’ +15m* + 75m + 125

Desarrolla el siguiente binomio (x — 4)*:

Solucién

El binomio se expresa de la siguiente manera: (x — 4)° = (x + (— 4))*, se obtiene cada uno de los términos del cubo
perfecto:

— El cubo del primer término: (x)° = x’

El triple del cuadrado del primero por el segundo: 3(x)’(— 4) = — 124

El triple del primero por el cuadrado del segundo: 3(x)(—4)* = 3(x)(16) = 48x
— El cubo del segundo término: (— 4)* = — 64

Finalmente, el desarrollo es:

(x—4’=x"— 122" + 48x — 64

Desarrolla (— 2m — 3n)’.
Solucién

El binomio se representa como: (- 2m — 3n)° = [(— 2m) + (- 3n)]’, se aplica la regla general:

(= 2m—3n) = (- 2m)’ + 3(-= 2m)*(-3n) + 3(- 2m)( - 3n)* + (- 3n)°*
= (= 8m’) + 3(4m*)(= 3n) + 3(= 2m)(9n*) + (- 27n°)
=—8m’ — 36m’n — 54mn* - 270’

(continiia)
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El desarrollo del cubo de la diferencia de dos cantidades se obtiene con la formula:

(@a-b)’=a*-3a’b + 3ab* - b’

Al utilizar la férmula los términos se sustituyen con signo positivo.

4 ®e-;Cuil es el resultado de (3x" — 2y*)*?

Solucién

Se aplica la férmula y se determina que:

Gx' = 2y")" = (3xY)’ = 33 (2y) 3322y - (2’

=27x"2 = 3(9x%)(2y°) + 3(3x")(4y°) — 8y’
=27x" = 54x%° + 36x*° - 8y’

EJERCICIO 37

Desarrolla los siguientes binomios al cubo:

s e 00000000

1

8

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « «

L x=1)7
. (m+6)°
L (x=2)°
(a + 10)°
. (mn-7)°
(x+3)
(1-x°
. (10 =m)’

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16

2x+1)°

(Ba - 4)°

(2x + 3y

(1 -4m)*

(3x - 4y)°

5m® +21°y

(3xly - 22Y’

. (4x7 + 2xy)’

17. 3m* - 4m’n)’

3
18. )c+l
3
3
19. (x—lj
2
3
20. gx—l
3 4
3 4 Y
21, | =x+—
[55]
3
22. la—éb
2 4
| 3
23. | =x*+
[50)

24. (2x2a—3 _ 3y4a+1 )3

Multiplicaciones que se resuelven con la aplicacién de productos notables

Se utiliza para resolver una multiplicacién de polinomios, siempre que las caracteristicas de los factores permitan
aplicar las reglas de los productos notables. Se agrupan las expresiones y se desarrolla el producto notable que corres-
ponda a las caracteristicas de los mismos; con los factores resultantes se aplica el mismo procedimiento hasta obtener

el resultado.
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Ejemplos

Productos notables

—

@+ Desarrolla el siguiente producto: (x + 2)(x — 2)(x* + 3).

Solucién

Se eligen los factores (x + 2)(x — 2), los que se resuelven como un producto de binomios conjugados:
(x+2)(x-2)=x"—4
Entonces el producto inicial se representa como:
(x+2)(x -2 +3)= (" -4’ +3)
Por dltimo, se aplica el producto de binomios con término comtn:

@ =HEP+3) =D+ (=4+3)ED)+=DH?B)
=xX-¥-12

Por tanto: (x +2)(x —2)(x* + 3) =x" —x* — 12
2 ®@e-Desarrolla el siguiente producto: (x + 1) (x +2) (x — 1) (x = 2).

Soluciéon

De acuerdo con la eleccién de los factores es como se procede a aplicar el producto notable, en este caso reagruparemos
los factores de la siguiente manera:

+Dx-Dx+2)(x=2)
Al desarrollar mediante binomios conjugados, se obtiene:
E+rDGEx-D=x"-1 @+ (x-2)=x"-4
La expresion se transforma en:
G+FDE-DE+2)@x-2)=-1D) -4
Por tltimo se aplican binomios con término comun:

= () + (1= 4+ (- (= 4)
=x'-5+4

Portanto: (x+ 1) (x+2) (x— ) (x —2) =x*— 51+ 4
3 ®@e-Resuelve el siguiente producto: (x + 3)*(x — 3)°.

Solucién

Se desarrollan los cuadrados de los binomios:
x+3)P=x"+6x+9; (x=3’=x"—6x+9
Luego:
@+ =3 =@ +6x+ DA -6x+9D=("+9+6x) (x’+9 — 6%)
Al aplicar binomios conjugados se determina que:

O+ 9+ 6x)(x* +9 —6x) =[(x* +9)* — (6x)°] = (&")* + 2(x) (9) + (9)* — 36x°
=x"+18x* + 81 — 36x°
=x'—18x + 81

Por tanto, el resultado es: x* — 18x* + 81
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EJERCICIO 38

Realiza las siguientes multiplicaciones aplicando productos notables:

1.
2
3
4
5
6.
7
8
9

10.
11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

x—Dx+DE*+2)

. (m+8)(m—8)(m+ 1) (m—1)
. (3x=5)(3x +2)(9x* — 9x — 10)
. (5x—6)*(5x + 6)°

. (m+2)’ (m-2)

(= x—6)* (& — 12x + 36)

L (= D@+ (- 602+ 7)
Y-y (YY)
. Cm+6)2m—8)dm* +3m+ 1)

(9 — 6x7)(6x" + 9)(81 + 36x°)
x=DHx+5)x+4)(x-5)

2 . 1 5Y(2 . 1Y
—X —— =X+
(3 sy)3 57

[(2x = »)2x + y)(@x* + )]
(m* —m—1)(m* +m+1)
(x—y) (@ +y) (x+Y)

(m —2)(m” — 4)* (m+2)

(x+))x = NE+ )=y

x+Dx=3)x—-Dx+3)

(m* + 5)(m — 2)(m” + 4)(m + 2)
[(n+2)(n- 2)(n2 + 4)]3
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FACTORIZACION

Pierre de Fermat

atemdtico francés quien nacié en
Beaumont de lomagne vy fallecié
en Toulouse. Fermat participd con
Pascal en la creacion de la teoria matemdtica
de la probabilidad; Descartes y Fermat inven-
taron la geometria analitica, cada uno por su
lado. Si todas estas aportaciones de primera ca-
fegoria no son suficientes para ponerlo a la cabeza de sus contempordneos
en la matemdtica pura, podemos preguntamos: squién hizo mase Fermat
era creador innafo. Era fambién, en el estricto sentido de la palabra, en lo
que se refiere a su ciencia de la matemdtica, un aficionado. Sin duda es
uno de los més grandes aficionados en la historia de la ciencia, y quiza
"sea el primero”. La vida de Fermat fue tranquila y laboriosa, pues tuvo una
extraordinaria suertfe.

Pierre de Fermat
(1601-1665 d.C.)
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Ejemplos

—
[ ]
[}

3 e

4 e

Definicién
Factorizar es expresar una suma o diferencia de términos como el producto indicado de sus factores; éstos se presentan
en la forma mds simple.

Factor comdn

Es la expresion comun que tienen todos los términos de una expresion algebraica.

Factoriza: x® — x° + x°.
Solucién

Para encontrar el factor comtn se toma la letra que se repite y de menor exponente (xz) , después cada uno de los
términos de la expresion algebraica se divide entre el factor comtin:

Los resultados se expresan de la siguiente manera:

X=X +x° =x2(x4—x3+1)

Factoriza: 16a®b’c— 12a°b*c® + 20 a’b".
Solucién

Se busca el factor comun de los coeficientes, que es el maximo comun divisor de ellos y también se busca el factor
comtun de las literales:

MCD (16, 12,20)=4 Factor comin literal = a’b*

Se realizan las divisiones término a término y el resultado de la factorizacién es:

16a°b"c— 12a°b*c + 20 a’b"° = 4a°b* (4a3bsc -3ad°c* + Sbg)

Obtén la factorizacién de la expresion: 18x” — 12x + 54.

Solucién

El médximo comun divisor de los coeficientes es 6 y no existe un factor comdn literal, por tanto, la expresion tiene s6lo
un factor comtin numérico y se expresa como:

18x° = 12x + 54=6(3x"-2x+9)

Factoriza: (2a—3b)’ (5a—7b)’ —(2a-3b)’ (5a—7b)’.
Solucién

En esta expresion el factor comun estd compuesto por binomios, por consiguiente, se toma de cada uno de ellos el de
menor exponente y se realiza la factorizacién de la siguiente manera:

(2a-3b)" (5a—"7b)" = (2a-3b)' (5a—"Tb)" =(2a—3b)’ (5a—7b)' [ (Sa—Tb)—(2a-3b)]
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Factorizacién

Se reducen los términos semejantes del tltimo factor:

(2a-3b)* (5a—7b) [5a—Tb—2a+3b]
(2a-3b)* (5a—7b) [3a—4b]

Finalmente, el resultado de la factorizacién es: (2a—3b)’ (5a—7b)’ [3a—4b]

EJERCICIO 39

: Factorizar las siguientes expresiones:
. l. @+a 14. 55m’n’x + 110m° 0’ x* = 220m*y’
2. ab*-2a’h 15. 25x" — 10x° + 15x° — 5x°
: 3. d+a-a 16. 9a* - 12ab + 15a’b* —24ab’
: 4. 18x° +30x" 17. 12m’n + 24m’n* - 36m'n + 48m’n’
5. 48x" — 12x° - 24x°* 18. 3d’b + 6a’b’ - 5a'b’ + 8a’b* + 4a°b’
6. 25b° +35b" — 450 19. 16x°y* — 8x*y — 24x’y — 40x%y’
7. 1ax - 121a’x + 33a’ 20. 100a’b’c — 150ab’c® + 50ab’c’ — 200abc’
8. 94°h — 12 &’b’ + 15ab* — 18a’h* 21. 93a’x’y — 62a’x’y* —124a’x
9. O’ +6x+3 22. 6x(3x—1)*+ 2x*(1 — 3x)°
10. 4x* —8x’ + 1247 23. 9(x+1)=3(x+1)
11. 6x* —6xy—6x 24, X¥(x+2)—x(x+2)
12, 14x7y* - 28x + 56x* 25. 4x* 2x—5)"+8x’(2x - 5)
13. 34ax’ +51a’y — 68ay’ 26. 2x—1D(x+4)—Q2x-1DBx+1)
@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « « « v o ¢« o .

Factor com0n por agrupacién de términos

Se agrupan los términos que tengan algun factor en comiin, de tal modo que la expresion restante pueda factorizarse
como se muestra en los siguientes ejemplos:

EuJ,EMPLOS °
—g_ 1 @e-Factoriza: am + bm + a*+ ab.
£ .2
0 Solucién
]

9 9

Se agrupan los términos y de los primeros se factoriza “m” y de los segundos “a”.
am + bm + a*+ ab = (am + bm) + (a*+ ab) = m(a + b) + a(a + b)

La ultima expresion se vuelve a factorizar tomando como factor comuin el binomio a + b y se obtiene como re-
sultado:

=(a+b)(m+a)
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(Cudl es el resultado de factorizar 6ax + 3a” — 4bx — 2ab?

Solucién

Se agrupan los términos y se buscan los respectivos factores comunes de cada uno para poder factorizarlos y obtener
como resultado:

6ax + 3a* — 4bx — 2ab = (6ax + 3a®) + (— 4bx —2ab) = 3a 2x + a) — 2b 2x + a)
=2x+a)(3a—2b)

Factoriza: 6a’ x+ 4ab + 2a — 3abx — 2b” — b.
Solucion
Se repiten los mismos pasos que en los ejemplos anteriores y se obtiene:

64 x+ 4ab + 2a — 3abx — 2b* — b = (6a’x + 4ab + 2a) + (— 3abx —2b* —b)
=2a Bax+2b+1)—b Bax+2b+1)
=Bax+2b+1)(2a-b)

EJERCICIO 40

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

Factoriza las siguientes expresiones:

1.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20

2
3
4
5
6.
7
8
9

m’+ mn + mx + nx

L3 —1-x"+3x

. ax—bx+ay—by

. 2y’ —6ay* —y+3a

. am—2bm —3an + 6bn
4a’x — 5a°y + 15by — 12bx
. m’pt = 3np’+m’? - 3n7’
. Sm’n+ 5mp* + n’p* + mn’
. 3a—2b-2by" + 3ay*
2mx* + 3nx* +10m + 15n
bm® + by’ — em® — ¢y’

X —15-5x+3x

3bz —by — 9mz + 3my
a+a+a+l
1+2a-3d’ - 6a’

38 T +3x -7
4a—-1—-4ab+b

18m + 12m* — 15m — 10
xX'yz = x2’m + xy’m — yzm’

. p’r +mn’p’t + m’npt + m'n’

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente« « ¢ ¢ o o o o o o »
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Ejemplos

Factorizacién

Diferencia de cuadrados

La diferencia de cuadrados es de la forma a” — b” y su factorizacién es:
a’-b*=(a+b)(a-b)

Lo que da como resultado el producto de binomios conjugados.

] ®@e-Factoriza la expresién: x* —9.
Solucién

Se extrae la raiz cuadrada del primer y segundo términos; los resultados se acomodan como se indica en la férmula.
Jei=x ; 9=3
Finalmente, la factorizacién es: x* =9 =(x+3)(x—3)

? @e-Factoriza: Ex2 —L.
9 25
Solucién

Se aplica la férmula y se obtiene como resultado:

16 , 1 (4 1)(4 1)
— X ——=|zxt—- || zx——
97 25 (37 s5N\3" 5

2a-4 _ 6bo

3 ®@e-;Cuil es el resultado de factorizar x y
Solucion
Se expresan los exponentes de la siguiente manera:

2a-4 _ 6b _ xz(a—2) _,,2(3b)

X y

y

Se extraen las raices cuadradas de ambos términos:

NI N
Finalmente, se obtiene:
x4 =y = (x"’2 +y* )(x’“z - y‘””)
4 ®e-Factoriza la expresion: (2x + 3)° —(x—1).
Solucién
Se extrae la raiz cuadrada de cada uno de los términos:
(2x + 3)° =2x+3 (x-1)" =x-1
Se sustituyen las raices obtenidas en la férmula:
(2 +3) =(x=1)"=[(2x + 3)+(x=1D)][(2x + 3)=(x-1)]
Se reducen los términos semejantes de cada uno de los factores y se obtiene como resultado:

=[2x + 3+x—1][2x + 3—x+1]
=[3x + 2][x + 4]
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EJERCICIO 41

Factoriza las siguientes expresiones:

. 1. x*-1 11. x°-36 21. 1-x*
. 2. x*—49 12. 16a*b® —c° P
. 3. 81-x 13. xz—% 23. 16x* —49y*
2 2 4 2 2
4. 16x* -9 4. x 51 24, (x=1) =(y-3)
4 4 2 16 2 2
5. a -b 15, x"—— 25. (2x+1) —(y+5)
49
6. x*—64 16. x“—% 26. (x—1)’ =16y
N , 16 2 2
7. 100-16x 17. 49x - 27. 4(3x=2)" -9(x-1)
8. 36x*—1 18. x% —y* 28. —(x+2y)" +16(x+y)’
9. 4-25x 19. > —9p™ 29. 25(4x-3)" -9(2x+1)’
10. 4a*-9b%c? 20. m** =25 30. 49x* —4(x* =3x)
O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »

Trinomio cuadrado perfecto

Se conoce asf a toda expresion de la forma:

a® +2ab+b*

Pasos para factorizar un trinomio cuadrado perfecto

1. Para factorizar esta expresion, se debe verificar que los términos se encuentren ordenados con respecto a los ex-
ponentes de mayor a menor o viceversa.

2. Se extraen las raices cuadradas de los términos extremos (primer y tltimo términos):
Va’ =a Vb* =b
3. Para comprobar que la expresién es un trinomio cuadrado perfecto, se realiza el doble producto de las raices:
Comprobacién =2ab

4. Si el resultado del producto es igual al segundo término del trinomio, entonces éste es cuadrado perfecto y su
factorizacion es igual al cuadrado de una suma o diferencia de las raices cuadradas de los términos extremos.

a* +2ab+b* =(axb)

E".,IEMPLOS o
TOJ_ ] ®@e-Factoriza la expresion: x> +6x+9.
£ .l
o Solucién
L

Se obtienen las raices cuadradas y se comprueba que el trinomio es cuadrado perfecto:

it =x J9=3 Comprobacién = 2(x)(3) = 6x
Al tomar el signo del segundo término, la factorizacion es:

X +6x+9=(x+ 3)2
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2 ®e-Factoriza: 4x> +9y* —12xy .
Solucién
Se ordenan los términos de la siguiente manera:
4x* +9y* —12xy = 4x> — 12xy+ 9y’

Se extraen las raices de los términos extremos y se verifica que el trinomio es cuadrado perfecto:

Vax* =2x \9y* =3y Comprobacién = 2(2x)(3y) = 12xy
Finalmente, el resultado de la factorizacion es:

4x7 +9y* —12xy=4x> = 12xy+9y* = (2x - 3y)’

. - .. 1
3 ®e-Factoriza la siguiente expresion: (m+n)’ +(m+n)+z .
Solucion

Se obtienen las raices de los extremos y se comprueba el doble producto:
2 1 1 ., 1
(m+n) =m+n 173 Comprobacién =2(m+n) 5 =m+n

Por tanto, la factorizacion de la expresidn propuesta es:

(m+n)2+(m+n)+i=((m+n)+;)2 =(m+n+%)2

4 ®e-Factoriza la expresién: 3a—2+/15ab +5b .

Solucién

Las raices de los extremos y la comprobacién de que la expresion es un trinomio cuadrado perfecto es:

V3a y J5b Comprobacién = 2(\/3_a)(\/5_b): 2,/(3a)(5b) =2+/15ab
Por tanto:

3a—215ab +5b=(J3_a—J5_b)2

1 1
5 @e-Factoriza x* +4x% +4 .

Solucién

Se obtienen las raices de los extremos y se comprueba:

00 | =

1 L 1 1
Vit =00 = i3 Ja=2 Comprobacién = Z(x8 ](2): 4x

Por consiguiente, el trinomio es cuadrado perfecto y su factorizacién es:

1 1 Y
x* +4x8 +4=[x8 +2]
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EJERCICIO 42

Factoriza las siguientes expresiones:

- 1 d+8a+16 19. yj—yz+zz
: 2
- 2. m—10m+25 20. 1+2p+2-
: 3 9
: "
. 3. n*=8n+16 21. x4—x2y2+Z
° 2
. 4. ¥ —6x+9 2 LByt
. 25 36 3
: s
5. X+ 12x+36 23. 16m°—2m’n’ +
6. 9a°—30a +25 24. Ya+x’—12(a+x)+4
7. 36+ 121¢° — 132¢ 25. 40 +m) =40 +m)(n -1+ (n -1y
8. 164’ + 24ab + 9b* 26. 9(a — b)Y + 12(a — b)(a + b) + 4(a + b)’
9. 4a* — 20ab + 25b* 27. (m+n)*—2(m+ n)(m —n) + (m — n)*
10. 94* + 6ab + b* 28. 4a*—4a (b—a)+ (b—a)
11. 44*— 12ab + 9b* 29. (m+a)*—2(m+a)a+b)+ (a+b)
12. @ —24x°a’ + 144x"a’ 30. x+242xy +2y
13. 100a" - 60a’h + 9b* 31. ax+4Jax +4
3
14. &* +36b°c*+ 12a’bc 32. a®—10a? +25
1 1
15. 121 + 1984° + 81a" 33. x*+6x°+9
1 1
16. 49x° — 70ax’y* + 254°y* 34. 16x% —8x* +1
2 1
17. 400a" + 404’ + 1 35. m3 +4m? +4
18. x*+ 18x" + 81 36. Im> —6Im+9
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »
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CAPITUIO 4

Factorizacién

Trinomio de la forma x* + bx + ¢

Esta expresion resulta del producto de binomios con término comun. Para factorizarla se realizan los pasos aplicados
en los siguientes ejemplos:

v
—g_ ] ®@e-Factoriza la expresién: x* + 11x + 24.
£ .
K3 Solucién
(")
Se extrae la raiz cuadrada del término cuadratico y se coloca el resultado en ambos factores:
x° +llx+24=(x )(x )
Se coloca el signo del segundo término (+1 Lx) en el primer factor y se multiplica el signo del segundo término por
el del tercer término (+)(+) = + para obtener el signo del segundo factor:
x +11x+24 =(x+ )(x+ )
Al ser los signos de los factores iguales, se buscan dos cantidades cuyo producto sea igual al tercer término (24)
y cuya suma sea igual a 11; estos nimeros son 8 y 3, que se colocan en el primer factor, el mayor, y en el segundo
factor, el menor:
X +11x+24=(x+8)(x+3)
Finalmente, la factorizacién es: (x+8)(x+3)
2 ®e-Factoriza la expresién: m* —13m + 30.
Solucién
La raiz cuadrada del término cuadritico es “m”; el primer factor va acompafiado del signo del segundo término (—13m)
y el segundo factor va con el signo que resulta del producto de los signos del segundo y tercer términos (—)(+)=—
m? —13m+30=(m— )(m— )
Se buscan dos cantidades que multiplicadas den 30 y sumadas 13, estas cantidades son 10 y 3, se acomodan de la
siguiente forma y el resultado de la factorizacién es:
m* =13m+30=(m—10)(m—-3)
Cuando los signos de los factores son iguales (positivos o negativos), los nimeros buscados se suman (ejemplos 1y 2),
pero si los signos de los factores son diferentes, entonces los nimeros buscados se restan (ejemplos siguientes).
8
</ e Factoriza: x* —18 - 7x.
£ .
K3 Soluciéon
L

Se ordenan los términos en forma descendente con respecto a los exponentes y se extrae la raiz cuadrada del término
cuadrdtico:

X —7x—18=(x )(x )
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En el primer factor se coloca el signo del término lineal (— 7x) y en el segundo se coloca el signo que resulta de
multiplicar los signos del término lineal (— 7x) y el independiente (— 18)

x> —7x—18=(x— )(x+ )

Se buscan dos nimeros cuyo producto sea igual a 18 y cuya resta sea 7. En este caso los nimeros que cumplen esta
condicién son 9 y 2; es importante sefialar que el nimero mayor va en el primer factor y el menor en el segundo.

x —7x—18=(x—9)(x+2)

2 ®e-Factoriza la expresién: x* — x* —6.
Solucion

Se extrae la raiz cuadrada del primer término, se escriben los signos y se buscan dos nimeros que al multiplicarse den
6y al restarse 1 para que la expresion factorizada sea:

xt=x* —6=(x2 —3)(x2+2)

3 ®@e-Factoriza la expresion: x> + xy— 20y,
Solucién

Después de extraer la raiz cuadrada, acomodar los signos y buscar los nimeros, la factorizacién es:

X’ +xy=20y" = (x+5y)(x—4y)

4 ®e-Factoriza la expresion: 21—4x— x°.
Solucién

Se ordena el trinomio y se factoriza el signo del término cuadratico:
21-4x—x* =—x’ —dx+21=—(x" +4x-21)
Al factorizar la dltima expresion:
—(xz +4x— 21) = —(x+ 7)(x— 3)
Se multiplica el segundo factor por el signo negativo y se ordena para que el resultado sea:

—(x+7)(x=3)=(x+7)(~x+3)=(x+7)(3-x)

5 ®@e-Factoriza la expresion: 5+ 4a™ —a®".

Solucién

Se ordenan los términos y se factoriza el signo negativo:
S5+4a’ —a® =—a*" +4a™ +5= —(aﬁ” —4a™ — 5)
La expresion encerrada en el paréntesis se factoriza al igual que las anteriores:

—(aﬁ" —4a™ —5) = —(a3" —5)(513" + 1)
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Factorizacién

Se multiplica el signo por los términos del primer factor y el resultado de la factorizacion es:

—(a3" —5)(a3" +l)= (—a3" +5)(a3” +1) = (5 —a3”)(a3” +1)

Soluciéon

6 ®e-Factoriza: (2x+3)’ —3(2x+3)-28.

Se extrae la raiz cuadrada del término cuadrético y se realizan los procedimientos descritos en los ejemplos anteriores

para obtener como resultado:

(2x+3)" =3(2x+3)-28=((2x+3)=7)((2x+3)+4)

=(2x+3-7)(2x+3+4)=(2x-4)(2x+7)

=2(x-2)(2x+7)

EJERCICIO 43

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

Factoriza las siguientes expresiones:

X 43x+2

—_

. m*=11m+30
. =Tn+12
.y =15y +56

X +Tx+6

2

3

4

5

6. X+ Tx+12
7. @+ 10a +24
8. b'=Tb+10

9. m’—9m+20
10. y*+4y+3

1. X —5x+4

12. ”*+6n+8

13. a*—16a-36
14. y¥+y-30

15. ¥ =18 -7x

16. x> — 18xy + 80y’
17. a* - 5ab - 500"
18. m*—Tmn — 301"
19. x* +xy — 56y°
20. m*+3m’ -4

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « «

21

22.
23.
24.
25.
26.
217.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.

¥ =6y +8
n* —20n" + 64
a*-374’ +36
Xt =¥ =90

a’b* +ab—-12

(5y)* + 13(5y) + 42

¥ -5y’ - 14

m* — 4mn — 21n*

5+4b— b
204 2~ 20

y4 + 7)cy2 — 60x°

(a—b)Y +5(a—b)-24
x4y4 _ szyZ —99
132

m'n* + m’n’ -
n* —34n + 288
y* + 3y —550
c’—22c—968
a’+33a+252
X+ 44x + 363
2 =99t +2 430
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41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.

24 —5x—x°

12+x—x

40 -3x—x*

42 — X +x

16 + 6(3x) — (3x)*

9 — 8(2x) — (2x)°

77 — 4(8x) — (8x)’

143 + 2(5x) — (5x)°
X—13x"+ 36
b+ b -T2

Y+ 65y + 64

2 —x*—xM

45 + 4x"7 — 2

(x+ 17— 12(x+ 1)+ 32
x-7-32x-7)—88
Gx+y)+(Gx+y)—42
(6a + 5)* — 15(6a + 5) + 50
22 —9(x + 3y) — (x + 3y)°
24 +5(1 — 4x) — (1 — 4x)°
10y* = 3y(x = 2y) = (x = 2y)’
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Trinomio de la forma ax* + bx + ¢

En este trinomio el coeficiente del término cuadratico es diferente de uno.

] ®@e-Factoriza la expresién: 6x> — 7x— 3.

Ejemplos

Soluciéon

Se ordenan los términos segtin la forma ax® + bx + ¢, se multiplica y se divide por el coeficiente del término cuadritico,
en el caso del segundo término sélo se deja indicada la multiplicacién.

6(6x* —7x—3) 36x>—7(6x)—18 _(6x)’ —7(6x)—18

6 6 6
La expresién del numerador se factoriza como un trinomio de la forma x> +bx+c .

(6x)" =7(6x)-18 _(6x—9)(6x+2)
6 - 6

Se obtiene el factor comun de cada binomio y se simplifica la fraccién:

3(2x— 3)62(3x+1) _6(2x— 36)(3x+1) =(2x-3)(3x+1)

Finalmente, la factorizacién de 6x> — 7x — 3 es (2x — 3)(3x + 1)

? ®@e-Factoriza: 3x> — 5x—2.
Soluciéon

Se multiplica y divide la expresién por 3, para que se transforme el numerador en una expresion de la forma:
x> +bx+c
3(3x" —5x-2)  9x?—5(3x)-6 _(3x)"=5(3x)-6

3x7—5x-2= =
3 3 3

Se factoriza la expresion y se simplifica para obtener como resultado de la factorizacion:
_ (3x—6)3(3x+1) _ 3(x—22(3x+1) _ (x—2)(3x+1)

Por consiguiente: 3x” —5x—2=(x—2)(3x+1)

3 ®e-Factoriza la siguiente expresién: 6a*x* + 5ax—21.
Solucion
Se aplican los pasos descritos en los ejemplos anteriores y se obtiene:
6(6a°x> +5ax—21) 36a>x* +5(6ax)—126 _(6ax)’ +5(6ax)—126
6 6 6
(6ax+14)(6ax-9) 2(3ax+7)3(2ax—3) 6(3ax+7)(2ax—3)

= 5 = 6 = 5 :(Sax+7)(2ax—3)

Finalmente, el resultado de la factorizacién es: 6a’x” +5ax—21=(3ax+7)(2ax—3)

6a’x* +5ax—21=

4 ®e-Factoriza la siguiente expresion: 5 +11x—12x%
Solucién

Se ordenan los términos y se factoriza el signo negativo:

S+11x—12x" =122 + 11+ 5 =—(124" = 11x-5)
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Factorizacién

Se realiza la factorizacidén y se obtiene:

~ 12(12x7 ~11x-5) 144x° —11(12x)-60 _ (12x) —11(12x)— 60

12 12 12

(2o 15)(12wd) | 3(4x=5)40xrl) | 12(4x=S)Bx+) 5,0
12 12 12

Se multiplica el signo por el primer factor y se ordenan los términos:

—(4x=5)(3x+1)=(=dx+5)(3x+1)=(5-4x)(3x+1)

Finalmente, el resultado de la factorizacién es: (5—4x)(3x+1)

Ejemplos

—
]
[}

3 oo

Por agrupacién de términos

Factoriza el trinomio: 6x* +13x+5.

Soluciéon

Se multiplica el coeficiente del primer término por el término independiente: (6)(5)= 30
Se buscan dos nimeros que multiplicados den 30 y sumados 13, en este caso los nimeros son 10 y 3, por tanto, el
segundo término del trinomio se expresa como: 13x =10x+ 3x y se procede a factorizar agrupando términos:

6x> +13x+5=6x" +10x+3x+5=2x(3x+5)+1(3x+5)=(3x+5)(2x+1)

Finalmente, la factorizacion es: 6x° +13x+5=(3x+5)(2x+1)

Factoriza: 8x* —19x” + 6.

Solucién

Se multiplican los coeficientes de los extremos de la expresién: (8)(6)= 48
Los nimeros que multiplicados dan 48 y sumados —19 son —16 y —3, por consiguiente, se expresa como:
—19x” =—16x” - 3x” y se procede a factorizar:

8x* —19x” +6=8x* —16x* = 3x” + 6= (8x* —16x” ) +(-3x +6)
=827 (x* —2)-3(x* —2)=(x" —2)(8x* - 3)

Finalmente: 8x* —19x* +6= (xz — 2)(8)62 - 3)

Factoriza la expresién: 15x°— 2xy — 8y”.
Solucién

Se multiplican los coeficientes de los extremos del trinomio: (15)(— 8) =— 120

Se descompone —120 en dos factores, de tal manera que restados den como resultado el coeficiente del término
central —2, estos nimeros son: — 12y 10

La expresion se descompone de la siguiente manera:

15x° = 2xy — 8y” = 15x* — 12xy + 10xy — 8y* = 3x (5x — 4y) + 2y (5x — 4y)
=(5x—4y)(3x +2y)

Se concluye que: 15x°— 2xy — 8y* = (5x — 4y)(3x + 2y)
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EJERCICIO 44

Factoriza las siguientes expresiones:

e e e o0 e o0

1. 5m*+ 13m—6 11. 447+207 - 15 21. 10a®+294" + 10
2. 3d’=5a-2 12. 26* +29b + 90 22. 6a’ —43ab — 15b°
. 3. 62 +Ty+2 13. 6y +5y° — 6 23. 653 —6x

4. 28 +3x-2 14. 14m* - 45m* — 14 24. 30x" - 91x° — 30

5. 4 +15n+9 15. 6a’b* + Sab — 25 25. 6m* — 11mn + 4n’
6. 208" +x—1 16. 15y* — by — 2b° 26. 6a’x* — 11axy — 35y
7. 7d* — 44a - 35 17. 60> — 13mn — 15m* 27. 24a* + Sab — 14b*

8. 2y*+5y+2 18. 30+ 13x - 3x° 28. 4x’y* +3xy—10

9. 200+ 13x+2 19. 15+2b" - 8b* 29. 54'b* - 13a’bc - 6¢°

10. 15m* = 8m —12 20. 30x* + 17xy — 21y* 30. 2m* + 9mn — 1101
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ « o

Casos especiales

Estos trinomios también son de la forma ax® + bx + ¢; sin embargo, algunos coeficientes son fraccionarios o tienen
raiz cuadrada.

—

1 1
@®¢-Factoriza la expresién: 2p* + — p +—.
P PR

Ejemplos

Soluciéon

En este caso se incluyen fracciones, entonces los extremos deben expresarse como una fraccién que contenga el mismo
denominador, por tanto:
11 1 2(12) 11 1 24 11 1
2P +—pt—="Lp'+—pt—="—"p'+—p+—
PR T P T T T e
Se multiplican los coeficientes numeradores de los extremos del trinomio: (24)(1) = 24
Se buscan dos niimeros que multiplicados den 24 y sumados 11, en este caso los nimeros son 3 y 8, por tanto el
trinomio se expresa como:
11 1 24 ,

el L 24 3 8l L2, L
PrpP P TP TP T T TP,

Se procede a realizar la factorizacion del polinomio resultante:
1 2 1 1) 1 1 1 1
2p°+—p+=p+—=p|2p+=|+=|2p+=|=| 2p+— || p+=
UREAETANT p(p4)3(p4)(p4)(p3)

11 1 1 1
Entonces, se concluye que: 2p° +—p+—=|2p+— +—
A TLART (” 4)(” 3)

2 ®e-Factoriza la expresién: 6x° — 2,3
20 10

Solucién

Se convierten los coeficientes del trinomio en una fraccién con denominador comiin:

29 3 6(20), 29 3(2) 120, 29 6

6x> -2 i S e N S =

200 10 20 200 10(2) 200 20" 20
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Factorizacién

Se multiplican los numeradores de los extremos: (120)(6) = 720, entonces se buscan dos nimeros que multiplicados
den 720 y restados 29, los cuales son: 45 y 16, por tanto, la expresion se representa como:

120 , 29 6 120 , 45 16 6 , 9 4 6
X X— =X —— X+ —X—— =6 ——X+—Xx——=
20 200 20 20 200 20 20 4 5 20

Al factorizar se obtiene como resultado:

3 ®e-Factoriza la expresion 3x + 2Jx - 8.

Soluciéon

Se multiplican los coeficientes de los extremos: (3)(8) =24
Se buscan dos nimeros que al multiplicarse den 24 y restados 2, en este caso los nimeros son 6 y 4, entonces:

3x+2Jx —8=3x+6Jx —4Jx -8

2
Se expresa x = (\/x) y se realiza la factorizacion:

3x4 63 —4x ~8=3(Vx) +6vx —4vx ~8=3Vx(Vx +2) - 4(Vx +2)
=(Vx+2)(3Vx - 4)

Por consiguiente, el resultado de la factorizacién es: (\/; + 2)(3\/; - 4)

EJERCICIO 45

Factoriza las siguientes expresiones:

. 1
: 1. 3x2+%x+§ 10. 2x+13J/x +15
: 7 2
. 2. 28 +—x—— 11. 12x=5vx -2
: NRNTRNT x=5Vx
. 1
3. 6x2+§x+§ 12. 15x-23/x-28
11
4. 5m2+§m+l 13. 2x—5x%y? =3y
6 3
1 1 2z 1
5. 4m2+—7m—— 14. 6x3 —x3-40
15 15
2 1
6. Lari T, L 15. 3x% +5x3 -2
6 72 12
7 gxz—ny—ly2 16 5(x+y)—6 x+y-8
"3 12 8 '
4 2 1
8. Sxtoyo 17. 12x% —17x3y? — 40y
25 20 12
1 13 1 4 22 4
9. — x> ———xy+—y 18. 8x3 +2x3y3 —15y3
2wt TP ey
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ o o o o o o o &
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Ejemplos

—
[ J
[ J

4 oo

Suma o diferencia de cubos

Dadas las expresiones de la forma: a® +b* y a’ —b’, para factorizarlas es necesario extraer la raiz cibica del primer

y segundo términos, para después sustituir los resultados en las respectivas férmulas.

a3+b3=(a+b)(a2—ab+b2) a3—b3=(a—b)(a2+ab+b2)

Factoriza: 27x° +8.

Soluciéon

Se extrae la raiz cibica de ambos términos:
275 =3x Y8 =2
Se sustituye en su férmula respectiva, se desarrollan los exponentes y se obtiene:
275 +8 = (3x+2)((3x) - (3x)(2)+(2)°)
=(3x+2)(9x* —6x+4)

Factoriza: m® —216.

Soluciéon

Se extraen las raices cubicas de los términos y se sustituyen en la formula para obtener:
m =216 =(m* = 6)((m) +(m*)(6)+ (6 )
=(m* = 6)(m* +6m* +36)

Factoriza: x"° + 64y°.

Solucién

Se realiza el mismo procedimiento que en los ejemplos anteriores para obtener:
" +64y° = (xs + 4y)((x5 )2 - (xs )(4y) + (4y)2 )
(.5 10 5 2
= (x +4y)(x —4x’y+16y )
Factoriza la siguiente expresion: (x + y)® + (x — y)’.

Solucién

Se obtienen las raices cibicas de los elementos y se sustituyen en la respectiva férmula:

Jx+y)* =x+y Jx=y)*=x-y

Al aplicar la factorizacién de la suma de cubos, desarrollar y simplificar se obtiene:
(x43) +(x=y) =((x+2)+ (x=2))((x+5) = (x+3)(x=3)+ (x=))
=()c+y+)c—y)()c2 +2xy+y = x"+y +x° —2xy+y2)

= 2Jc(x2 + 3y2)
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Factorizacién

5 ®@e-Factoriza la siguiente expresién: x —y.

Solucién

Se obtienen las raices cibicas de los elementos:
ey iy
Se aplica la factorizacién para una diferencia de cubos y el resultado es:
ey 5 (N4 ]
:(%—%/;)(Q/?H/EH/;Z)

3 6
6 ®e-Factoriza la expresion: 8a +275b°.

Solucién

Las raices cubicas son:

3 3 1 6 _6 2
V8a2 =2470) =24 V2755 =3p00 = 3p5

Se sustituyen las raices en la férmula y la factorizacién es:

3 [ 2 1) 1 2 2\
8a? +27b3 =|:2a2 +3b5:| [Zazj —(2a2][3b5J+(3b5)

1 2 12 4
=|:2a2 +3b° :||:4a—6a2b5 +9b5:|

EJERCICIO 46

Factoriza las siguientes expresiones:

. 1. 8x' -1 13. a®+125b"
: 2. X +27 14. 8x°+729
: 3. 8’ +y’ 15. 27m® + 3431’
N 1 1
4. 274’ -1’ 16. x3+y3
3 3
5. 8a’+27b° 17. a*—8b*
3 9
6. 64a’ —729 18. x? +125y2
7. 512-274° 19. x*+ —yfe
8. x°—8y"” 20. ()c+2y)3—(2x—y)3
9. 1-216m’ 21, (x—y)’ +8y°
10. @*-125 22. 27m* - (3m+2n)’
11. 27m’ + 64n° 23. (a+b) —(2a+3b)’
3 3
12. 343 - 512)° 24, | 242 4222
2 3 3 2
o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ o o
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Suma o diferencia de potencias impares iguales

Dadas las expresiones de la forma a" +b" o a" —b" siendo n un nimero impar, su factorizacién es de la siguiente

forma:
a' +b" =(a+ b)(a"'l -a"b+ad" b —..—ab" +b"! )
a'-b"=(a- b)(a”" +a"b+d" b + ..+ ab" + b )
EJEMPLOS °

v
[e] . ‘.
<. | @9 Factoriza la expresién: x” +y’.

£ .

K Solucién

(7]

Se extrae la raiz séptima de ambos términos:
U =x I =y
Se sustituye en su férmula y se obtiene como resultado:
%’ +y7 =(x+y)(x77] —x7’2y+x7’3y2 _x774y3 +x7’5y4 _x7—6y5 +y6)
=(x+y)(x6—x5y+x4y2—x3y3+x2y4—xy5 +y6)

2 @®@e-Factoriza: x° —32.

Solucién

Se descompone 32 en sus factores primos y se aplica la férmula:

¥ =32=x0 =20 = (1= 2) (¢ 2R (2) 407 (2) 407 (2) +(2)')

= ()c—Z)()c4 +2x7 +4x° +8x+16)

Finalmente, se tiene que: x° —32=(x- 2)(x4 +2x° +4x7 +8x+ 16)

EJERCICIO 47

Factoriza las siguientes expresiones:

1. x*+64y°

e o000 00

. a’ —128

2

3. 243-32%°
4. x"+1

5. m’-n’

6. x'—a'b’
7
8
9

5

l-a
. Xy’ +3125
X0 -1
10. x”+512
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o
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Factorizacién que combina un trinomio cuadrado perfecto
y una diferencia de cuadrados

1 ®@e-Factoriza: x* — 2xy +y* — d*.

Solucién

Ejemplos

La expresién x* — 2xy + y” es un trinomio cuadrado perfecto y su factorizacién es:

=2y +y=(x—y)
Por tanto:
X=2y+y —ad=(-2y+yY)—d=(x-yY-a

Al factorizar la diferencia de cuadrados se obtiene finalmente:
=(x-y'-ad=@x-y+a)x-y-a
2 ®e-Factoriza la siguiente expresién: 16a* — m* — 8mn — 16n°.
Solucion
Se agrupan los términos de la siguiente manera y se factoriza el signo negativo:
16a* — m* — 8mn — 160> = 164* + (— m* — 8mn — 161n°)
= 164d> — (m* + 8mn + 161°)
Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto:
=164’ — (m + 4n)*
Se factoriza la diferencia de cuadrados y se obtiene finalmente:
=[4a + (m + 4n)][4a — (m + 4n)]
=(4a +m+4n)(4a — m — 4n)
3 ®e-Factoriza: @’ — 2ab + b* — 25m' + 40m’n’ — 16n°.
Solucién

Se agrupan los términos que forman trinomios cuadrados perfectos y posteriormente se factoriza la diferencia de
cuadrados para que finalmente el resultado sea:

a* —2ab + b* - 25m" + 40m’n’ — 16n° = (a* — 2ab + b*) — (25m" — 40m’n* + 16n°)
=(a- by’ — (5m’ — 4n’)’
=[(a - b)y+ 5m’ — 4n*)1[(a — b) — (5m° — 4n*)]
=(a—b+5m’—4n’)a—b-5m’+ 4n’)

EJERCICIO 48

S Factoriza las siguientes expresiones:
. L. +2m+1—4n’ 6. mM—6x-9-x"+2am+d 1. m*=16-n"+36+ 12m - 8n
2. Y —6y+9-2 7. 1-d*—9n*—6an 12. >+ 2xy +y* — 164> — 24ab’ —9b"°
3. ¥ =y +10y-25 8. m —n*+4+4m—1-2n 13. 100 — 60y + 9y’ — nt” + 2amp — a’p’
4. m*—n°—6n*-9 9. 2by—y*+1-0" 14. 25b* + 10ab — 9n* + a* — 6mn — m*
5. 49m* - 25m® — 9n* + 30mn 10. 25p* —2m —m* -1 15. 4m* = 9a* + 49n” — 30ab — 25b* — 28mn
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢ ¢ o o o o o »
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Factorizacién para completar el trinomio cuadrado perfecto

Caso I trinomio de la forma x* + bx + ¢
Ejemplo
Factoriza la expresién: x> —3x—10.

Solucién

Se toma el coeficiente del término lineal y se divide entre 2 y el resultado se eleva al cuadrado.

(_3)2 )
2 4
Se suma y se resta — al trinomio, se agrupan los términos y se factoriza el trinomio cuadrado perfecto que resulta:
2
4
x2—3x—10=x2—3x+2—2—102(x2—3x+2 —2—10= x—é) o
4 4 4) 4 2

Se factoriza la diferencia de cuadrados y se reducen términos semejantes:

R s R

Finalmente, la factorizacién queda como: x* —3x—10= (x + 2)(x — 5)
Caso II trinomio de la forma ax” + bx + ¢
Ejemplo
Factoriza: 2x* +5x+2.
Solucién

Se factoriza el coeficiente del término cuadratico y se completa el trinomio para la expresion encerrada en el paréntesis:

2 2

N o | L
[N\ CREVA

2x2+5x+2=2(x2+%x+1)=2 x2+§x+ +1

=2(x2+§x+(i)2 _(i)2+1]:2((xz+;x+?2)_f2+1)=2((X+j)2_196J
=2(x+%—%)(x+%+%)=2(x+%)(x+2)

Se multiplican por 2 los términos del primer factor y se obtiene como resultado:

=2(x+%)(x+2):(2x+1)(x+2)

Caso III por adicién y sustraccién
Ejemplo
Factoriza la expresion: 4m’ + 3m’n* + 9n’.
Solucion

El trinomio no es cuadrado perfecto, debido a que el doble producto de las raices cuadradas del primer y tercer tér-

minos, es:
202m*(3n?) = 12m*n?
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Ya que el segundo término es 3m’n’, se le suma 9m’n’ y se obtiene el término que se necesita para que el trinomio
sea cuadrado perfecto, por consiguiente, se resta también 9m’n’ para no alterar la expresion.
Am* + 3m’n® + 9 = 4m’ + 3m’n® + 9m’n® + 9n* — O’
= (4m* + 12m’n® + 9n*) — Im*n?
= 2m® + 3n%)? - Im*n?
= (2m* + 3n* + 3mn)(2m* + 3n* — 3mn)

Finalmente: 4m* + 3m’n* + 9n"* = @m* + 3n* + 3mn)(2m* + 3n* — 3mn)

EJERCICIO 49

Factoriza las siguientes expresiones:

1. xX*=3x+2 6. n*+3n—-54 1. n'+n’+1 16. 121 +21a’b” + a'p’

2. X —x-20 7. 3x°+10x+8 12. a'—6a’+ 1 17. 36m" — 109m’n* + 49n*

3. m*—Tm+10 8. 6m*+Tm+2 13. m® +4m'n* + 16n° 18. x*+xy* +y

4, ¥ —-2x—48 9. 3> —a—4 14. x*—45x+100 19. a*-174’b* + 9b*

5. @ —6a-40 10. 68 —x—12 15. 64a* +76a” + 49 20. 4m® - 53m'n* + 491°
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente, ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o o « &

Expresiones algebraicas donde se utilizan dos o més casos

Existen polinomios que se deben factorizar dos o mds veces con diferentes métodos; a continuacién se ejemplifican
algunos de estos polinomios:

] ®@e-Factoriza la expresion: 2x’ + 6x” — 8x.

Soluciéon

Ejemplos

Se obtiene el factor comun:
2 + 61" —8x=2x(x* +3x—4)
Se factoriza el trinomio de la forma x° + bx + ¢ y se obtiene:

=2x(x+4)(x—-1)

? ®@e-Factoriza: 3m"* — 243,

Solucion
Se factoriza 3 que es el factor comun:
3m* —243 =3 (m* - 81)

El binomio se factoriza con una diferencia de cuadrados:
=3 -9) (m*+9)
La expresién m” — 9 se factoriza empleando nuevamente la diferencia de cuadrados y se obtiene finalmente:

=3 (m—-3)(m+3) (M +9)
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EJERCICIO 50

Factoriza las siguientes expresiones:

oo 000 00

1. x*—3x"—28x 11. x* =252 + 144 21. 8x'+6x7 -2

2. 3¢°-3a-6 12. @ —a'b* +a’b’ - b 22. Smxy’ + 10my* — Smxy — 10m
3. 3m’—3m 13. @’ - ab® 23. a°-729

4. y' =3y -4 14. a(x+ 1) +3ax(x + 1) 24. x" —xy°

5. m—m—m+1 15. a®—254° - 54 25. d(d* - b)) — Qa—-1)a*-b)
6. 6ax’ —ax—2a 16. a'—a’+a-1 26. 4d’ +4a’ + da

7. x =X+ —x 17. 4m*y* —4m® 27. m*—4m—m*+ 4

8. 8ax’—2a 18. 3mnp® + 3mnp — 18mn 28. ¥’ — 40y’ + 144y

9. @+d —2a 19. 256 —a' 29. m’ —m

10. 64 —m® 20. a&*-b* 30. 6m’y — 9m’ — my’

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ o o o o o o o &

Descomposicién en factores de un polinomio por divisién sintética

Dado el polinomio a," + a,x"" +...+a,_x + a,, su factorizacién es de la forma

(x —x)(x =x,)-...-(x — x,), donde x|, x,, ...x,, se obtienen del cociente:

n’

n’

. . . factoresde
Posibles factores del polinomio = ———*

factores de a,

—

@ ¢ Descompén por evaluacion: x° — 3x* — 4x + 12.

Ejemplos

Solucién
Se buscan los divisores del término independiente y los divisores del coeficiente de x’
Divisoresde 12={£1,£2,+3,+4,+£6, £ 12} Divisoresde 1 ={ 1}
Se dividen los divisores del término independiente entre los divisores del coeficiente de x’
{£1,£2,£3,+4,+£6,£12}

Estos son los posibles valores para los cuales el valor del residuo de la divisi6n sintética puede ser cero.

Se ordenan los coeficientes del polinomio y, con los valores anteriores, se efectian las operaciones indicadas, si
la dltima operacion es cero, entonces, se resta a la literal para obtener un factor, este procedimiento se repite las veces
que sea necesario como se ilustra a continuacién:

—

|« 3 —4 ‘/12\ 2 —» Primer factor (x — 2)

T @M =2 @EH=-2 (2)(-6) 12

| 4—x M\//O/ —2 —» Segundo factor (x — (-2)) =(x + 2)

\ A/\/_

=21 =-2 =2)(-3)=6

| 4—x L\_/O/// 3 —» Tercer factor (x — 3)
T 31 =3
1 0

Los x,, x,, x... son los valores para los que el residuo de la divisién sintética es cero, y el nimero de factores es
el niimero de valores que la cumplen.
Finalmente, la descomposicién en factores del polinomio propuesto es:

=34+ R2=x-2)x+2)x-3)
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2 ®e-Factoriza el polinomio: 6x° + x* — 31x + 10.

Solucion
Se buscan los divisores del término independiente y los divisores del coeficiente de x’
Divisoresde 10={ £1,+2,+5, £ 10} Divisoresde 6={ £ 1,£2,+3,+6}
. . . 1,1, 1,2 5,5 510
Posibles factores del polinomio: {il, +2,£5,%+ lO,if,if,if,if,if,if,if,i—}
2 3 6 3 2 3 6 3
Estos son los posibles valores para los que el valor del residuo de la divisién sintética puede ser cero.
Se ordenan los coeficientes del polinomio y, con los valores anteriores, se efectian las operaciones siguientes:

6 1 =31 10 2 —» Primer factor (x — 2)
12 26 -10 I
6 13 =5 0 % —» Segundo factor (x - %)
2 5
6 15 0 _5 —» Tercer factor (x—(—SD:(x+5)
2 2 2

-15

6 0

Finalmente, la descomposicion en factores del polinomio es:

6 +x*—31x+10= 6(x—2)(x+%)(x—%) =(x-2)2x+50Bx-1)

3 ®@e-Factoriza el polinomio: m* — 18m* + 81.
Solucioén
Se buscan los divisores del término independiente y los divisores del coeficiente de i’
Divisoresde 81 ={+1,+3,+£9,+27,+ 81} Divisoresde 1 = { + 1}

Posibles factores del polinomio: { +1,£3,+9,+27,+ 81}

Estos son los posibles valores para los que el valor del residuo de la divisién sintética puede ser cero.

Se ordenan los coeficientes del polinomio, se consideran los ceros de los términos cubico y lineal y se efectian
las operaciones siguientes:

1 0 -18 0 81 3 —» Primer factor (m — 3)
3 9 =27 -81 -
1 3 -9 =27 0 3 —» Segundo factor (m — 3)
3 18 27 -
1 6 9 0 —3 —» Tercer factor (m — (-3)) = (m + 3)
-3 —
1 3 —3 —» Cuarto factor (m — (-3)) = (m + 3)
-3 —
1 0

Finalmente, la descomposicién en factores del polinomio es:

m* = 18m” + 81 = (m — 3)(m — 3)(m + 3)(m + 3) = (m — 3)’(m + 3)°
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4 ®e-Factoriza el polinomio: 4y* — 9y* — 6y — 1.

Solucién

Se buscan los divisores del término independiente y los divisores del coeficiente de y*.
Divisoresde 1 ={ £ 1} Divisoresde 4 ={ £ 1,+2,+ 4}

1 1
Posibles factores del polinomio: {il,ia,i Z}

Estos son los posibles valores para los que el valor del residuo de la divisidn sintética puede ser cero.
Se ordenan los coeficientes del polinomio, se considera al cero del término cuibico y se efectian las operaciones

siguientes:
4 0 -9 -6 -1 —1 —» Primer factor (y + 1)
—4 4 5 1 —
4 —4 =5 -1 0 —% —» Segundo factor (y + %)
-2 3 1
4 -6 -2 0 —» Tercer factor (4y° — 6y — 2)

La expresién 4y° — 6y — 2 tinicamente se puede factorizar de la siguiente manera:
4y —6y—2=2(2y"-3y-1)

Finalmente, la descomposicién en factores del polinomio es:

1
4y* =9y’ — 6y — 1 =(y+l)(y+5)2(2y2 —3y—1) =(y+ DQy+ D@y’ -3y-1)

EJERCICIO 51

Factoriza las siguientes expresiones:

e e e e e e

1. b’-p-b+1 1. n*=2n" -3’ +4n+4

2. wH2wi—w=-2 12, x*—4x’ +3x° +4x— 4

3. X =4 +x+6 13. X' =32 =3+ 11x -6

4. X +x* - 14x—24 14, ¥ —4x* + 10" —x— 6

5.4 —Tx+3 15. @ —30a’ - 25a° — 36a — 180

6. m'+2m’ +m+2 16. 2% = 5x* — 12x° + 23x* +16x — 12

7. 6y’ +y' = 11y—6 17. X —4x* +3x° = 8x° +32x — 24

8. a'-10a’+9 18. 6x° + 7x* — 47x* - 13x* + 77x - 30

9. 3x’ +4x" — 59x — 20 19. n— 14n* +49n° - 36

10. m* + 6m’ + 3m + 140 20. 2x°—3x" —35x* — 22" + 3x + 35
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ ¢ o o
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Nicolds de Cusa (1401-1464)

ardenal alemdn nacido en Cusa y fo-

lecido en Lodi (ltalia). Mas filésofo que

matemdtico, a él se debe la critica a
los conceptos de la nocién de infinito: *...para
alcanzar el maximum y el minimum hay que
frascender la serie indefinida de lo grande y
lo pequefio, v enfonces se descubre que el
maximum y el minimum coinciden en la idea de infinito...".

Nicolds de Cusa vio que uno de los puntos débiles del pensamiento escoldsti-
co de la época, en lo que se refiere a la ciencia, habia sido su incapacidad
para medir, mientras que él pensaba que el conocimiento deberia sustentarse
en la medida. Sus teorias filoséficas neoplaténicas sobre la concordancia
de los contrarios, le condujo a pensar que los maximos y los minimos estén
siempre en relacion.

Nicolas de Cusa (1401-1464)
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Méximo comdn divisor (MCD)

El miximo comun divisor de dos o mds expresiones algebraicas es el término o polinomio que divide exactamente a
todas y cada una de las expresiones dadas.

Regla para obtener el MCD:

Se obtiene el mdximo comun divisor de los coeficientes.
Se toman los factores (monomio o polinomio) de menor exponente que tengan en comun y se multiplican por
el maximo comtun divisor de los coeficientes.

] ®@e-Encuentra el maximo comdn divisor de: 15x%y%z, 24xy%z, 36y*2%.

Solucion
Se obtiene el MCD de 15, 24 y 36

MCD =3
Se toman los factores que tengan en comiin y se escogen los de menor exponente, en este caso: y, z

Finalmente, el maximo comun divisor: 3y2z

2 ®e:0btén el MCD de los siguientes polinomios:
4m® + 8m — 12, 2m* — 6m + 4, 6m* + 18m — 24;
Solucién
Se factorizan los polinomios:
A’ +2m —3) =4(m +3)(m — 1)
20m* = 3m+2)=2(m—-2)(m—1)
6(m* +3m—4)=6(m+4)(m-1)
Se obtiene el MCD de 4,2y 6

El MCD de los coeficientes 2,4 y 6 es 2.
El MCD de los factores es m — 1
Por tanto, el MCD de los polinomios es: 2(m — 1)

Minimo comin mdltiplo (mem)

El minimo comin mdltiplo de dos o mds expresiones algebraicas es el término algebraico que se divide por todas y
cada una de las expresiones dadas.

Regla para obtener el minimo comin multiplo:

Se obtiene el mcm de los coeficientes.
Se toman los factores que no se repiten y, de los que se repiten, el de mayor exponente, y se multiplican por el
minimo comin multiplo de los coeficientes.
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[72]
%_ ] ®@e-Determina el mem de las siguientes expresiones 15x%y’z; 24xy’z, 36y'z%.
£ .o
o Solucién
LLI
Se encuentra el mcm de 15, 24, 36
15 24 36 2
15 12 18 2
15 6 9 2
15 3 9 3 mem = 2° x 32 x 5 =360
5 1 3 3
5 1 1 5
1 1 1

El mem de los coeficiente 15, 24 y 36 es 360
Se toman todos los factores y se escogen los de mayor exponente en el caso de aquellos que sean comunes y, los
que no, se escriben igual.

2.4 2
x’y'z

Finalmente, el mecm es 360 x*y'z?

2 ®@e-Encuentra el mem de 4m’ + 8m — 12; 2m* — 6m + 4; 6m* + 18m — 24.
Solucién
Se factorizan los polinomios y se escogen los factores:
Am* +8m—12=4(m* +2m—-3)=4(m+3)(m—-1)
2m* —6m+4=2m*—3m+2)=2(m—-2)(m—1)
6m* + 18m —24 =6(m* + 3m —4) =6(m + 4)(m — 1)

Se obtiene el mem de los coeficientes de 4,2y 6

NSRS

4
2
1 mem=2>x3=12
1

et — — DD
—_— W W

Elmecmde4,2y6es 12
El mcm de los factores es: (m + 3)(m — 2)(m + 4)(m — 1)
Por consiguiente, el mcm es: 12(m + 3)(m — 1)(m — 2)(m + 4)

EJERCICIO 52

Determina el maximo comun divisor y el minimo comin multiplo de las siguientes expresiones:
1. 35x%°2" 42x%* 7 T0x%y° 2
2. 72my*; 96m*y*; 120m'y’
3. 4x’y; 8x%y%, 2xyz; 10xy’7
4. 394°bc; 52ab’c; 78abc’
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5. 60m*n*; 75m*n* % 105mn* ™!

6. 22xY"; 33x AT 4dxe Iy T2

7. 184 (x — 1)*; 24a*(x — 1)* 30a°(x — 1)*

8. 27(a—b)(x +y)*; 45(a — b’ (x +)

9. 24(2x+ 1)%(x = 7); 30(x + 8)(x — 7); 36(2x + 1)(x + 8)°
10. 38(a’ + a’b); 57a(1 + b)*; 76a*(1 + by’

e e 000000000000

1. xy+y; X +x

2. M= 1;m* =1

13. m® +mn; mn + n’, m° + m'n

14. ¥ =y X" =2xy+y°

15. 3x* — 6x; x° — 4x; xzy—2xy;x2—x—2

16. 3¢*—a;27a’ = 1; 94> — 6a + 1

17. m*=2m—=8;:m*—m—12; m> = 9m* + 20m

18. 24° —2d% 3d* - 3a; 4a° — Ad®

19. 126> +8b+1;2b* - 5b -3

20. ¥ —2y* =5y +6; 2y’ =5y — 6y +9;2y* -5y -3

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »

Simplificacién de fracciones algebraicas

Una fraccidén algebraica contiene literales y se simplifica al factorizar al numerador y al denominador y al dividir
aquellos factores que se encuentren en ambas posiciones, como a continuacién se ejemplifica.

EmJEMPLOS o
’+12

%_ ] ®@e-Simplifica la siguiente expresion: M.

£ 8a

o Solucién

L

Se factorizan tanto el numerador como el denominador.

8a’ +12ab _ (4a)(2a+3b)
8a’ (2a)(4a)

Una vez factorizados los elementos de la fraccion, se observa que en ambos se encuentra la expresion (4a) la cual
se procede al simplificar

(4a)(2a+3b) _2a+3b
(2a)(4a) 2a

L o . 3
2 ®e-Simplifica la siguiente expresion: 7m2
15m—12m

Solucion

Se factorizan el numerador y el denominador, simplificando el término que se repite en ambos (3m)

3m 1(3m) 1

15m—12m>  (3m)(5—4m) 5-4m
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Fracciones algebraicas

B~ o . 6x’y—12xy°
Simplifica la siguiente expresion: %
X —ay

Solucién

Se factorizan tanto el numerador como el denominador.

6x’y—12xy°  6xy(x—2y)

X2 —4y* (x+2y)(x—2y)

Una vez factorizados los elementos de la fraccidn, se observa que en ambos se encuentra la expresion (x — 2y) la
cual se procede a simplificar

6xy(x—-2y)  6xy
(x+2y)(x—2y) x+2y

X —6x+9

Simplifica —; .
x“+ax—3x—3a
Soluciéon

Se factorizan tanto numerador como denominador

X —6x+9 (x-3) (x—3)?

¥ +ax—3x-3a - x(x+a)-3(x+a) (x-3)(x+a)
En esta fraccion el elemento que se repite en el numerador y denominador es (x — 3), entonces se realiza la sim-
plificacién
(x=3°  x-3
(x=3)(x+a) x+a

. . .. ., 9x—x°
Simplifica la siguiente expresion: —————-.
x'—x"—6x

Solucién

Se factorizan tanto numerador como denominador

9x—x° x(9—xz) _ x(3+x)(3-x)

X oxi-6x’ i (xz—x—6) x* (x=3)(x+2)

Los factores que se repiten son (x) y (x — 3)

x(3+x)(3-x) (3+x)(—1)_ x+3

P (x=3)(x+2)  x(x+2) - x(x+2)

12+37x+2x" = 3x°
20+ 51x—26x%+3x°"

Simplifica la siguiente expresion:
Solucién
Se factorizan tanto numerador como denominador

124 37x+2x* = 3x° (—l)(3x+l)(x+3)(x—4)

20+51x-26x> +3x°  (x=5)(3x+1)(x—4)

Los factores que se repiten en el numerador y denominador (3x+ 1) y (x —4), se dividen, obteniéndose la simpli-
ficacién de la fraccion

12437x+2x° =3 _ (=1)(x+3) _ x+3

20+51x-26x>+3x°  (x-5)  x-5
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EJERCICIO 53

Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

. 2a* +2ab 16, Y =27x
. 3a’h C oyt —xy—6x°
. ) 6a’b? 17 x* =1
. " 34bh—6ab® Xt -x-2
: 3 4a> +12a 18 X =3x7y+3xy° =y’
: 8a* ' x*=3xy* +2y°
. 4 6m® —18m* —24m 19 3ax —bx—3ay+by
. ’ 15m—9m* " by? —bx* —3ay® +3ax’
: m’n—m’n’ a’ +ab—ad—bd
5. ———— 20, —————
n-—m 2a°b+2ab
6 4x* —12x 71 v +y* -6y
Caxd—2xt —12x " 3ay* +9ay+2y* +6y
7 x> =3xy—10y* 2 3x* = 3xy
T 5y +dxy—x’ T oyz—xz—yw+xw
3 x> +7x-178 73 wl+w—2
Tox'-36 T X—wx—y+wy
n*=5n+6 24 p+l-p’-p’
9' 2 : 3 2
n —2n-3 p —p—-2p +2
10 2x% —xy— 6y’ ’5 2a* —2ab* +a* —b*
C3x%—5xy—2y° C 2ab* +b* -24° - d
1 —x*+3x’y-2x"y’ 2% X +2x7—x-2
TSy —4x’y—xy? R
1 3x* +10xy + 8y’ o7 X +a4x* +x-6
T X —xy—6y? "X xt—14x-24
13 ab’m* —2ab’mn+ab’n’ 28 v =9y’ +26y—24
’ abm® —abn® Ty -5y —2y+24
4 8= " (y=1)(y*-8y+16)
" xP+2x-8 . (y2—4y)(1—y2)
24y (a—2)2(a2+a—12)
15. ——= 30. 2
x =y (2—a)(3—a)
O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »

Suma y resta de fracciones con denominador comin

E".,IEMPLOS °
2a0—a’ 44>
2 1 ®@e-Determina el resultado de a za b + 3a +2 a b.
ab ab

Solucién

Ejemp

Se simplifica cada fraccion, si es posible.

2a-a’b _a(2—ab) 2-ab_ 3a+4a’b _a(3+4ab) 3+4ab

a’b a’b ab a*b a*b ab
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Se suman las nuevas expresiones.

2—ab+ 3+4ab
ab ab

Como los denominadores son comunes, en la fraccion resultante s6lo se reducen los numeradores y el denominador
permanece igual.

2—ab+ 3+4ab _2-ab+3+4ab 5+3ab
ab ab ab ab

2m+ Sm-5 -
2 @®e-Encuentra el resultado de mrn m n+ n-m

m-n 2m-n 2m-n
Solucién

En este caso ningin sumando se puede simplificar, entonces el comun denominador es 2m — n, y sélo se reducen los
numeradores.

2m+n 5m—5n+ n—m _2m+n+Sm—5n+n-m _6m-3n_3(2m—n)

2m—-n 2m-n 2m-n 2m—-n 2m—n 2m—n

=3

EJERCICIO 54

Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

.
.
.
.

1 2x*=7x 6x+x 4 7m2—6m+12m2—3m 7 12962—)c+5_'_6+x—x2
' 8x’ 8x* ' 4mn 4mn ' 22x 22x
) l—az_7—2a2 5 35n—7 15n-3 ] 13x—y+5x—3y_3x+6y
" oa a "5 -n Snt-n ' 3x—2y 3x-2y 3x-2y
7n—1+8n—4 6 lly2—14y_2y2+y 9 6a+5b a+6b + 3a—b
10n  10n 6y 6y* " 8a-2b 8a—2b 8a-2b
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢

Suma y resta de fracciones con denominadores diferentes

- . 3 5
] ®@e-Efectiia la siguiente operacién: xz + yz .
2y°  4x
Solucién

Ejemplos

Se obtiene el minimo comiin miiltiplo de los denominadores y se realizan las operaciones correspondientes.

£+£_3X(2X2)+5y(y2)_6x3+5y3
2y*  4x? a 4x*y’ B 4x7y’

1

x+h x

2 ®e-Realiza la siguiente operacion y simplificar al méximo:
Solucién

Se obtiene el comun denominador de los denominadores “x + 4 y “x”, posteriormente se procede a realizar la dife-
rencia de fracciones
1 1 x—(x+h) x-x-h _ —h

xth x x(x+h)  x(x+h) x(x+h)
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3 [ 1) Efectflazi+i.
x*—6x+9 x-3
Solucién

Se obtiene el minimo comun multiplo de los denominadores y se efecttian las operaciones:

x4 O 3x(1)+4(x-3) 3x+4x-12  Tx-12

(x=3)" x-3 (x-3)° (x=3)"  (x-3)

4 ®e-Realiza la siguiente operacién: ————— 21 .
(x+h) -1 x =1

Solucién

Se determina el comtin denominador, éste se divide por cada uno de los denominadores y el resultado se multiplica
por su numerador, los productos se reducen al maximo.

1 1 1 1 (@ =1)-1(x* +2xh+ k> - 1)
(x+h) =1 =1 X+2h+h’ =1 ¥ =1 (& +2xh+h’—1)(x -1)
X =1-x*=2xh—-h*+1 2xh—-h?

S (P 2xhtn? —1)(x*=1) (x4 2xh+ R -1)(x7 - 1)
5 @e-Simplifica la siguiente operacion: (;21)14- (xz + 1)%
x“+1)?
Solucién

A los enteros se les coloca la unidad como denominador:

e
Ll+(x2+l)%= x* +(x +1)z

(x2 + 1)E (x2 + 1)E

1
Luego, el comtin denominador es (xz + 1)2, por tanto

P G| R R i) i)
1 ( ) 1 1
(v +1)2 (21! (x*+1)2

se aplica la propiedad a”- a" = a™ ™" y se simplifica al mdximo el numerador, entonces:

2

X 2

X2 (1)+(x2 +1)TE x2 +(x2 +1) B 2x% +1

(x +1)7 (C+1)f (21
6 ®e-Simplifica la siguiente operacion: xiz_ (x‘ - 1)5.

Solucién
2

L . . . . 3 >
El comin denominador de esta diferencia de fracciones es (x - 1)3, entonces:

21
_(x3_1)é:x3_(x3_12)§+§_x3_(x3_1):x3_x3+]: 1

- R e e )
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Por tanto, la simplificacién es:
3

x(x2+l)% x(xz—l)E
_ —.

(xz + 1)E

7/ ®e-Efectiia y simplifica la siguiente expresion: .
.
(x=1)?

1

Solucion
El comtin denominador es el producto de los denominadores:
2

(

(1) (x* +1)
Se realiza la operacion:
x(x2 + 1)% x(x2 - 1)% B x(x2 + 1)%% —x(x2 - 1)%% B x(x2 + 1)— x(x2 - 1)
(Co1) (1) Sofi(@ef (o)
FHx—x+x

(2 1) (2 +1)2
2x

= 1

(o1 (1)

En el denominador los factores estdn elevados al mismo exponente, se pueden multiplicar las bases, las cuales dan

2x

como resultado una diferencia de cuadrados, por tanto:
(x4 - 1)E

x(x2 +1)% x(x2 — 1)E B

(Co1f (21

(x=2) _2(x+1)t

2
5 3(x-2)s

8 ®@e-Simplifica la siguiente operacion:
3(x+1)

x—2-2x-2

Solucion
Se obtiene el comin denominador y se procede a realizar la diferencia:
(x=2)35 —2(x+ 15 (x=2)-2(x+1)
3(xt1) (x=2)5 3(x+1)s (x—2)5

(x=2)  2(x+1)s _ :
3(x+1)5 (x—2)5

2 1
3(x+1)3 3(x-2)3
Por tltimo se simplifica el numerador, entonces:
2 L
(x—2)3 _2(x+1)3 _ —x—4 _ x+4
2 [ 2 [ 2 1
3(x+1)5 3(x-2)5  3(x+1)3(x—2)3 3(x+1)3(x-2)3
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a+b B a+4b + a+5b
a*—ab-20b* a*—4ab-5b*  a*+5ab+4b*’

Q @e-Realiza y simplifica la operacién

Solucién

Se factorizan los denominadores:
a* —ab —20b* = (a — 5b)(a + 4b)
a’ —4ab — 5b* = (a — Sb)(a + b)
a* + Sab + 4b* = (a + 4b)(a + b)

La expresion con los denominadores factorizados es:

a+b a+4b a+5b

(a—sb)(a+4b) (a-5b)(a+b) (atab)(ath)

Se obtiene el minimo comun multiplo de los denominadores: (a — 5b)(a + 4b)(a + b)
Se resuelve la fraccion:

(a+b)(a+b)—(a+4b)(a+4b)+(a-5b)(a+5b)

(a—5b)(a+4b)(a+b)
_a’+2ab+b’ —a’ —8ab—16b" +a’ —25b°
(a-5b)(a+4b)(a+b)
a’ —6ab—40b
(a—5b)(a+4b)(a+b)

El numerador se factoriza, si es posible, para simplificar al mdximo, entonces

(a—10b)(a+4b)
(a—5b)(a+4b)(a+b)

a—10b
(a—5b)(a+Db)

EJERCICIO 55
: Efectda y simplifica las siguientes operaciones algebraicas:
. 1 x—2+x+5 7 22 3 22
. 4x 10x (x+h) -3 x -3
. ) )
: 2 x+l+2x+3 3. (x+hz) 3 2x
: 2x 3x (x+hr) +1 x"+1
: 3. x—74 x=3 0. 26x X
: 9x~ 6x x'=9 x+3
: 4 2x+5_x+26 10, 2 +x2+2
: 6x 4x x+1 x -1
S o,
: x+h+2 x+2 x =4 x+2
: 6. X+h+1l x+1 12— 3 + 22
. x+h-1 x-1 x*=2x+1 x -1
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. 13 Tx N 1 20 2x* +8 _5)6—6—)62
. "t +6x+9 X' -9 D 2xP4+2x—12 X' +2x-8
: 1 2 _
© 14 2x(x-2) - ——— o S 9, 2
. 3(x-2) x +x-12 18-3x—-x" x"+10x+24
° 1 5
Dos (el o w oLy 67 D
. (x2+1)5 2x +11x+15 3x"+7x—-6 6x +11x-10
1 1
6 3x(x2—4)2_x(3x2+2)2 ’ min 1 3m?
' (3x2+2)% (x2_4)% " mP—mn+n® m+n mP+n’
2 1
17 —2x(x2+2)3 _4x(5—x2)3 4 3x+2y Sx+y N 4x—y
. 3(5—x2)§ 3(x2+2)% T Xt 4+ 3xy—10y* X2 4+4xy—5y"  x7 —3xy+2y?
1 1
" (8x=3)(4x" +3x)>  (8x+3)(4x" =3x)° b5, A=b _a=2b  a’+2ab-6b’
’ 3(4x2_3x)§ 34 +3x)§ " 3a+3b 6a-6b 94 —9b’
19 x+1 B 12 2% r+3s_ 3s’ . r
Xt +x—12 X' +5x-24 Cos+r -1 s—r
o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o o ¢ ¢ ¢ ¢ o o

Multiplicacién de fracciones algebraicas

Regla para multiplicar fracciones:

© Descomponer en factores los elementos de las fracciones que se van a multiplicar.

© Se simplifican aquellos términos que sean comunes en el numerador y denominador de las fracciones que se
van a multiplicar.

© Multiplicar todos los términos restantes.

E".,JEMPLOS .
2 2

_g_ ] oo Multiplicaziﬁi.sﬂ_

£ 3y 4x 2y

] Solucién

Se realiza la multiplicacién de fracciones y se simplifica el resultado

2x° .6y2 .Sxy _ 60x*y’ _ 5x%y

3y 4x 2y 24xy® 2

m2+9m+18.5m—25

®e-Simplifica: .
2 e s Smtls

Solucién
Se factoriza cada uno de los elementos

m2+9m+18.5m—25 _(m+6)(m+3).5(m—5)
m-5 Sm+15 m-5 5(m+3)

(continiia)
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(continuacion)
se procede a realizar la multiplicacién y la simplificacién
(m+6)(m+3) 5(m-5) 5(m+6)(m+3)(m-5)

m-5  S(m+3) s(m-S)m+3) "*°

a2—5a+6. 6a .a2—25
3a-15 a*—-a-30 2a-4"

3 @e-Efectiia y simplifica:
Solucion

(a—3)(a—2). 2-3a (a+5)(a=5) (a-3)(a—2)2-3a(a+5)(a-5)

3(a-5) (a-6)(a+5) 2(@-2) - 3(a-5)(a=6)(a+5)2(a-2)
_ 6a(a—3)(a-2)(a+5)(a-5) _ala— 3)
6(a—5)(a—6)(a+5)(a-2) a-=6

[ 2 [
Finalmente, el resultado de la multiplicacién es M = u

a-6 a—6
EJERCICIO 56
: Efectda la multiplicacion de las fracciones algebraicas y simplifica:
. | 4a’ 14x 5b° (g Tx+42x 15x-30
. "X sbt Ta T 3x’—6x 14x7 +84x
. 5 5 2x 3y 15 X +x-6 _x2—2x—3
. Tx ¥y 10 "X’ =5x+6 x*—4x-5
. 3 3x 5y* Ta 13 x2—10x+24_ x> —2x—48
. " 10y* 14ab 6x° ©O30+x—x" X —12x+32
4 16ab’ _10x3 .2a2 14 8x’ +10x+3 6x> +x—1
" 5a’x  4b° 3bx " A4x*+4x+1 9x*+9x—4
5 ﬁiﬂ 15 x2—3x—4_x2+5x+6
" 4b 2y* 3x° Cx=Tx+12 x7-3x-18
6 5m+25 Tm+7 x2+9x+18_2x2+7x+6
’ 14 10m+50 " 2x7+9x+9 4x*+9x+2
7 b2—5b+6_b2—25. 6b 17 x3+2x2—3x.2x2+3x
" 3b-15 2b-4 b*-b-30 " 4x*+8x+3  xP—x
3 2m3+2mn2. x X —x 13 x3—27_ a’+a+l
" 2mx® =2mx x+1 mPx+n’x Cat-1 X +3x+9
14x° —21x 12x-38 lg X +5x+6 8x+8 x*—5x
24x—-16 42x-63 " o4x+4x xP-9  x+2
10 30x" —18x" 42x+35 20 2n* +5n=3 n’+4n+4 3n’ +1ln-4
" o6x’+5x  60x—36 " n*-2n-8 61’ —=5Sn+l1 n*+5n+6
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ o o o o o o o &
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Fracciones algebraicas

Divisién de fracciones algebraicas

Regla para dividir fracciones:

Primero se multiplica el numerador de la primera fraccién por el denominador de la segunda, de lo que re-
sulta el numerador de la fraccién solucién; el denominador de la fraccién solucidn se obtiene al multiplicar
el denominador de la primera fraccién por el numerador de la segunda. De preferencia los productos se dejan
indicados.

Se simplifican los términos o factores que sean comunes, en el numerador y denominador, de las fracciones
que se van a multiplicar.

Se multiplican todos los términos restantes.

2
] ®¢-Realiza la siguiente division: ?——;
n n’

Solucién

Se efectian los productos cruzados y se simplifica la expresién

m? 2m (mz)(nz) _ m*n’ _mn

3n® 0t 3 (2m) “6mn® 6

3x*

o ()
2 ®@e-Simplifica la siguiente divisién: .

(xz + 1)
Solucién

Se realiza el producto de medios por medios y extremos por extremos, para después simplificar al maximo.

3x’
(x2+l)2 _3x2(x2+1)_ 3y
( zx ) - )c(x2+1)2 X+l
x+1

—a__5d°-5a
26> +6a  2a+6

3 ®@e-Realiza el siguiente cociente y simplifica:

Solucién

Se factorizan todos los elementos y se procede a efectuar la simplificacion.

a—-a N 5a>—5a _ a(a-1)(a+1) N 5a(a-1) _ a(a=-1)(a+1)(2)(a+3) _a+l

2> +6a  2a+6  2a(a+3)  2(a+3)  (2a)(5a)(a-1)(a+3)  5a

4 ®@e-Simplifica la siguiente operacion:

1

(2 +1)?
(x2 + 1)

(continiia)
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(continuacion)
Solucién

En este caso se tiene una fraccién sobre un entero, al que se le agrega la unidad como denominador, para después
realizar el producto de medios y extremos, entonces:

1 1

1 1

(x2+1)E _ (x2+1)E 3 1 1

(x2 +1) ) @ ) (xz +1)%H i (x2 + 1)%
1

X -y ;6x2+7xy+2y2
2x% +xy—y? . 3x2+5xy+2y*

5 @e-Resuelve la siguiente division:

Solucién

Se factoriza cada uno de los factores y se procede a realizar la divisién

y), (Bx+2y)(2x+y)
(x+y)  (Bx+2y)(x+y)

2x—y)(3x+2y)(x+y) _
x+ y)(3x+ 2y)(2x+y)

4x* —y? 6x +7xy+2y* (2x+y) 2x—

(
)
(
(

2% +xy—y° T3y +5xy+2y° ( -y

2
6 ®@e-Efectiia y simplifica la siguiente operacién: (x+ 4 +—1) : (x— 1 —%)
X+ x—
Solucion

Se resuelven las operaciones dentro de los paréntesis:
2 9 X +5x+4+2 x> —2x+1-9
x+4+— x=1-— +
x+1 x—1 x+1 x—1
2 +5x+6 x*—2x-8
x+1 ) U x-d

Se factorizan los polinomios resultantes y se resuelve la division:

(x+3)(x+2)+(x—4)(x+2) _(#3)(xr+2)(x-1)  (x+3)(x—1) ¥ +2x-3
x+1 x—1 (x+1)(x=4)(x+2) (x+1)(x-4) x*-3x-4

EJERCICIO 57

Realiza las siguientes operaciones y simplifica al maximo:

. 62

S | 2x° . 8x° 3 (2x+ 3)3
: * y2 3y3 * 2x4

: (2x+ 3)

. 12x°

* T
D, 12a'n ddp A (22" +1)3
: ’ 15xﬁy3 5)62y3 ’ 2x?

. 2
: (2x*+1)°
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. 4x° X —=121x
. 3x* = 3xy 3_
s 222 14, X =49x
. X x —1lx
. Xt =y’ x+7
. X’ +125
. 3 3_ 2 2
. 6. x2+x+2)67x 15. %
: X =x x =2x+1 X’ —=5x"+25x
: X +x-56
a* —6a
7 x -9 +x2+6x—27 16, a®+3a?
X +2x-3 x*—10x+9 a’ +3a-54
a*+9a
g x2—7x+10;x2+5x—14 17 15x2+7x—2; 6x> +13x+6
T xXP—6x+5 X +8x+7 ©o25x —x  25x° +10x+1
9 x2—4x+3;x2+12x+32 18, ( ) ( 27a)
"X —6x+9  x’+3x-40 a+b b
2_ _ 2
0. 4x2 23x 6+4x2+25x+6 19. (x+ ) ( + 3 )
3x"—14x+8 x“+x-30 x+3 x+4
2 1 4x*—8x— -1
1. 6x - Sx+ . x2 8x—-5 2. (n2+1_n )
12x"—x—1 8x +6x+1 n
2_ 2_ _
2. 3)c 216 X 3x 12 ’1. (1_ b )
x’=3x"+9x x”+27 a+b
2_ _ 2_
13, 8x 32)6 3+ 4)26 1 2. (1 ) ( + 1 )
16x"-9x 4x"+ 3x X +2 x—1
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ o o o o o o o »

Combinacién de operaciones con fracciones

La simplificacién de este tipo de operaciones, en las que se combinan operaciones bésicas, se basa en la jerarquizacién
de operaciones de izquierda a derecha, como sigue:

© Divisiones y productos
© Sumas y restas

EJEMPLOS °
Q_ ] ®@e-Efectia y simplifica la siguiente fraccién algebraica
£
',_% X +2x .x2+2x—3; ¥ —2x-8
X 4+4x+3 22X —x—1 2x*—Tx-4
Solucion
Se factoriza cada uno de los polinomios de la expresion
X +2x X +2x-3 . K -2x-8  x(x+2) (x+3)(x-1) N (x=4)(x+2)
K dx+3 230 —x—1 28 =Tx—4  (x+3)(x+1) 2x+1)(x=1) (2x+1)(x—4)

(continiia)
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(continuacion)
Se realiza el producto

x(x+2)  (x+3)(x-1) x(x+2)(x+3)(x-1) _ x(x+2)

(x+3)(x+1) (2x+1)(x=1)  (x+3)(x+1)(2x+1)(x=1) (x+1)(2x+1)
Por dltimo, se realiza la division y se simplifica al mdximo:

x(x+2) +(x—4)(x+2)= x(x+2)(2x+1)(x—4) _ X
(x+1)(2x+1) (2x+1)(x—4) (x+1)(2x+1)(x—4)(x+2) x+1

2 ®e-Realiza y simplifica la siguiente fraccién:

x2+6x+5.x2—3x—10_ X
X 4+5x+6 x*—4x-5 x+1

Solucién

Se factorizan las expresiones y se aplica la jerarquia de las operaciones

(x+5)(x+1).(x—5)(x+2)_i (x+5)(x+1)(x 5)(x+2)  x

x+3)(x+2) (x=5)(x+1) x+1_(x+3)(x+2)(x 5)(x+1) x+1

—

)
_x+5 X (x+5)(x+1) x(x+3)

T x+3 x4l (x+3)(x+1)
_ X +6x+5-x"-3x
(x+3)(x+1)
_ 3x+5
(x+ 3)(x+1)

EJERCICIO 58

Efectda y simplifica las siguientes expresiones:
X -x-12 x*-x-56 sz —-5x-24
X =49 X +x-20  x+5

a*—8a+7 .a2—36;a2—a—42
@ —11a+30 a*-1 &> -4a-5

6a* —Ta— 3. 44* —12a+9 2a° —a-3

3. +
a’ -1 a’ -1 3a —2a-1
4 20045142 142 20049 + 4t
P —4r+16 £ +64 r+1
5 2 . 3x+3 ;x2+x—2
T x+3 P -2x-8 x* -1
6 3x% +3x .x2+2x—8_ 2x
" 3x7—8x+4 xX*+5x+4 2x-1
7 6x* —12x ‘2x2—5x+2 3

2x2+3x—9T2x2+5x—3_x+1
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x'=27x 'x2+20x+100Ax2—100
" xX+7x-30 ¥ +3x*+9x  x-3
8x2—10x—3. 4x* -9 ;8x2+14x+3
T 6x*+13x+6 3x+2x 9x’+12x+4

e o0 0 0 e

xz—x—12. X2 —6x+8 ) X =3x+2

10. — = =
x“+x-2 x —=3x-10 x"-2x-15

X +x-2 x*+3x 2x*—4x

11. . +
X +5x+6 x*—-1 xX*+x-6

12.

x3—5x2. X’ +3x X +3x—4 x*-x-6

Fracciones complejas

x3—25xTx2+5x+6 x2+6x+8‘x2—6x+5

c Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢« ¢ o ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o

Fracciones algebraicas

En una fraccién compleja el numerador y el denominador se conforman por operaciones algebraicas.

EuJ,EMPLOS °
—g_ ] @e-Simplifica la expresién (m+ﬂ)+(n—l).

E n n

i Solucion

Se realizan las operaciones dentro de los paréntesis,

()l

se resuelve la division y se simplifica al maximo:

n(mn+m)

n

l)_mn+m n* -1
n n

nm(n+1)

n(nz—l)

5
yele
2 ®e-Realiza y simplifica la fraccién 7));5
y+5———
y+3

Solucién

- n(n+1)(n-1) n—1

Se resuelve tanto el numerador como el denominador y se factorizan los polinomios resultantes, si es posible

e 5 (y=1)(y+3)-5 y +2y-3-5 ' +2y-8
y+3 y+3 _ y+3 B y+3
pr5o 35 (5)(y+3)-35  yP+8y+15-35  y'+8y-20
y+3 y+3 y+3 y+3
(r+4)(y-2)
y+3
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(continuacion)
Se dividen las fracciones y se simplifica al maximo
_+3)y+4)(y-2) _ y+4
(v+3)(y+10)(y-2) y+10
. L b-1
3 @e-Efectiia y simplifica: —_—
bad— b +2
_b=2
b+1
Solucioén
Se eligen las operaciones secundarias y se reducen hasta simplificar la fraccién al méximo:
b-1 _ b-1 _ b-1 _ b-1
b +2 b +2 - b +2 b +2
b+2- b+2————~——= b+2- +2-
b2 b(b+1)-(b-2) b>+b—b+2 b’ +2
b+1 b+1 b+1 b+1
=__ bl o= T =
(b+1)(p* +2)
b+2——f
b"+2
4 ®@e-Simplifica la siguiente expresién:
1 1
(x-2)2 (x+2)2
I 1
2(x+2)2 2(x-2)2
x=2
Solucién
Se resuelve la parte superior de la fraccién principal
1 1 11
(x=2)2  (x+2)2  (x=2p"2-(x+2)272  (x-2)-(x+2) _ —4
1 [ 1 1 - 1 [ 1 1
2(x+2)2 2(x-2)2 2(x+2)2(x-2)2 2(x+2)2(x=-2)2  2(x+2)2(x-2):
-2

Luego, la fraccién original se escribe como:

(-2 (x+2) 2 2

2(xt2) 2(x-2)i

x=2 x=2

(x+2) (x-2)  (x+2)(x-2)

- x=2
1

Se realiza la divisién de fracciones y la simplificacion es:
-2

(x+2)2 (x-2)2
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EJERCICIO 59

e o000 0000000000000 00

Simplifica las siguientes fracciones complejas:

T

1
1+—
X

m+4+i

129

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

5b°

4p*

Fracciones algebraicas

1 1 3

b |29 %
a+b

1+

1+

(2043 (x+1)

1 1
2(x+1)2 2(2x+3)2
2x+3

1 3
X

ax(v s F

sz
4

" 2a+3b






CAPTULO @

ECUACIONES DE PRIMER GRADO

HISTORICA

Resena

principios del siglo XiX fres matematicos,
A Ruffini, Abel y Galois, encararon el pro-

blema de resolver una ecuacion desde
un punto de vista radicalmente diferente.

Més que a Ruffini y Abel, es Evariste Galois a
quien le cabe el titulo de fundador del dlgebra
moderna.

Calois nacié el 25 de octubre de 1811 en Bourga Reine, hasta los 12 afios
de edad lo educéd su madre, mujer culta y esclarecida. En 1823 vigja a
Paris para infernarse en el liceo Louis le Grand, insfitucién famosa por el
rigor de su disciplina.

A principios de 1827 despierta su interés por la matemdtica, disciplina a
la que de inmediato se dedica por completo, descuidando los estudios de
griego, latin, francés, retérica, considerados mds importantes.

Calois publico, en abril de 1829, su primer articulo cientifico: un teore-
ma sobre las fracciones continuas periddicas. Al mes siguiente presentd a
la Academia de Ciencias sus primeras investigaciones sobre las ecuacio-
nes algebraicas de primer grado, frabajo que fue recibido con frialdad y
desinferés por Cauchy, el mayor matemdtico de la época y presidente de
la Academia. En ese mismo afio el joven matemdtico entré en la Ecole
Préparatoire, institucion destinada a formar profesores. Dos meses después
era bachiller en letras y en ciencias.

Evariste Galois (1811-1832)
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Conceptos generales

Igualdad. Dos cantidades son iguales o equivalentes cuando tienen el mismo valor.
Ejemplos
2+3)7%=25 @) +(3) =25 J625 =25

Entonces (2 + 3)%, (4)” + (3)%, V625 son expresiones equivalentes ya que todas valen 25
(Podriamos decir que x + 3 = 8 es una igualdad?

Ecuacién. Una ecuacion es una igualdad con una o varias incégnitas que se representan con letras. Las ecuaciones
pueden ser férmulas que se utilizan para encontrar una magnitud.

Ejemplos

La férmula v = — se utiliza para encontrar la velocidad constante de un mévil del que se conoce la distancia recorrida

y el tiempo que empled en recorrerla.
La férmula A = 777 se utiliza para encontrar el drea de un circulo dada la longitud de su radio.

También existen ecuaciones con expresiones algebraicas, en las que se busca el valor de una variable o representan
modelos matematicos que resuelvan algtin problema de la vida real.
Ejemplos
4 2 5
x—2 xX’—4 x+2

x+2=8 x+y=6 X-4=0

Las ecuaciones estan formadas de la siguiente manera:
ler miembro = 2do miembro

Solucién de una ecuacion. La solucién o soluciones de una ecuacién son los valores que hacen que la igualdad se
cumpla.

Ejemplos
1. Para la ecuacién x + 2 = 10, la solucién es x = 8, ya que al sustituir con 8 a la literal x, se obtiene: 8§ +2 =10

2. Para la ecuacién x + y = 8, una solucién es x = 3, y =5; porque: 3+ 5=38
3. Para la ecuacién x* — 4 = 0, las soluciones son: x = — 2, x = 2 porque:

(-2 -4=4-4=0,02)-4=4-4=0

Grado de una ecuacion. El grado de una ecuacién se obtiene del término de mayor grado que contenga a la(s)
incdgnita(s).
Ejemplos

1. La ecuacién 2x + 3 = 5, es de primer grado, porque la incdgnita tiene exponente 1

2. La ecuacién x° — 5x+ 6 =0, es de segundo grado, porque la incégnita tiene exponente 2
3. La ecuacién x + y = 6, es de primer grado, porque las variables tienen exponente 1

A las ecuaciones de primer grado se les llama lineales.

Ecuaciones de primer grado con una incégnita

Ecuaciones que se resuelven mediante la aplicacién de ecuaciones equivalentes con operaciones elementales (suma,
resta, multiplicacion o divisién) a ambos miembros de la ecuacion, hasta obtener el valor de la incégnita.
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Ejemplos

Ecuaciones de primer grado

—

®¢-Encuentra el valor de x en la siguiente ecuacién: 2x +3 =7.
Solucion

Se agrupan los términos que contienen a la incégnita en el primer miembro y las constantes en el segundo, se aplican
sumas, restas, multiplicaciones o divisiones, segtin corresponda.

2x+3=17 - 2x+3)-3=7-3 Se resta 3 en ambos miembros
2x=4 Al simplificar

1 1 1

E(ZX) = 5(4) Se multiplica por 5
2 4
Ze=2
2 2
x=2

Se comprueba la solucién al sustituir en la ecuacidn el valor de x, y se verifica la igualdad.

22)+3=17
44+3=17
=17

Por tanto, la solucién es x =2

2 ®@e-Encuentra el valor de la incégnita en la ecuacién m — 25 = 3m — 5.

Solucién
m—-25=3m-5 - m—3m=-5+25 Se suma 25 y se resta 3m
-2m=20 Al simplificar
m= ?(2) Se divide entre —2
m=-10
Por tanto, m =— 10

3 ®e-;Cuil es el conjunto solucién de la ecuacién 20x — 14 — 11x = 8 — 6x + 2?

Solucién
206—14-11x=8—-6x+2 - 20— 1lx+6x=8+2+ 14
15x=24
24 8
X=—=—
15 5

Lo . . 8
Por consiguiente, el conjunto solucién es {g}

Teorema: sea la ecuacion lineal ax = b

. b L
a) Sia#0, x=—essolucién tnica
a

Demostracion:
ax=>b
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Supongamos ahora que x, es solucién, entonces, al sustituir en ax = b obtenemos:

axy=b — l(axﬂ)zl(b) - (l-a)xozé - xozé
a a a a a

b .
Por tanto, x =— es solucién unica.
a

b) Sia=0pero b #0, entonces, ax = b no tiene solucién

Demostracion:
Sea a =0, entonces, para todo k € R, ak =0 si b # 0, entonces, ax # 0, por tanto, k no es soluciéon de ax = b

¢) Sia=0yb=0,todo k €R es solucién de ax=b

Demostracién:
Sia=0, paratodo k € R, ak =0, si b =0, entonces, cualquier nimero real k es solucién de ax =b

] ®@e-Determina el conjunto solucién de la ecuacién 2x — 7 — 5x = 11x — 6 — 14x.

Solucién

Ejemplos

Al resolver la ecuacién se obtiene:
2x—=T7-5x=11x-6-14x - 2x=5x—1lx+14x=-6+7
Ox=1
El conjunto solucién es vacio, ya que todo nimero multiplicado por cero es cero (ver inciso b del teorema).

2 ®e-Determina el conjunto solucién de la ecuacién 3y — 8 + 5y + 6 = 10y — 2 — 2y.

Solucioén
3y—8+5y+6=10y-2-2y - 3y+5y—-10y+2y=—-2+8-6
Oy=0
El conjunto solucién son todos los nimeros reales, ya que cualquier nimero multiplicado por cero es cero (ver
inciso ¢ del teorema).

EJERCICIO 60

Resuelve las siguientes ecuaciones:

l. x+2=5 10. 2-7z=13

2. y—4=6 11. 8x—6="6x+4

E 3. 8-z=9 12. 12+7x=2x+22

© 4 10-x=12 13. 9—8y=27-2y

5. 2x-3=5 14. 2z+9=z+1

6. 3y+2=11 15. 3w -3 =4w+11

. 7. 9x—6=18 16. 10x+21=15-2x

8. 5x+7=3 17. 21x—3=3x+6

; 9. 1-4w=9 18. 1ly—5y+6=—-24-9y
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: 19. 8x—4+3x=Tx+x+14 30. 10z-5+7z—10+8z=2z—-6+4z-38

E 20. —9x+9—-12x=4x-13-5x 31. 3x+ 101 —4x—-33=108 — 16x — 100

S 2L Sy+6y—81=Ty+102+65) 32. 14— 12x + 39x — 18x =239 — 60x — 6x

. 22. 16+7x-5+x=11x—-3-2x 33. —8x+48 -30x—51x=3x-31x+ 170
23. —12x—8-3x+10=2x—-9+6x 34 Tx+5-2x+9x=14x-9+2x - 11x+38
24. 3z-8+6z-12=z-10+9z-13 35. 3w+5-Tw+9w—1lw+13=16-8w
25. 7y—10+2y—8=14y—-9+8y 36. 67+ 12z—18—-5z=—12z+4z—-11+¢
26. x—6—-5x+10x=9x— 8+ 3x 37. 10x—8+3x—7+x=20x— 10— 6x
27. 2z—-4—-8z+9=10z—-6+z7—-12 38. 5x—8-8x+10-3x=9-x+6-5x—13
28. 9y—1-14y+8=y—-9+15y—1 39. 2y+7—-8y+5-3y=14—-6y—2-13y
29. x—T7-12x-9+3x=14x-10—x+7 40. 12z-9-10z+3-8z=2z—-9+3z+10- 10z

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « « « v« « o« .

Con signos de agrupacion y productos indicados

Para resolver este tipo de ecuaciones se suprimen los signos de agrupacion o se realizan los productos indicados y se
resuelve la ecuacién equivalente que se obtuvo.

EVJ,EMPLOS .
—g_ 1 @e-Resuelve la ecuacion: 8x — (6x—9) + 3x—2) =4 — (7x - 8).
,ai Solucién

L

Se eliminan los signos de agrupacidn y se resuelve la ecuacién equivalente que se obtiene:

8x—(6x—9)+Bx—2)=4—-(7x—-28) - 8x—6x+9+3x—2=4-Tx+8
8x—6x+3x+7x=4+8-9+2
12x=5
5
x=—
12

., 5
Por tanto, la solucién es: x = o

2 @®@e-Encuentra el valor de la incégnita en la siguiente ecuacién:
T(18 —x) =63 —=5x)=— (Tx+9) - 3(2x+5) - 12
Solucién
Se resuelven los productos indicados y se determina el valor de x de resolver la ecuacién equivalente:

7(18—x)—6(3—=5x)=—(Tx+9)-3(2x+5)-12
126 -7x - 18 +30x=-Tx-9-6x—-15-12
—Tx+30x+7x+6x=-9-15-12-126+ 18

36x=—144
x=ﬂ=—4
36

Por consiguiente, x = -4
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3 ®@e-Determina el valor de x en la siguiente ecuacién:
2x—{3x—(9x+1)-8 }=12x-{9-[ 3x—(5-2x)-10]+18x

Solucién

Se suprimen los signos de agrupacién y se resuelve la ecuacion:

2x—{3x—(9x+1)-8 }=12x-{9-[ 3x—(5-2x)-10]+18x |
2x—{3x—9x—1-8 }=12x—{9—[ 3x—5+2x—10]+18x }
2x—{3x-9x-1-8 }=12x—{ 9-3x+5-2x+10+18x }
2x—=3x+9x+1+8=12x-9+3x-5+2x-10—-18x
2x=3x+9x—-12x-3x-2x+18x=-9-5-10-1-8

9x=-33 - X=——"=——

11
Por consiguiente, el valor de x es: —?

4 ®@e-Determina el valor de y en la siguiente ecuacion:
~13y—(y—4) +8(2y-3)=8—(y+5)(y-5)-10(y+1)

Solucién

Se realizan los productos notables, los productos indicados y se resuelve la ecuacién:

—13y—(y—4) +8(2y-3)=8—(y+5)(y-5)-10(y+1)
~13y—(»* =8y+16)+8(2y-3)=8—(»"—25)-10( y+1)
—13y—y* +8y—16+16y—24=8—y* +25-10y—10
—13y—y* +8y+16y+y> +10y=8+25-10+16+24
2ly=63
63
y:E:?,

Por tanto, la solucién es: y=3

EJERCICIO 61

Determina el valor de la incdgnita de las siguientes ecuaciones:

L x—2x+1)=8-(3x+3)

2. 15x-20=6x—(x+2)+ (—x+3)

3. 5-3x)—(—-4x+6)=8x+11)—(3x—-6)

4. 4x-2)-52x-6)=8x+1)-3(2x+3)

5. 7Bx+1)+82x-3)=4CBx—-1)-T7(x - 4)

6. 30w—(—w+6)+(=5Sw+4)=—(5w+6)+(—8+3w)

7. —{3y+8—-[-15+6y—(-3y+2)—(5y+4)]1-29}=-5

8 —2y-3—-{—-4y+5+[-y+2-CBy-D+2y-5]}=—(—-4)
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9. =2(y-D+{-40y-D-5[y-24-n+3yl -+ D}=2y-(-5-y)
10. w=2[w+5(1=2w)+4w ] —(W+3)=—w+3w+2)+Tw

11 x=3[2x—(x+ D) +51 -0 =x+@Bx—7)— (x+3)

12, 7(x—4) 3(x+ 57 =4x+ Dx—1)-2

e e 0 e e e e 00 e e

13. 5(1 —x) —6(x" =3x—7) =x(x — 3) = 2x(x + 5) — 2

14. (x+ 1) = (x— 1)’ = 6x(x — 3)

15. 3(x =2 (x+5)=3(x+ 1)’ (x= 1) +3

16. (x+ Dx+2)(x—3)=(@x—-2)x+1)’

17. 2x(x —4) — (2x +3)(x — 4) = 4x(2x — 3) = 8(1 —x)°

18. (3x—2)’ — (3x—4)(6x — 5) — 45x" = 9x’(3x — 5) — 10 (x + 3) — 2(6x — )(6x + 1)

19. 3x—{10x—[(3-52)" =8|+ (5x = 3)(5x+4)} = 3(6x" —4) =9 {3x+ (2~ 1)(x - 3)}
20. 12={6x+[3x+(x=7)(x+7)]-(2x+3) } =247 + 5[ (x+1)" = 3(x+6)]

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »

Fraccionarias

Cuando aparecen fracciones en la ecuacidn, se eliminan los denominadores al multiplicar los dos términos de la
igualdad por su minimo comin multiplo.

EUJ,EMPLOS °
1
TOJ_ 1 ®@e-Encuentra el valor de x en la siguiente ecuacion: £+ 5=——nx.
£ 6 3
K Solucién
L

Se multiplica por el minimo comun multiplo de los denominadores, en este caso 6:
Xes=loe 5 6 (1+5)=6(1—x) S 873028 6,
6 3 6 3 6 3

Se simplifica x+30=2—-6x
x+6x=2-30
7 x=-28
28
7

X=

Por consiguiente, el resultado es: x =—4

3z 2) 3 4z 3 z 4

Se eliminan los signos de agrupacion,

2 @®@e-Resuelve la siguiente ecuacion:

Solucién

2 z 2 10 5z 5 ¢z 2 1 2 5 5 5
—— s — =T - ——— =T

1
3z 6z 3 4z 12z z 4z 32 6 3 27 12 7z 4

(continiia)
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(continuacion)
Se multiplican ambos miembros por 12z, y se resuelve la ecuacién que resulta.
2 1 2 1
21225 5.1
3z 6 3 2z 12 z 4

8—-2z—-8z+30-5z=60+3z
—27—-8z-5z-3z=60-8-30

-18z=22
)
ST
Rt
9

11
Finalmente: z = —3

3 @e:-Determina el valor de y en la ecuacion:

1+2y 1-2y 3y-14
1+3y 1-3y  1-9y?

Solucién

Se factorizan los denominadores:

1+2y 1-2y 3y—14

1+3y 1-3y  (1+3y)(1-3y)

Se multiplica por el minimo comin mdltiplo que es: (1+3y)(1—3y) y se simplifica:

(1+3y)(1‘3y)[1+3y 1-3y  (1+3y)(1-3y)
(1-3y)(1+2y)—(1+3y)(1-2y) = —(3y - 14)

Se realizan los productos indicados y se resuelve la ecuacion:

142y 1-2y _ 3y—14 }

1+2y-3y—6y’ —(1-2y+3y—6y*)=-3y+14
1+2y-3y—6y" —1+2y-3y+6y* =—3y+14
—2y=-3y+14

—2y+3y=14

y=14

4 ®e-Encuentra el valor de ¢ en la siguiente ecuacién:

1 s 3
P 45t+6 P 4+3t+2 P +41+3

Solucién

Se factorizan los denominadores:

1 5 3

(t+3)(t+2) (e+2)(e+1) (¢+3)(¢+1)
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Se multiplica por (¢+1)(z+2)(z + 3), se simplifica y resuelve la ecuacién:

(t+1)(t+2)(t+3)[

1

5 3 ]
(1+3)(t+2) (r+2)(r+1) (t+3)(r+1)

1+ 1) =5+3)=3(t+2)
t+1-5t—15=3t+6

t—5t-3t=6+15-1
—-T7t=20
20
7

EJERCICIO 62

e e 00000000000

Resuelve las siguientes ecuaciones fraccionarias de primer grado:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

l)c+fx:33
2

s T2 T2
2x+1_x—3=4x—1+x—6

6 3 3 2
3x-2 2x+1_ 6x-3

s 10 2

4

%(x+9)+§(x+1)_g=s

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.
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1 3z—-1 2(z+2

4| 2z- =222 -2

4(Z 8)3(6JZ
3

2 4 3
x5 x

3 7 4 5
2% 5 5x 2
31 3 7 9
5x 4 2x 5 4x

7y—1_5—2y_4y—3_1+4y2
3 2y 4 3y
2047 _2x'-4) _4x’-6 746

3 S5x 15x 3x?
3 4
x—5 x+5
4 6
3x—=2 2x+1
5 2
-4 z+4
3 4 5
4x'—1 2x+1 2x-1
4 2 5
x—1 x+1 x—1
2 1 4
P—4z-12 77-37-18 22 +5z+6
2 1 1

2 +7y+3 2y’ +11y+5 Yy +8y+15
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Con valor absoluto

En estas ecuaciones se aplica la definicién del valor absoluto.

lal=17¢ si a<0
a si az0

Para resolver una ecuacion con valor absoluto, se tiene que si | x | = a, su solucién esta dada por:

X=a ) —X=da

1 ®@e-Resuelve la siguiente ecuacién: |6 — 3x| =9.

Solucién

Ejemplos

Se aplica la definicién y se obtienen dos ecuaciones, las cuales se resuelven por separado:

6-3x=9 -(6-3x)=9
-3x=9-6 -6+3x=9
-3x=3 3x=9+6
x=—1 3x=15
x=5
Por consiguiente, las soluciones para esta ecuacién son: x=—1o0x=5

2 ®e-Encuentra el conjunto solucién de: |3x — 1] = 2x + 5.

Solucién

Se aplica la definicién y se resuelven las ecuaciones:

3x-1=2x+5 —Bx-1)=2x+5
3x—2x=5+1 —3x+1=2x+5
x=6 —3x—-2x=5-1

-5x=4 — )c=—E
5

. ., 4
Por tanto, el conjunto solucién es: {—§,6}

x+3
X

3 @e-Determina el conjunto solucién de:

‘ .
Solucién

Se aplica la definicidén y se resuelven las ecuaciones:

x+3:2 _(x+3):2 N x+3:_2
X X X
x+3=2x x+3=-2x
x—2x=-3 x+2x=-3
—x=-3 3x=-3
x=3 x=—1

Por consiguiente, el conjunto solucién es {—1, 3}
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2
-5x+
4 @®@e-Determina el conjunto solucién de % =2
X% —
Solucion
Se factorizan las expresiones, se simplifica y se aplica la definicién:
X =5x+6 _ (x=3)(x-2)| x=2]
x* -9 (x+3)(x-3) x+3
x—2:2 _(x—Z)zz N )6—2:_2
x+3 x+3 x+3
x—2=2(x+3) x—2=-2(x+3)
x—2=2x+6 xX—=2=-2x-6
x—2x=6+2 x+2x=—-6+2
-x=38 3x=—-4
x=-—28 )c:—ﬂ
3
. . 4
Por tanto, el conjunto solucién es: {—8,— E}
EJERCICIO 63
: Encuentra el valor de la incdgnita en las siguientes ecuaciones:
T Llx+1]=8 12. |Z-1]=242
. 3 6
: 3x-2] 1
© 2. 13-2y|=5 13 22 =2
: 5 2 10
D3 |3m+4=8 4, X2, 1.3
3 2] 2
4. |5x—-1|=14 15. l—é‘:Z
x 4
5. 14-2y|=4 16. —X|=1
x=3
6. -2m-5]=1 17, [FH0_s
x=2
7. [x+ =2 18, [Pty
2 by
_ 2
8.‘m 1 -0 19. x+23x+2=
2m+1 x =1
3x
9. [8x+2[=2-x 20. | 8
x =Tx
3
10. |2v=5]=x+2 o1, [ F27
x"=3x49
" x+2 :i
5 15
o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ o o o o o o o »
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Con literales

En estas ecuaciones las incdgnitas se representan con las letras x, y, z, mientras que las letras a, b, ¢, d, m y n, se

utilizan como constantes.

wn
—g_ 1 ®@e-Encuentra el valor de x en la ecuacién: 8abcx — ab = 8abx + 1.
£ .s
9 Solucion
(V8]
8abcx — ab = 8abx + 1
8abcx —8abx =1+ ab Se agrupan términos en x
x (8abc — 8ab) =1+ ab Se factoriza y se despeja
1+ab
x= ——
8abc —8ab

. . + -
2 @®e-Determina el valor de y en la ecuacion: a — mrn_ b— m-n
y y
Solucién
m+n m-—n
a-— =b-—
y y
+ -
y |:a JmER_p, M n:| Se eliminan los denominadores
y
ay—(m+n)=by—(m-n)
ay-m—n=by—m+n
ay—by=—m+n+m+n Se agrupan términos
ya—-b)=2n Se factoriza
_ 2n
Y a—>b

. b b a
3 @®e-Resuelve la ecuacion 1+—=—+—; para z.
z a z

Solucién

Se multiplica la ecuacién por az, para eliminar los denominadores:

[ b b a]
az | 1+4—=—+—
zZ a z

az+ab=bz+ad’

az—bz=a*>—ab Se agrupan los términos con z
z(a-b)=a (a—b) Se factoriza en ambos miembros y se despeja z
a (a-b) L
I =—F—" Se simplifica
(a=0) P
z=a
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EJERCICIO 64

Resuelve las siguientes ecuaciones para las incdgnitas x, y o z, segun sea el caso:

1. 2b(2a—x) = x(b — a) + a(x + b) 6. LM _p X0
n m
2 2
2 Y +d=(a+y—a@+1) g Xta @ *b_x+b
a ab b
3. ax+b)—(x+a)l=—x 8. (y=m)+(m—n)’—(y—n)*=0
4. ab-y)—alb-1)=a(ay—-b) 9. (z+m)3+(z—m)3=2(z3+6m3)

2
5 Xom_ 2x—m 10 z+a z—a z+b z-b
" x-n 2x—n " a-b a+b a+b a-b
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ o o o o o o o &

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Para resolver los siguientes problemas debes tomar en cuenta la relacién entre objetos, personas, etc., para establecer
una incégnita y un modelo matemadtico en lenguaje algebraico que al resolverlo dé el valor de dicha incdgnita y,
por tanto, la solucién del problema.

Problemas sobre nimeros

1 La suma de dos nimeros es 106 y el mayor excede al menor en ocho. Encuentra los nimeros.

Solucién

Datos: nlimero mayor: x + 8
Nimero menor: x

Planteamiento:
x+ (x+8)=106 la suma de dos ndmeros es 106
2x+8=106
2x=106-28
2x =98
98
x=—
2
x=49
Por consiguiente, el nimero mayor es 49 + 8 =57 y el menor es 49
2 La suma de tres nimeros es 200. El mayor excede al del medio en 32 y al menor en 65. Determina los nimeros.
Solucién
Datos:
Mayor: x Medio: x — 32 Menor: x — 65
Planteamiento:
X+ (x—32)+ (x—65) =200 la suma de los tres ntimeros es 200
3x=200+32+65
3x =297
297
x=—
3
x=99
Por tanto, los nimeros buscados son: Mayor = 99 Medio = 67 Menor = 34
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Para los siguientes problemas se utiliza la notacion desarrollada de un nimero. Por ejemplo, en el nimero
372 =3(100) + 7(10) + 2, 3 es el digito de las centenas, 7 el de las decenas y 2 el de las unidades.

3 En un nimero de dos digitos, el digito de las decenas es 3 unidades menor que el de las unidades. Si el nimero
excede en 6 al cuddruplo de la suma de sus digitos, halla el nimero.

Solucién

Datos: Planteamiento:

Digito de las unidades: x Niimero = 4(suma de los digitos) + 6
Digito de las decenas: x — 3 10x—3)+x=4(x+x—-3)+6

Numero: 10(x — 3) + x
Se resuelve la ecuacion:

10x—30+x=4x+4x—-12+6
10x+x—4x—4x=—-12+6+30
3x=24
x=8

El digito de las unidades es 8 y el de las decenas es 5, por tanto, el nimero es 58.

4 La suma de los digitos de un nimero de dos digitos es 9. Si el nimero se divide por el digito de las decenas, el
cociente es 12. Encuentra el nimero.

Solucién
Datos: Planteamiento:
. . Nu
Digito de las unidades: x = Hmero =12
Digito de las decenas
10(9—x)+
Digito de las decenas: 9 — x % =12
-x

Numero: 109 — x) +x
Resolviendo la ecuacion:

1009 —x) +x=12(9 — x)
90 — 10x + x =108 — 12x
—10x + x+ 12x =108 — 90
3x=18
x=6

El digito de las unidades es 6 y el de las decenas es 3, por tanto, el nimero es 36

EJERCICIO 65

Resuelve los siguientes problemas:
1. La suma de tres nimeros enteros consecutivos es 312. Encuentra dichos nimeros.
La diferencia de dos niimeros es 17 y la suma de ambos es 451. Determina los nimeros.
La suma de tres nimeros enteros pares consecutivos es 276. Determina los nimeros.
La suma de tres nimeros enteros impares consecutivos es 45. Encuentra los niimeros.
La diferencia de dos niimeros es 36 y un medio del mayor excede en dos al menor. Determina los ndimeros.

La diferencia de dos nimeros es 42 y los dos quintos del mayor equivalen al menor. ;Cudles son los nimeros?

ee e e 0000 0000000000000

A S R

Un nimero excede en seis a otro y el doble del mayor equivale al triple del menor. Encuentra los niimeros.
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10.
11.
12.
13.

14.

15.

16.
17.
18.
19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Ecuaciones de primer grado

Un ndmero excede en 4 a otro y la tercera parte del mayor equivale a la mitad del menor. Determina los nimeros.
El exceso de un nimero sobre 20 es igual a las tres cuartas partes del mismo nimero. ;Cudl es el nimero?

El exceso de 30 sobre un nimero es igual a las dos terceras partes del niimero, mas 10 unidades. ;Cudl es el nimero?
La suma de dos nimeros es 10 y la diferencia de sus cuadrados es 40. ;Cudles son los nimeros?

La suma de dos nimeros y la diferencia de sus cuadrados es 11. ;Cudles son los nimeros?

El cuadrado del exceso de 12 sobre un nimero, menos la mitad del nimero, es igual al cuadrado del nimero, menos
los trece medios del nimero. ;Cudl es el nimero?

Un ntimero es el doble de otro, si ambos se aumentan en 6, el triple del mayor equivale a cinco veces el menor. En-
cuentra los nimeros.

Un nimero es la tercera parte de otro, si ambos se aumentan en 10, el mayor serd el doble del menor. Determina los
ndmeros.

La suma de tres nimeros es 45, el mayor excede en 5 al mediano y en 10 al menor. Encuentra los nimeros.
La suma de dos niimeros es 60 y el mayor equivale cinco veces el menor aumentado en 30. Determina los nimeros.
La suma de dos nimeros es 23 y el doble del mayor excede en 6 al triple del menor. ;Cudles son los nimeros?

La diferencia de dos niimeros es 8 y si se divide el doble del mayor mas dos entre el menor, se obtiene como cociente
5. Encuentra los nimeros.

Dos nimeros estan en la relacién 3:4 y el mayor equivale al menor aumentado en 8. Determina los nimeros.

La suma de los digitos de un nimero de dos cifras es igual a 8. Si los digitos se invierten, el niimero resultante excede
en 11 a las seis quintas partes del nimero original. ;Cudl es el nimero?

En un nimero de dos cifras, el digito de las decenas excede en 2 al de las unidades. Si al nimero se resta 4, el resultado
es el séxtuplo de la suma de sus digitos. Determina el nimero.

En un nimero de dos cifras el digito de las decenas es 4 menos que el digito de las unidades. Si los digitos se invierten,
el niimero resultante es el triple mds 6 del nimero original. Encuentra el nimero.

La suma de los digitos de una cantidad de dos cifras es 9. Si los digitos se invierten, el nimero que resulta excede en
9 al ndmero original, ;cudl es el nimero?

La cifra de las decenas de un nimero de dos cifras excede al de las unidades en 5 y las dos terceras partes de la suma
de sus cifras es 6. ;Cudl es el nimero?

La suma de los digitos de un nimero de dos cifras es 11. Si el nimero supera en 5 al triple de la suma de sus digitos,
(cudl es el nimero?

La suma de los digitos de un nimero de dos cifras es 9. Si se resta 18 al nimero formado al invertir el orden de los
digitos del nimero original, el resultado es la mitad del ndmero original, determina el ndimero.

En una cantidad de dos digitos, el nimero que ocupa el lugar de las decenas es la mitad del digito que ocupa el lugar
de las unidades. El mismo nimero es igual a la suma de ocho veces el digito de las decenas, mas cuatro veces el de
las unidades reducido en dos. ;Cuadl es la cantidad?

La suma de los digitos de un nimero de dos cifras es 16 y el cociente del nimero original con el nimero que resulta
al invertir los digitos es uno, con un residuo de 18. ;Cuadl es el niimero?

2
En un nimero de dos cifras, el digito de las unidades equivale a las 3 partes del digito de las decenas. Si el nimero
se divide entre la suma de sus digitos, el cociente es 6 y el residuo 6, halla los niimeros.

En un ndmero de tres cifras, el digito de las unidades excede en tres al de las centenas y la suma de los tres digitos es 7. Si
se invierten los digitos de las decenas y las centenas el nimero resultante excede en 90 al original. Encuentra el ntimero.

En un nimero de tres cifras, el digito de las decenas excede en 2 al de las unidades y en 4 al de las centenas. Si se
invierten el digito de las unidades y el de las centenas, el nimero que resulta es 66 unidades menor que el doble del
ndmero original. ;Cudl es el nimero?
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33. En un nimero de tres cifras el digito de las decenas es la mitad del digito de las unidades, mientras que el de las
centenas es el sucesor del digito de las decenas. Si se intercambia el digito de las decenas por el de las centenas el
nimero obtenido es 44 unidades menor que treinta veces la suma de los digitos. Determina el nimero.

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ o ¢ ¢ « o «

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Problemas sobre edades

1 La edad de Carla excede en 3 afios a la de Daniel y el doble de la edad de Carla mas 12 afios equivale al triple de
la de Daniel. Determina ambas edades.

Solucién

Datos: Planteamiento:

Edad de Carla: x 2(Edad de Carla) + 12 afios = 3(Edad de Daniel)
Edad de Daniel: x — 3 2x+12=3(x—-3)

Se resuelve la ecuacion:

2x+12=3(x-3) - 2x+12=3x-9
2x—=3x=-9-12

—x=-21
x=21
Por tanto, Carla tiene 21 afios y Daniel 18.
. . 5
2 La edad de Antonio es el doble de la edad de Ramiro y dentro de 6 afios serd de 7 (Cudles son sus edades?
Solucion
Datos: Edades actuales: Dentro de 6 afios: Planteamiento:
Antonio 2x 2x+6 2x+6= % (x+6)
Ramiro X x+6

Resolvemos la ecuacion:

3(2x+6) =5(x + 6)
6x+ 18 =5x+ 30
6x—5x=30-18

x=12

Finalmente, la edad de Ramiro es 12 afios y la de Antonio es 24

EJERCICIO 66

Resuelve los siguientes problemas:

1. La suma de las edades de Andrés, Carlos y Rodolfo es de 90 afios. La edad de Andrés excede en 4 afios a la edad de
Carlos y en 11 a la de Rodolfo. Determina las edades de los tres.

2. La edad de Fabiana es la tercera parte de la edad de Hilda y la edad de Cecilia es el doble de la edad de Fabiana. Si
la suma de sus edades es de 72 afios, determina la edad de Cecilia.

3. Laedad de Tania excede en 6 a la de Luz, y la edad de Maria es la semisuma de las edades de Tania y Luz. Si la suma
de sus edades es 42, determina las edades de Tania, Luz y Maria.

4. Carlos tiene 18 afios y Juan 42, ;en cudntos afios la edad de Juan serd el doble de la de Carlos en ese entonces?
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13.
14.
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La edad de Carlos es el triple de la de Mauricio y dentro de 10 afios sera el doble. Determina las edades actuales de
Carlos y Mauricio.

La edad actual de Barbara es la mitad de la de Patricia. Si dentro de veinte afios la edad de Patricia superard en 8 la
de Barbara, determina las edades actuales.

Ignacio tiene 70 afios y Alvaro 28. ;Hace cudnto tiempo la edad de Ignacio era el triple de la de Alvaro?

Hace 6 afios la edad de Alejandra era el triple de la de Omar y dentro de 4 afios serd el doble. Determina sus edades
actuales.

Gabriela le dice a Samanta: “Si a mi edad le restas 4 afios y a la de Angélica 12 nuestras edades serfan iguales, ;cudntos
afios tengo si mi edad es la mitad de la de Angélica?”

Héctor le dice a Marfa: “Mi abuelo es 40 afios mds grande que yo y un cuarto de la suma de nuestras edades equivale
a mi edad. ;Cudntos afios tengo?”

La edad de Guillermo excede en 12 a la de Patricia y hace 7 afios la edad de Patricia era 3 de la edad de Guillermo.
Halla las edades de Guillermo y Patricia hace 7 afios. 4

. . 3 . .
La edad de Camilo supera en 20 afios a la de Joaquin y equivale a 3 de la edad de Julidn. Si la suma de las edades de
Camilo, Joaquin y Julidn es de 60 afios, ;cudles son sus edades?
La edad de Ivan es g de la de Antonio y hace 5 afios era la mitad, determina ambas edades.

La edad de Luciana son los tres quintos de la edad de Mariana, si dentro de 10 afios Luciana tendrd siete décimos de
la edad que tenga Mariana en ese entonces, ;cudntos afios tiene Luciana?

Hace 5 afios la edad de Juan Carlos era dos tercios de la de Daniel y dentro de 5 afios serd cuatro quintos. Halla las
edades actuales.

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢ ¢ o o o o o »

e PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Problemas sobre mezclas

Un tanque contiene 80 litros de agua al 5% de sal. ;Cudnta agua debera agregarse para tener agua al 2% de sal?

Solucién
Datos:

(80 + x) litros

80 litros de agua
al 5% de sal

de agua al 2%
de Sal

Planteamiento:
Este se obtiene con la cantidad de sal de cada recipiente:

5% de 80 = 2% de (80 + x)

Resolvemos la ecuacion:

5 2
155(80)==(80+) - 5(80) = 2(80 + x)
400 = 160 + 2x
400 — 160 = 2x
240 = 2x
120=x

Esto significa que se deberan agregar 120 litros de agua para obtener agua al 2% de sal.
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(Cuantos litros de una solucién al 15% de alcohol se deben agregar a otra al 6% para obtener 180 litros de una
nueva solucién al 10% de alcohol?

Solucién

Datos:

= 180 litros

al 10%

(180 — x) litros al
de alcohol

6% de alcohol

x litros al 15% de
alcohol

Planteamiento:
Este se obtiene con la cantidad de alcohol de cada recipiente:

15% de x + 6% de (180 —x) = 10% de 180

Planteamos la ecuacién y la resolvemos:

£x+i(180—x)=%(180) - 15 x + 6(180 — x) = 10(180)

100 100
15x+ 1 080 — 6x =1 800
9x =720
x =280

Se deben combinar 80 litros al 15% de alcohol con 100 litros al 6% para obtener 180 litros al 10% de alcohol.

EJERCICIO 67

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

Resuelve los siguientes problemas:

1.
2.
3.

10.

11.

A 120 litros de agua azucarada al 3%, ;cudnta agua se debe evaporar para aumentar su concentracién a 5%?
A 80 litros de agua al 1.5% de sal, jcudnta agua debera agregarse para disminuir su concentracién al 1%?

(Cudnto 4cido clorhidrico se debe agregar a 120 gr de una solucién al 60% del dcido para obtener una nueva solucién
con 70%?

. Si se tienen 120 litros de una solucién que contiene azicar al 5%, ;qué cantidad de agua se debe agregar para obtener

una solucién al 2%?

. De 50 litros de agua al 4% de sal, ;qué cantidad de agua se debe evaporar para obtener una nueva solucién al 5%?

. Un radiador contiene 1.5 litros de una mezcla de agua y anticongelante. Si 30% de la mezcla es anticongelante,

(cudntos litros de anticongelante puro se deben afiadir para que en la nueva mezcla represente 50%?

. Se tienen 18 onzas de una mezcla de agua hervida y leche de férmula al 20%. Si se desea una mezcla al 15% de leche

de férmula, ;cudntas onzas de agua hervida hay que agregar?

. En una empresa que fabrica material médico se utiliza alcohol etilico al 10% para limpiar las dreas de produccién. Si

al almacén llega un contenedor de 20 It con alcohol etilico al 15%, ;qué cantidad de agua se debe agregar para poder
obtener el alcohol al 10%?

. Un farmacéutico debe preparar 75 ml de una solucién con un ingrediente activo al 2%. Si sélo tiene en existencia

soluciones al 4 y 1%, ;cudnto de cada solucién deberd mezclar para la elaboracién de la nueva solucién al 2%?

Se requieren 100 ml de una solucién al 3.5% de alcohol, si sélo se tienen disponibles soluciones al 5y 2%, {qué
cantidad de cada solucién debera mezclarse para obtener la solucién requerida?

(Cuantos litros de una solucién de alcohol al 30% deben combinarse con otra al 3% para obtener 30 litros de una
nueva solucién al 12%?
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12. Mario quiere mezclar una aleacién de plata al 30%, con otra al 80% para lograr una nueva aleacién al 60%. Si hay
30 onzas mds de la aleacion al 80% que de la de 30%, ;cudntas onzas hay de cada aleacién?

13. Una planta procesadora de alimentos dispone de dos tipos de mermelada, una con 56% y otra con 80% de azicar. Si
desea producir 2 400 litros de mermelada al 70% de azicar, /cudnta de cada tipo deberd utilizar?

14. Se mezclan 12 000 gramos de una aleacién de cobre con 8 000 gramos de otra que contiene 30% menos que la pri-
mera, y se obtiene una aleacion con 80% de cobre, ;qué porcentaje de cobre hay en cada aleacion?

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ ¢ o o ¢ o «

e PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Problemas sobre monedas

En este tipo de problemas se toma en cuenta que el producto del nimero de billetes, monedas, etc..., por su deno-
minacién nos da el valor monetario.

Carmen tiene $110 en monedas de $10 y $5, el nimero de monedas de $10 excede en 2 a las de $5, ;cudntas mo-
nedas de $10 y de $5 tiene Carmen?

Soluciéon

Datos:

Ndmero de monedas de $10: x

Ndmero de monedas de $5: x — 2

Planteamiento:

La suma de los productos del nimero de monedas por la denominacién de la moneda nos da el total:

(denominacién) (monedas de $10) + (denominacién) (monedas de $5) = total
10x+5(x—=2)=110

Resolucién:
10x+5(x—-2)=110 - 10x+5x—10=110
10x+5x=110+ 10
15x =120
x=38

Carmen tiene 8 monedas de $10 y 6 monedas de $5.

Carla retira del banco $5 000, en billetes de $500, $200 y $100. Si el nimero de billetes de $200 excede en 3 a los
de $100, y el nimero de billetes de $100 es el doble de los de $500, ¢ cudntos billetes de cada denominacion recibi6

Carla?

Solucién

Datos: Planteamiento:

Billetes de $200: x 200x + 100(x — 3) + 500( i 3) =5 000
Billetes de $100: x — 3 Se resuelve la ecuacion:

Billetes de $500: *— 3 200x + 100(x — 3) +250(x — 3) =5 000

200x + 100x — 300 + 250x — 750 = 5 000
200x + 100x + 250x = 5 000 + 300 + 750
550x =6 050
x=11
Carla recibi6 11 billetes de $200, 8 de $100 y 4 de $500.
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EJERCICIO 68

Resuelve los siguientes problemas:

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

1.

Marcos ahorr6 $3 270 en monedas de $10, $5 y $2. Si el nimero de monedas de $10 excede en 20 a las de $5 y en
15 a las de $2, ;cudntas monedas de $5 pesos tiene Marcos?

. Paulina tiene $9 300 en billetes de $1 000, $500 y $200. Si el niimero de billetes de $500 excede en 2 a los de $1 000

y en 3 a los de $200, ;cudntos billetes de cada denominacién tiene Paulina?

3. Andrés tiene 30 monedas de $5 y $10. Si en total dispone de $200, ;cudntas monedas de cada denominacién tiene?

. Juan tiene 400 monedas de 50¢ y $1. Si en total dispone de $350, ;cudntas monedas de cada denominacién tiene?

5. Se desea repartir $210 en monedas de $20, $10 y $5, de tal forma que el niimero de monedas de cada denominacion

10.

11.

sea el mismo. ;Cudntas monedas se necesitan de cada denominacién?

. Se desea tener $2 600 en billetes de $200, $100 y $50, de tal manera que el nimero de billetes de mayor denominacién

sea uno mds que los de mediana denominacién y dos mas que los de menor denominacidn, jcudntos billetes de cada
denominacion se tendra?

. Gloria tiene el triple de monedas de $5 que de $10 y 10 monedas més de $2 que de $5. Si en total dispone de $392,

;cudntas monedas de cada denominacién tiene?

. Ivén da a su hijo $90 en monedas de $2 y 50¢, si el nimero de monedas de $2 es la mitad del nimero de monedas

de 50¢, ;cudntas monedas de $2 pesos le da a su hijo?

. Fabidn tiene 12 monedas de $5 y 33 de $2, al llegar el dia domingo su papd le da el doble nimero de monedas de $2

que de $5, Fabidn se da cuenta que tiene la misma cantidad de dinero en monedas de $2 que de $5, ;cudntas monedas
de $2 y de $5 le dio su papa?

Sergio es conductor de un transporte colectivo y cambia en el banco $795 por monedas de $5, $2, $1 y de 50¢. Al
separar las monedas de acuerdo con su denominacién se da cuenta que el nimero de monedas de $5 es la tercera
parte del nimero de monedas de $2, la mitad de las de $1 y el doble de 50¢, ;cudntas monedas de $5 tiene?

Ricardo cambia un cheque de $6 400 por billetes de $200, $100, $50 y $20, y le pide al cajero que el niimero
de billetes de $200 sea la mitad de los de $100, la cuarta parte de los de $50 y la décima parte de los de $20, ;cuédntos
billetes de $200 recibird?

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Problemas sobre costos

Sandra pagé $66 por una pasta dental, un jabén y un champd. Si el costo de la pasta excede en $15 al del jab6n y
en $3 al del champu, determina el costo de cada uno de los articulos.

Soluciéon

Datos:
Costo de la pasta para dientes: x
Costo del jabén: x — 15
Costo del champu: x — 3
Se plantea la ecuacién y se resuelve:

x+(x—=15)+(x—-3)=66 - 3x—18 =66
3x=66+ 18

3x=84

84

x=—

3

x=28

Por tanto, los costos de los articulos son: pasta dental $28, jabén $13, champi $25.
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Cierta escuela pidio el presupuesto para la fotografia de graduacion de un grupo de 30 alumnos. Al momento de realizar el
trato con el estudio fotografico se avisa que serdn 10 alumnos més, si el estudio respeta el precio total y disminuye en $50
el costo de la fotografia por persona, ¢ cudl hubiese sido el costo x de la fotografia por alumno para el grupo de 30 alumnos?

Solucién

Datos:

El costo total para un grupo de 30 alumnos es: 30x

El costo total para un grupo de 40 alumnos es: 40(x — 50)
Debido a que el costo total es el mismo, entonces:

30x =40(x — 50)
Se resuelve la ecuacion:

30x = 40x — 2 000 - 30x — 40x =—2 000
—10x=-2000
—2000
X =
-10
x=200

Por tanto, el costo de la fotografia para un grupo de 30 alumnos es de $200 por cada uno.

El costo de produccién por ejemplar de una revista semanal es de 28 centavos. El ingreso del distribuidor es de
24 centavos por copia mds 20% de los ingresos por concepto de publicidad anunciada en la revista cuando sobrepa-
san las 3 000 copias. ;Cudntas copias deben publicarse y venderse cada semana para obtener utilidades semanales
de $1 000?
Solucion

24

2
Sea x el nimero de ejemplares, el 20% de los ingresos es 20 —x |= Lx cuando sobrepasan las 3 000 copias
100\ 100 125

2
Costo total por semana = $ %(X S 3000)

24 6
I total = $| —(x+3000) + —
ngreso total por semana $[100(x ) s x:|

Se sabe que:
Utilidad = Ingresos — Costos
Por tanto,
24 2
[—(H 3000) + o x] - —8(x+ 3000) = 1000
100 125 100
Se resuelve la ecuacion:
500 [ﬁ(ﬁ 3 000)+ix]—§(x+ 3.000)=1000
100 125 100

500{—i(x+ 3000)+ -2 =1 000}
100 125

~20(x+3 000)+24.x = 500 000

—20x—60 000 + 24 x = 500 000
4x =500 000+ 60 000

560 000
X=
4
x =140 000

El distribuidor deberéd vender 140 000 ejemplares para obtener utilidades de $1 000 semanales.
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Resuelve los siguientes problemas:

e o0 0000000000000 0000

1.

10.

11.

Julio pagé por un traje, una camisa y unos zapatos, $2 700. Si la camisa cuesta la sexta parte del traje y los zapatos
cuestan el doble de la camisa, ;cudl es el precio de los zapatos?

. Alejandra compr6 una chamarra, una blusa y un pantal6n. El pantalén cost6 la mitad de la chamarra y la blusa las

tres décimas partes del costo del pantalén. Si en total pagé $1 320, ;cudl fue el costo de cada prenda?

. Adriana pagd por su reinscripcidn, colegiatura y un examen extraordinario, $6 400. Si el examen cuesta las dos quintas

partes de la inscripcién y las dos novenas partes de la colegiatura, ;cudnto paga de colegiatura?

. Una empresa compré automoviles para tres de sus gerentes. El primer automévil costé el doble del segundo mas

$25 000 y el tercero $18 000 menos que el primero. Si la empresa invirtié $432 000, ;cudl es el precio de cada
automovil?

. Jazmin gan6 el martes el doble de lo que gand el lunes; el miércoles, el doble de 1o que gané el martes; el jueves, el

doble de lo que gand el miéreoles; el viernes, $30 menos que el jueves y el sdbado $10 més que el viernes. Si en los
seis dias Jazmin gané $1 500, ;cudnto gané el miércoles?

. Una computadora y un escritorio costaron $15 100, si por el escritorio se pagé la sexta parte de la computadora mds

$400, determina el precio de cada uno.

. Enel curso de dlgebra un profesor pidi6 resolver 16 problemas al alumno mds destacado de la clase, con la condicién

de que por cada problema resuelto correctamente el estudiante recibiria $30, y por cada problema erréneo, perderia
$10. Después de resolver los 16 problemas, el profesor le pagé $240. ;Cudntos problemas resolvié correctamente el
alumno?

. Luis dice: “Si triplico mi dinero y pago $2 600 de una deuda me quedarian $13 000”. ;Cuénto dinero tiene Luis?

. “Compré 20 discos por cierta cantidad, si hubiera adquirido 4 discos mds por la misma cantidad, el costo de cada

disco disminuiria en $60. ;Cuél es el precio de cada disco?” (Sugerencia: sea x el precio de los 20 discos).

El salario bésico de un profesor es de $40 por hora, pero recibe un tanto y medio de esta cuota por cada hora cuando
rebasa las 40 horas por semana. Si el cheque que recibe es de $2 800, ;cudntas horas de tiempo extra trabajé durante
la semana?

El precio de 30 kg de una mezcla de dos tipos de arroz es de $10.20 por kilogramo. Si uno de los tipos de arroz vale
$9.30 el kilogramo y el otro $12, ;cudntos kilogramos de cada tipo de este grano hay en la mezcla?

12. Las entradas para el espectdculo de un circo cuestan $60 para adulto y $40 para nifio. Si una familia pagé $320 por
seis boletos, ;cudntos boletos de cada clase compré?

13. En un partido de futbol se vendieron 12 000 boletos y se recaudaron $800 000. Si los precios eran de $60 y $80,
(cudntos boletos se vendieron de cada clase?

14. Juan mezcla tres tipos de café, el primero tiene un precio de $100 el kilogramo, el segundo de $70 y el tercero de
$105. La mezcla pesa 20 kilogramos y la vende en $90 el kilogramo. Si la cantidad del grano de $70 es el doble
que la del café de $100, ;cuéntos kilogramos utiliz6 de cada grano?

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Problemas sobre el tiempo requerido para realizar un trabajo

Un estanque se llena por una de dos llaves en 4 horas y la segunda lo llena en 6 horas, ;cudnto tiempo tardardn en
llenar el estanque vacio si se abren ambas llaves al mismo tiempo?
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Solucion

Datos: Tiempo total de llenado: En una hora, el estanque estard lleno en:
Primera llave 4 horas % de su capacidad

Segunda llave 6 horas % de su capacidad

Las dos llaves x horas % de su capacidad
Planteamiento:

1 .
En una hora las dos llaves llenardn — de la capacidad del estanque:
x

46 x
Se plantea la ecuacién y se resuelve:
l+l=l - 12x(l+l=l) - 3x+2x=12
4 6 x 4 6 x
Sx=12
x=24
2.4 horas equivalen a 2 horas, .4(60) = 24 minutos
Por consiguiente, las dos llaves tardardn 2 horas y 24 minutos en llenar el estanque.
2 Para la recoleccion de trigo se utilizan dos cosechadoras, la primera tarda 8 horas y las dos juntas tardan 4.8 horas,
(cudnto tiempo tardara la segunda en recolectar el trigo?
Solucién
Sea x el tiempo que tarda la segunda cosechadora en recolectar el trigo, entonces:
1 1 1 1 1 1
—_t—=— - —_—_——
x 8 48 x 48 8
Se resuelve la ecuacion:
1 1
,:i_, — 24 =5x—-3x - 24 =2x
x 24 8
x=12

Resulta que la segunda cosechadora tardard 12 horas en recolectar el trigo.

EJERCICIO 70

Resuelve los siguientes problemas:

1. Un estanque se llena con una de dos llaves en 3 horas y con la segunda en 2 horas, ;cudnto tiempo tardardn en llenar
el estanque vacio si se abren las dos llaves?

2. Cierto trabajo lo puede realizar Damian en 4 horas y Beatriz en 6 horas. ;En cuanto tiempo lo realizan ambos?

. Una tortilleria produce por dia 350 kilogramos con la maquina A, con la maquina B la misma produccion se obtiene
en dos dias, si se ponen a trabajar ambas maquinas, jcudnto tiempo tardardn en producir los 350 kilos de tortilla?

4. Para envasar leche se utilizan dos maquinas, la primera envasa 2 400 botes en 4 horas y la segunda envasa la misma
cantidad en 8 horas, ;cudnto tiempo tardardn en llenar los 2 400 botes de leche ambas médquinas?

5. Para sacar 20 000 copias se tienen tres copiadoras, la primera tarda 6 horas, la segunda 8 horas y la tercera 4 horas;
si se utilizan las tres copiadoras, jcudnto tiempo tardardn en realizar esta tarea?

o0 00 0000000000000 0000000
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6.

Un productor de leche puede vaciar un contenedor con una llave de desagiie en 12 horas; este recipiente puede ser
llenado con una llave en 4 horas y con una segunda llave en 6 horas. Si el contenedor inicialmente estd vacio y se
abren las tres llaves simultdneamente, jen cuanto tiempo se puede llenar?

7. Cierta produccidn de tornillos se realiza por la maquina serie A en una hora 20 minutos, y por las maquinas series A
y Ben 1 hora, ;cudnto tiempo tardaria la mdquina serie B en realizar la produccién de tornillos?

8. Una pipa de 1 500 litros de capacidad tiene dos llaves y un desagiie. La primera llave la llena en 45 minutos, la se-
gunda en 30 y el desagiie la vacia en 60 minutos. Si la pipa estd vacia y se abren las dos llaves y el desagiie, ;cudnto
tiempo tardard en llenarse la pipa?

9. Taniay José van a construir cierta cantidad de juguetes que se conforman de tres piezas cada uno. Tania los construye
en 2 horas y media y ambos tardan una hora 54 minutos, ;cudnto tardard José en construir los juguetes?

10. En una escuela se tienen que hacer juegos de cuatro hojas cada uno para formar 1200 exdmenes, para ello se forman
dos grupos de 3 personas; el primer grupo tardara tres horas 40 minutos, mientras que los dos grupos tardardn 3 horas,
(cuanto tiempo tardard el segundo grupo en terminar los 1200 exdmenes?

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ o «

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Problemas sobre comparacién de distancias y tiempos

En este tipo de problemas se utilizan las siguientes férmulas del movimiento rectilineo uniforme:

vzi d=vt tzi
t v

Estas se usan para determinar la velocidad, distancia y el tiempo, respectivamente.

Un automdvil con velocidad constante de 21 m/s sale de la meta 5 segundos después que un automévil, cuya ve-
locidad constante es de 18 m/s, ;cudnto tiempo transcurre para que el segundo alcance al primero?

Solucién
Datos: Primer automovil
i
= 55 =——
Pr— (! + 5) segundos |
Segundo automévil
Vel. 21 m/s
— |
[ t Segundos —
Planteamiento:

Las distancias recorridas son las mismas, pero cada automévil con distinto tiempo, si d = vt, entonces:
Distancia recorrida por el primer automévil = distancia recorrida por el segundo automévil

18(t+5)=21()
Se resuelve la ecuacion:

18(t+5)=21(r) - 18t +90=21¢
90 =21tr— 18¢
90 =3¢
30=t

Esto indica que el segundo automévil dard alcance al primero en 30 segundos.
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2 En cierta competencia de atletismo el corredor A se encuentra a 30 metros adelante del corredor B. El corredor A
lleva una velocidad constante de 7 km/h y el corredor B lleva una velocidad constante de 8 km/h. Si los dos salen
al mismo tiempo, ;después de cuantos metros el corredor B alcanzard al corredor A?

Solucién
Datos: Corredor A v =7 km/h
1
U 1
Corredor B v =8 km/h P— ) NCITOS  —
[ T |
= 30m ¥ X MELIOS — e—
Plant iento:
anteamiento 04

La distancia en kilémetros para cada corredor es ———— , respectivamente.

£
1000 ° 1000

. . . . d
Al momento de salir el tiempo es el mismo para ambos corredores, si = —, entonces;
v

tiempo para el corredor A = tiempo para el corredor B

X 30+ x
1000 1000
7 8
Se resuelve la ecuacion:
x__30+x > 8x=7(30 + x) > 8x =210+ 7x
7000 8000

8x—7x=210
x=210

El corredor B recorre 210 + 30 = 240 metros antes de alcanzar al corredor A

EJERCICIO 71

Resuelve los siguientes problemas:

1. Un automévil que viaja a 60 m/s pasa por el punto A 12 segundos antes de que un automovil que viaja a 80 m/s pase
por el mismo punto, cudnto tiempo transcurre antes de que el segundo automévil alcance al primero?

2. Dos personas se encuentran a una distancia de 55 metros, ;después de cudnto tiempo se encontraran si la primera
camina a 1 m/s y la segunda a 1.2 m/s?

. Un automdvil con una velocidad constante de 60 km/h va por la avenida Viaducto, en sentido contrario viaja un
segundo automdvil a una velocidad constante de 90 km/h. Si la distancia que los separa es de 25 km, ;después de
cudnto tiempo se cruzaran?

4. Un par de guardabosques tienen aparatos de radiocomunicacién, con un alcance méximo de 2 kilémetros. Uno de
ellos realiza su recorrido hacia el oeste a las 12:00 p.m. a una velocidad de 4 km/h, mientras que el otro sale de la
misma base a las 12:10 p.m. y camina hacia el este a una velocidad de 6 km/h. (A qué hora dejan de comunicarse
ambos guardabosques?

©0 06 0000000000000 000000ce o0
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5.

10.

Una lancha que viaja a 12 m/s pasa por debajo de un puente 3 segundos después que un bote que viaja a 9 m/s, ;des-
pués de cuantos metros la lancha alcanzar4 al bote?

Dos automdviles se cruzan en direccién opuesta, si el primero lleva una velocidad de 24 m/s y el segundo una velo-
cidad de 26 m/s, ;cudntos segundos transcurren cuando los automéviles estdn a 800 m uno del otro?

. Un motociclista persigue a un automévil, el automdvil lleva una velocidad de 80 km/h y la motocicleta 120 km/h. Si

el automdvil le lleva una ventaja de 500 m, ;qué distancia debe recorrer la motocicleta para alcanzarlo?

. Una persona que viaja a 3.6 km/h pasa por el punto A a las 14:15 p.m.; 18 minutos después pasa un automavil por el

mismo punto a una velocidad de 68.4 km/h, ;a qué hora alcanza el automdvil a la persona?

Dos personas se encuentran a las 8:34 a.m., la primera camina a 1.5 m/s hacia el oeste y la segunda camina hacia el
este a 0.5 m/s, ;a qué hora la distancia entre ellos es de 360 m?

Dos automéviles parten en sentido contrario del punto A, el primero parte a las 20:12 p.m. con una velocidad constante
de 40 km/h y el segundo a las 20:16 p.m. a una velocidad constante de 30 km/h, ;a qué hora la distancia entre ellos
serd de 26 km?

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢ ¢ ¢ o o o o »

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Problemas de aplicacién a la geometria plana

Para los siguientes problemas se toman en cuenta algunos conceptos basicos de geometria. Aqui se proporcionan
algunas féormulas para el cdlculo de perimetros y areas.

Figura Perimetro Area
Rectiangulo P=2(b+h) A=bh
Cuadrado P=41 A=1°
Tridngulo P=0+1+1 = %

Circulo P=2m A=mr

b = base, h = altura, [ = lado, r = radio

Dos dngulos complementarios son aquellos que suman 90°, ;cudnto mide un dngulo si su complemento es el doble
mds 15°7?

Solucién

Datos: Planteamiento:

Angulo: x Angulo + Complemento = 90°
Complemento: 2x + 15° X+ (2x + 15°) = 90°

Se resuelve la ecuacion:
x+2x+15°=90°

3x+15°=90°
3x=75°
x=25°

Por tanto, el dngulo es de 25°
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El perimetro de un tridngulo isdsceles es de 48 cm. Si el lado diferente equivale a 2 de la medida de los lados
. . . . 3
iguales, ¢cudl es la medida de los lados del tridngulo?

Solucién

Datos: Planteamiento:

Medida de los lados iguales: x Perimetro = suma de los lados = 48
Medida del lado diferente: %x X+x+ %x =48

Se resuelve la ecuacion:
3x+3x+2x=144
8x=144
x=18

Los lados del tridngulo isésceles son 18 cm, 18 cmy 12 cm.

El largo de un rectangulo mide 4 metros menos que el cuddruple de su ancho y su perimetro mide 32 metros. ; Cudnto
mide el largo?

Solucion
. Se plantea la ecuacién y se resuelve:
2[x+ (4x—4)]=32

4x -4 2[5x—4]=32

Datos: x-4=16
Sx=16+4

Ancho o altura: x 5y =20
Largo o base: 4x — 4 N : 4
Perimetro: 32 metros =
La férmula para hallar el perimetro de un Por tanto, el largo del rectdngulo mide:
rectangulo es: P =2(b + h) 4(4) — 4 = 12 metros
Si se aumentan 8 metros a los lados de un cuadrado el 4rea aumenta en 144 m’. ;Cudnto mide el lado del cuadrado
original?
Solucion
Datos: La diferencia de las 4reas es igual a 144 m’ se plantea
Lado del primer cuadrado: x la ecuaci6n y se resuelve:

(x+8)°—x*=144

Lado del segundo cuadrado: x + 8
X+ 16x+ 64 —x = 144

Area del primer cuadrado: x*

Area del segundo cuadrado: (x + 8) 16x =144 - 64
16x =80
80
x=—
16
x=5
X x+8 Por tanto el lado del cuadrado original mide 5 metros.

EJERCICIO 72

Resuelve los siguientes problemas:

1. Si uno de dos dngulos complementarios mide 34° mds que el otro, ;cudnto mide el 4ngulo mayor?

2. Dos angulos son suplementarios si suman 180°, ;cudl es la medida del dngulo cuyo suplemento es el triple del angulo?
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10.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. El largo de un rectdngulo mide el triple de su ancho; si el perimetro mide 96 cm, ;cudles son sus dimensiones?

. El largo de un rectdngulo mide diez metros mds que el doble de su ancho y su perimetro mide 164 metros. ;Cuéles

son sus dimensiones?

. El ancho de un rectdngulo mide cinco metros menos que la cuarta parte de su largo y su perimetro mide 80 metros.

(Cudles son sus dimensiones?

. El perimetro de un tridngulo escaleno mide 23 metros. Si uno de los lados mide dos metros menos que el doble del

segundo lado y tres metros mas que el tercer lado, ;cudnto mide cada lado?

. La base de un tridngulo mide 36 cm y su 4rea 144 cm’. ;Cuanto mide la altura?

. Un trozo de madera de 14 cm se divide en dos partes, de tal manera que la longitud de una de ellas es las dos quintas

partes de longitud de la otra, ;cudl es la longitud de cada parte?

. Una cuerda de 75 cm se divide en dos partes, de tal manera que la longitud de una de ellas es las tres quintas partes

del total de la cuerda.
* Si con el trozo mds pequefio se forma una circunferencia, determina su radio.
* Sicon el trozo de mayor longitud se forma un cuadrado, calcula la longitud de uno de sus lados.

Si se aumentan ocho metros a cada lado de un cuadrado el 4rea aumenta 160 m’. ;Cudnto mide el lado del cuadrado
original?

. Ellargo de un rectdngulo mide el doble de su ancho. Si se aumentan cuatro metros a cada lado el 4rea aumenta 124 m>.

(Cudles son las dimensiones del rectdngulo original?

El largo de un rectangulo mide cinco metros menos que el triple de su ancho. Si se aumentan 10 metros al largo el
drea aumenta 60 m’. ;Cudles son las dimensiones del nuevo rectingulo?

La diferencia entre las 4reas de dos circulos es de 209 wm’. Si el radio del cfrculo mayor mide once metros mas que
el radio del circulo menor, ;cudnto mide el radio del circulo mayor?

El 4rea de un rectdngulo es de 244’ con un ancho de x. Si el largo se aumenta en 3 y no cambia el ancho, el drea
resultante es de 33x”. Determina las dimensiones del rectdngulo inicial.

La base de un tridngulo excede en dos a su altura; si la base se disminuye en 3 y la altura se aumenta en 2, el 4rea del
nuevo tridngulo es 3u* menor que el drea del tridngulo original. Determina las dimensiones del tridngulo original

Se desea mandar a disefiar una ventana Normanda (forma de rectdngulo bajo un semicirculo). El ancho es de tres
metros, pero la altura / todavia no se define. Si para dicha ventana se utilizan 24 m’ de vidrio, determina la altura
del rectangulo 4.

Las dimensiones de un rectangulo estdn en relacion 2:1, si estas dimensiones se aumentan en 3 unidades, el 4rea del
z 2 3 - P 3 4, IR
nuevo rectangulo excede en 63u" al drea del rectdngulo inicial, cudl es el largo del rectangulo inicial?

El marco de una pintura rectangular mide 5 cm de ancho y tiene un 4rea de 2 300 cm’. El largo de la pintura mide 20
cm menos que el triple de su ancho. Determina las dimensiones de la pintura sin marco.

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o o o o o »

Despeijes de férmulas

Al inicio del capitulo se hablé de que una ecuacion es una férmula para el cdlculo de alguna magnitud. En este caso
habra férmulas que tengan més de una variable que representen ciertas magnitudes y dependera cudl se quiera conocer
para hacer el despeje.

Para despejar una variable bastard con aplicar la operacion inversa a cada miembro de la férmula. Si el término suma,
se resta el mismo valor en ambos miembros, si multiplica, se divide, si es una potencia se obtiene una raiz, etcétera.
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v
%_ ] ®@e-EnlaférmulaA =5 h, despeja b.
£ .z
0 Solucién
Ly
A
A=b- —=b
b-h - n

A
Por tanto, b = ;

2 ®@e-Despeja c de la formula a® = b +¢>.
Solucién
a=b"+c* N

Na*-b* =c¢
Por consiguiente, ¢ =+ a* — b’

m

2 2 2
a —-b" =c

1 1
3 ®@e-Despeja R; en la formula — = — + —.
Rl Rl RZ
Solucion

1 1 1 1 1
- = — -

Rt Rl RZ t 2

2 Rl

R R,

R((R,-R)=1(R ‘R,

R ‘R
Finalmente, se obtiene: R=—"=
RZ - Rz
mv?
4 ®e-Despeja v de la férmula E = mgh+—.
Solucioén
2 2
E:mgh+mv N E—mgh:mv
2(E - mgh)=mv’
2(E - mgh) o
m
2(E—mgh) _
m
2(E—mgh
Por tanto, v= w

Ecuaciones de primer grado

Se dividen ambos miembros entre &

Se resta b* a ambos miembros

y se obtiene la raiz cuadrada

1 .
Se resta — a ambos miembros
2

Se resuelve la fraccion
Se multiplica por R (R, R,)

Se divide entre R, — R,

Se resta mgh

Se multiplica por 2

Se divide entre m

Se obtiene la raiz cuadrada
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EJERCICIO 73

e e 0000000000

10

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « « «

. Enm=

Realiza lo que se indica en cada caso:
1.

2.
3.

Despeja n de la formula PV=nrt
EnP=2/(+2w despejal

Eny=mx+b despejam

. En S:a;h despeja r
1-r

. Despeja Fde C = %(F— 32)
. Despejarde A=mr’

. Despejab de A= %h (B+b)

Y= N
Xy =X

despeja x,

. Despeja  de la férmula (x—#)” +(y—k)* = r?

Despeja F de la férmula r =

i\/32+cz—4AF
2A

160

11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Enu=a+(n-1)d despejad
Despeja r de u = ar"™

Despeja P, de P = P,e"

V2_ 2
Ena=-L ® despejaV,
a 2d peja v,

mM

2
Iz

Despejamde F =G
Despejaide M = C(1+i)'

m, —m
En fgor =21,

despeja m
1+m,m, pejam,

Despeja x de y=ax® +bx+c

Enl_l_ L, despeja p’
f p

p

1
Despeja t de d = Vit + Eat2



CAPTULO 7

FUNCION LINEAL

Francois Viéte (1540-1603)
E nire el Renacimiento y el surgimiento de

la matemdtica moderna (s. xvil), se desa-

rmollé un periodo de transicion en el que
se asentaron las bases de disciplinas como el
adlgebra, la trigonometria, los logaritmos vy
el andlisis infinitesimal. La figura mds importante
de este periodo fue el francés Francois Viéte.

Considerado uno de las padres del dlgebra, desarrollé una notacién que
combina simbolos con abreviaturas vy literales. Es lo que se conoce como
dlgebra sincopada, para distinguirla del dlgebra retérica utilizada en la
antigiedad y el élgebra simbdlica que se usa en la actualidad.

Uno de sus hallazgos mas importantes fue establecer claramente la distin-
cion entre variable y pardmetro, lo que le permitié plantear familias enteras
de ecuaciones con una sola expresion y asi abordar la resolucion de ecua-
ciones con un alto grado de generalidad, en lo que se enfendié como una
aritmética generalizada.

Francois Viéte (1540-1603)
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Plano cartesiano

El plano cartesiano se forma con dos rectas perpendiculares, cuyo punto de interseccién se denomina origen. La recta
horizontal recibe el nombre de eje X o eje de las abscisas y la recta vertical recibe el nombre de eje Y o eje de las
ordenadas.

El plano cartesiano se divide en cuatro regiones llamadas “cuadrantes”. A cada punto P se le asigna un par orde-
nado o coordenada P (x, y).

+,EjeY
1I I

0 Eje X

111 v

localizacion de puntos

Para localizar un punto P(x, y) en el plano cartesiano se toma como referencia el origen, se avanza tanto como lo indica
el primer nimero (abscisa) hacia la derecha o izquierda, segtn sea su signo, de ese punto se avanza hacia arriba o hacia
abajo, tanto como lo indica el segundo nimero (ordenada) segiin sea su signo.

Ejemplo

Grafica los puntos: (- 5, 4), (3, 2), (=2,0), (- 1,-3), (0, —4) y (5, — 1) en el plano cartesiano.

5.4) Y
| (3,2
20 | X
0
| 35,-1)
1,-3) |
10,-4
EJERCICIO 74
: Localiza en el plano cartesiano y une los puntos:
. 1. AB3,- 1)y B@4,3)
2. A0,2)y B(3,0)
3. A= 1,2),B(4,5)y C(2,-3)
4. A(0,5), B2, )y C(=3,-4)
5. A(1,3), B(-2,1), C(2,-3) y D4, 2)
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente« « ¢ o o o o o o o &
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Funcion lineal

Funcién
Es la relacion que existe entre dos conjuntos, de manera que a los elementos de x les corresponde a lo mds un elemento de y.
Se denota por:
y=f
Se lee, y esigual a fde x
donde: x: variable independiente

y: variable dependiente
f (x): regla de correspondencia

Constante
Es la funcién que asocia un mismo valor a cada valor de la variable independiente
y=k
La representacion gréfica es una linea recta paralela al eje X, sobre la ordenada k
Ejemplo
Grafica la funcién y = 3
Solucion
Se traza una recta paralela al eje X, sobre la ordenada 3

Ya
3 y=3

A
v

Ecuacién x = k

Una ecuacién de la forma x = k no es una funcién. La representacién grafica de esta ecuacién es una recta paralela
al eje Y que pasa por el valor de la abscisa k

Ejemplo

Representa en una gréfica la ecuacién x =2

Solucion

Se traza una recta paralela al eje Y, que pasa sobre la abscisa 2

Yy
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Lineal

La funcién de la forma y = mx + b se llama lineal, donde los pardmetros m, b representan la pendiente y ordenada al
origen, respectivamente.

Ejemplos

Sean las funciones lineales:

1. y=5x+2 en donde: m=5,b=2
2. y=—4x+i en donde: m=—4,b=E
7 7
3. yzgx—l en donde: ng,bz—l
3 3
1 1
4, y=——x en donde: m=——,b=0
2 2
5.y=4 en donde: m=0,b=4

La pendiente indica el nimero de unidades que
incrementa o disminuye y, cuando x aumenta. La
ordenada al origen es la distancia del origen al punto
(0, b), este punto se encuentra sobre el eje Y, y es la
interseccién con la recta.

Donde: *x
Ax=x,—x,
Ay=y,—y,

Dados dos puntos de la recta, la pendiente se obtiene con la férmula:

mzﬂz)’Z_yl
Ax x,—x;

—
]
o

(Cudl es el valor de la pendiente de la recta que pasa por los puntos A(— 1, 3) y B(3, 6)?

Solucién

Ejemplos

Sea:
A(-1,3)=(x,,y,), entonces x, =—1,y,=3
B(3, 6) = (x,, y,), entonces x,=3,y, =6

Estos valores se sustituyen en la formula:
Yo=N _ 6-3

m=———-——

_6-3
x,—x 3—(-1) 3+1

3
4

Por tanto, el valor de la pendiente es %
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2 @9, Cuil es el valor de la pendiente de la recta que pasa por los puntos P(—2, 1) y Q(2, — 4)?
Solucién
Sea:
P(—2,1)=(x,, y,), entonces x, =— 2, y, = 1
0Q,-4)=(x,y,), entonces x, =2, y,=—4
Estos valores se sustituyen en la férmula:

=y, _ —4-1 -4-1 -5 5

x,-x 2-(-2) 242 4 4

- . 5
Por consiguiente, el valor de la pendiente es 1

Funcion lineal

Ceneralidades

Sim > 0, la funcioén es creciente, es decir, cuando x aumenta, también lo hace y.

L

Y,

>

v

e

Sim < 0, la funcién es decreciente, es decir, cuando x aumenta, y disminuye.

Ya

N

v
<

Sim =0, se tiene una funcién constante.

v
-
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EJERCICIO 75

1. A(-2,4)yB(6,12)
2. M(1,5)yB(2,-7)
3. R(-4,-2)yB(5,6)

aLosfs2)
2 3

A(-33)e(3)
54 10 2

e e oo e e

W

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « «

Grdfica

Para graficar una funcién lineal se lleva a cabo lo siguiente:

I. Selocaliza la ordenada al origen, es decir, el punto (0, b).

Determina la pendiente de la recta que pasa por los puntos:

II. A partir de este punto se localiza otro al tomar a la pendiente como el incremento o decremento vertical sobre el

incremento horizontal.

] ®e-Grafica la funcién y=§x+4.

Solucién

Ejemplos

La pendiente y ordenada al origen de la funcién:

2
y==x+4
3
2 2 incremento vertical
m=— = . .
3 3 incremento horizontal

b =4 que representa el punto (0, 4).

4
? @e:-Trazala gréfica de la funcién y=—§x+ 2.
Solucién

La pendiente y ordenada al origen de la funcidn:

4
=——x+2
s

—4 decremento vertical

m=—

[N

-4
= = . .
5 5incremento horizontal

b =2 que representa el punto (0, 2).
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CapiTUO 7

Funcion lineal

3 @e:Trazala gréfica de la funcién y = — 5x — 3.

Solucioén
La pendiente y ordenada al origen de la funcidn: Grifica de la funcién
y==5x-3
-5 —5 decremento vertical
m=—5=— =
1 1 incremento horizontal

b=-3 que representa el punto (0, — 3).

Otra forma de graficar una funcidn lineal es dar valores de x, para obtener los respectivos valores de y, con estos dos
valores se forman puntos coordenados. A este procedimiento se le llama tabulacion.

Ejemplo

Traza la gréfica de la funcién y = 2x — 3. Gréfica de la funcién
Solucion

Se construye una tabla con valores arbitrarios en x,
para obtener los valores respectivos de y.

X y=2x-3 (x,y)

-2 |y=2(-2)-3=-7 =2,-7)

-1 |y=2(-1)-3=-5 -1,-5)
0|y=20-3=-3 0,-3)
1 |y=2(1)-3=-1 1,-1
2 | y=22)-3=1 2,1)

EJERCICIO 76

Grafica las siguientes funciones y ecuaciones:

s e e 0o e

1. y==-2 6. y=4x
2. y=rm 7 y——lx
. . 5
3. x=4 8.y=lx—§
2 2
4.x=§ 9 y=3x+3
2
1
5. y=2x+5 10. y=—§x+3
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ o o o o o o o &
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Familia de rectas
Se ha visto la funcién y = mx + b con valores constantes para m y b, en este tema analizaremos qué pasa cuando se fija
uno de los dos valores y el otro se deja libre. Este tipo de funciones reciben el nombre de familia de rectas.
Ejemplos

l.y=3x+b 2. y=—x+b 3. y=mx—-17 4. y=mx+6

—
]
o

Grafica una familia de rectas de la funcién y = mx + 2. Gréfica

Ejemplos

Solucién B Y4
) ) ) y=-2x+2 4 y=02x+2
La funcién y = mx + 2 representa todas las rectas que tienen ordenada al origen

2, es decir, todas las rectas que intersecan al eje Y en el punto (0, 2).

Se grafican algunas de las rectas, con algunos valores para m:

Si m =2, entonces se tiene la recta y =2x + 2

Sim =-— 2, entonces se tiene larectay =—2x+ 2

Si m =0, entonces se tiene la recta y =2

? ®e-Grafica una familia de rectas de la ecuacién y=x+b. Griéfica

Solucion

La funcién y = x + b representa todas las rectas que tienen pendiente 1
Se grafican algunas de estas rectas, con algunos valores para b:
Sib=-2,setienelarectay=x—2
Sib=-1,setienelarectay=x—1

Si b =0, se tiene larectay=x

Sib=1,setienelarectay=x+1

Sib=2,setiene larectay=x+2

EJERCICIO 77

Grafica una familia de rectas para cada funcién:

. y=mx+4

DR Ny

2. y=mx-3
2

3. y=mx+—
Y 3
4. y=2x+b
5. y=—x+b

7
6. y==x+b
y=gx

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢ ¢ o o o o o »
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Funcion lineal

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Si tenemos dos variables x, y que cumplen la ecuacién y = mx + b donde m, b € R, se dice que dichas variables se
relacionan linealmente.
Para lo anterior existen problemas de la vida real que se pueden representar con un modelo lineal y asi dar un
valor estimado de la variable y, para un cierto valor de la variable x.
Ejemplos
1. El salario s que recibe un empleado por trabajar x horas
2. El desgaste d de un articulo que se ha usado r meses

Cinco metros de tela tienen un costo de $300, encuentra un modelo lineal para el costo y determina cudnto cuestan
25m? y ;cuantos metros de tela se pueden comprar con $18 000?

Solucién

Sean:
x: metros de tela
y: costo por metro de tela
El costo y de x metros de tela se relaciona con la funcién y = mx + b
Si se venden cero metros de tela (x = 0), el costo es cero pesos (y = 0), entonces, al sustituir estos valores en
la funcién y = mx + b, se tiene que:

0=m0)+b—>b=0
De tal manera que la funcién queda de la forma siguiente:
y=mx

Six =35, entonces y = 300, que son los datos iniciales del problema, con ellos se encuentra el valor de la pen-
diente, cuando se sustituyen en y = mx.

y=mx
300:m(5)—>m:¥=60%m:60
Por tanto, el modelo lineal es:
y=60x

Se quiere conocer el costo de 25 metros de tela.

y=60x
y=60(25) = 1500

Por consiguiente, 25 m de tela tienen un costo de $1500
Finalmente, se desea saber cuantos metros de tela se pueden comprar con $18 000

y=60x
18 000 = 60x
18000
200N =5
60
300 =x

Con $18 000 se pueden comprar 300 metros de tela.
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2 El delfin mular mide 1.5 metros al nacer y pesa alrededor de 30 kilogramos. Los delfines jovenes son amamantados
durante 15 meses, al final de dicho periodo estos ceticeos miden 2.7 metros y pesan 375 kilogramos.
Sea Ly P lalongitud en metros y el peso en kilogramos, respectivamente, para un delfin mular de 7 meses.

a) Silarelacién entre Ly ¢ es lineal, expresa L en términos de ¢.

b) (Cudl es el aumento diario de la longitud para un delfin joven?

¢) Expresa P en términos de ¢, si Py ¢ estdn relacionados linealmente.
d) (Cudl es el peso de un delfin de cinco meses de edad?

Solucion
a) Silarelacién entre Ly ¢ es lineal, expresa L en términos de ¢.
L=mt+b

Cuando el delfin es recién nacido t =0y L = 1.5, al sustituir estos valores en la funcién anterior se tiene que
b=1.5y el modelo queda de la siguiente forma:
L=mt+1.5 - L=mt+§

Cuando 7= 15, L =2.7, estos valores se sustituyen en el modelo anterior para determinar la pendiente.

L=mt+ g
6
27 =m(15) + 5273 15m > oo N Som
2 2 5 15
2
7:m
25

Por tanto, la longitud L en funcién del tiempo 7 es:

=242
25 2

b) (Cudl es el aumento diario de la longitud para un delfin joven? 5
En la funcién lineal L, la parte que indica el aumento en la longitud del delfin es: — ¢, por consiguiente, se divide
t entre 30 y se sustituye # = 1 e

Entonces:

itzl(i}i:L:o.oozm
25 25030 )7 750 " 375

Luego, el aumento diario en la longitud de un delfin es de 0.00267 m.

¢) Expresa P en términos de ¢, si Py ¢ estdn relacionados linealmente.
Se representa el peso P en funcién del tiempo 7 con la funcién:

P=mt+b
Cuando el delfin es neonato su peso es de 30 kilogramos, es decir,
t=0yP=30
Al sustituir estos valores en la funcidén anterior se obtiene el valor de b,

P=mt+b
30=m(0)+b — b=30
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Funcion lineal

El modelo matemdtico para un delfin recién nacido es:
P=mt+30
Luego, a los 15 meses un delfin pesa 375 kg, entonces:
Sit=15y P =375, se tiene que:
P=mt+30

375=m(15)+30—>375—30=15m—>345=15m—>%=m - m=23

Por consiguiente, el peso P en términos de ¢ se expresa con el modelo:
P=23t+30

d) (Cudl es el peso de un delfin de cinco meses de edad?
Para obtener el peso P de un delfin de 5 meses de edad, se sustituye # = 5 en el modelo anterior:

P=23t+30

P=23(5)+30
P=115+30

P =145

Por tanto, el peso de un delfin de cinco meses de edad es de 145 kilogramos.

EJERCICIO 78

Resuelve los siguientes problemas:

1. Un hombre recibe $120 por 3 horas de trabajo. Expresa el sueldo S (en pesos) en términos del tiempo ¢ (horas).

2. Un bebé pesa 3.5 kg al nacer y 3 afios después alcanza 10.5 kg. Supongamos que el peso P (en kg) en la infancia estd
relacionado linealmente con la edad 7 (en afos).

a) Expresa P en términos de ¢.

© o0 00000000000

b) (Cudnto pesard el nifio cuando cumpla 9 afios?
¢) (A qué edad pesard 28 kg?

3. La cantidad de calor C (en calorfas), requerida para convertir un gramo de agua en vapor, se relaciona linealmente
con la temperatura 7 (en °F) de la atmoésfera. A 50°F esta conversion requiere 592 calorias y cada aumento de 15°F
aumenta 9.5 calorfas la cantidad de calor. Expresa C en términos de 7.

4. El duefio de una franquicia de agua embotellada debe pagar $500 por mes, mds 5% de los ingresos mensuales (I) por
concepto de uso de la marca. Los costos de operacion de la franquicia incluyen un pago fijo de $1300 por mes de
servicios y mano de obra. Ademds, el costo para embotellar y distribuir el agua comprende 50% de los ingresos.

a) Determina los gastos mensuales G en términos de /.
b) Expresa la utilidad mensual U en términos de / (utilidad = ingreso — costo)
¢) Indica el ingreso mensual necesario para que no haya pérdida ni ganancia.

5. Larelacion entre las lecturas de temperatura en las escalas Fahrenheit y Celsius, estd dada por: °C = %("F -32)

a) Encuentra la temperatura en que la lectura es la misma en ambas escalas.
b) (En qué valor debe estar la lectura en grados Fahrenheit para que sea el doble de la lectura en grados Celsius?

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ o ¢
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Ecuacion lineal

Una ecuacion de laformaAx+ By + C =0, donde A, By C son constantes reales tales que A 'y B no son cero, recibe
€l nombre de lineal.
Ejemplos

1. 2x—3y—-4=0, esunaecuacionlineal con: A=2,B=-3yC=-4

2. —=5x+4y =0, esunaecuacion lineal con: A=-5,B=4yC=0

3. Xx+2=0, esunaecuacion lineal con: A=1,B=0yC=2

4. 2y—3=0, esunaecuacionlineal con: A=0,B=2yC=-3
Una ecuacion que se puede escribir de laforma Ax + By + C = 0 también eslineal.

Ejemplos

1. Dadalaecuacion 2x = 5y — 6, también se puede escribir delaforma: 2x—5y+6=0

2. Paraque laecuacion gx—§y=2 tengalaformaAx + By + C = 0, se eliminan los denominadores al multiplicar

por 4 cada término de laigualdad:
5 3
4 Sx-2y |=4(2
(530 -2
Al realizar las operaciones se transforma en 10x — 3y = 8, finalmente:

10x-3y-8=0

3. Laecuacion %( x—y)—3y= 4x+1, sepuede escribir delaforma: Ax+ By + C =0, a realizar &l producto indicado,
eliminar denominadoresy simplificar:

%( X—y)-3y=4x+1

1.1
—X——=y-3y=4x+1
5 2)’ Yy

1 1
2( Ex—ay—Sy)—Z( 4x+1)

X—y—6y=8x+2
X—y—-6y—8x-2=0

Por tanto, la ecuacion se transformaen: —7x—7y —2=0
4. Laecuacion yzgx— 2 a multiplicarla por 3 se obtiene 3y = 5x — 6, por consiguiente se puede escribir como:

5x—3y—-6=0

Solucién de una ecuacion lineal

Unaecuacion lineal tiene como conjunto solucién todos los pares ordenados (X, y), que satisfacen la ecuacion, donde
Xy 'y son niimeros real es.
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1 @e-Veificasi los pares ordenados (1, — 4), (2,— 10), (E —E), son soluciones de laecuacion: 2x — 3y — 14=0.

3 2 4
Solucién

Se sustituye cada par ordenado en la ecuacién:

Para(1, — 4)

2x-3y-14=0

2(1)-3(-4)-14=0

2+12-14=0

0=0

Por tanto, €l par ordenado (1, — 4), es solucion.
Para (z,ﬂ)

3

2x—-3y-14=0

2(2)—3(—%)—14:0

4+10-14=0

0=0

Por consiguiente, el par ordenado (2,—%) es solucion.

2x—-3y-14=0

{2H( 2o

142 _14-0
4

Entonces, e par ordenado (%— g) no es solucion.

2 ®e-Veificas e punto (- 2, 1), es solucion de la ecuacion x+§:g(y—x)—5

Solucién
Se sustituye el punto en la ecuacion:

3 3
X+§'E(y_x)_5
3 .3
—2+5_5[1—(—2)]—5

—2+§=§[1+2]—5
2 2
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(continuacién)

Por consiguiente (— 2, 1), es solucion de la ecuacion.

EJERCICIO 79

. 1. Verificasi los pares ordenados (2,—3), (7,0)y (1,5) son solucion de la ecuacion: 3x—5y—21=0.

2. Verificas los puntos (%—%) (%%) y (—%,1) son solucién de la ecuacion: 2x+4y+2=0.

3. Verificasi los pares ordenados (3,—4), (-3,-12) y(%,z) son solucion de la ecuacion: %x:%w 4.

4. Verificasi e punto (%%) es solucion de la ecuacion: 2(x—y)—£:%(x—8)—y.

5. Verificasi e punto (—1,3) es solucion de la ecuacion: 1(x+2y)+iy=l(x+1)—1—gx.
210 5 107 10 25

Verifica tus resultados en la seccion de soluciones correspondientee ¢ o o ¢ o o o o

Gréfica

La gréfica de una ecuacion lineal Ax + By + C = 0, es una recta que forman los puntos de su conjunto solucién:
{(xy)| Ax+By+C=0}.

é_ 1 @e-;Cud eslagréficadelaecuacion 2x— 3y + 7 =07?
,GE_J, Solucion
T Para obtener la gréfica, basta con conocer dos puntos de larecta, paralo cua se sustituyen dos valores arbitrarios para
X 0y enlaecuacion, y con esto se obtienen |os dos puntos que se requieren.
Seax = -2, sesustituyey se despejay: Seax =1, sesustituyey se despgjay:
2x—-3y+7=0 2x—3y+7=0
2(-2)-3y+7=0 2(1)-3y+7=0
—-4-3y+7=0 2-3y+7=0
3-3y=0 9-3y=0
-3y=-3 -3y=-9
-3 -9
y=j3 y=_—3
y=1 y=3
Por tanto, €l punto es (-2,1) Por consiguiente, el punto es (1,3)
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Por dltimo, se localizan los puntos en €l plano y se traza una recta sobre €llos.
Gréfica
Y A

Otraformade graficar Ax+ By + C =0, estransformarlaalaformay = mx+ by aplicar algunos de los métodos vistos
en el capitulo 7.

Ejemplo

Graficalaecuacion 3x— 4y — 12 =0.

Solucion

Se despejay en laecuacion paraexpresarlaalaformay=mx+b

3x—4y-12=0 Gréfica
—4y=—3x+12 Y
—3x+12
y= ~a I
-3 12 1
y=—X+—
-4 -4 —_— —_— —_— X

3X—-4y-12=0

y:

3 /
=>x-3
y 4X

Los valores respectivos de la pendiente y ordenada a origen son: m= % yb=-3

EJERCICIO 80

Grafica las siguientes ecuaciones:

.
.
.
.
.

1. x+y-3=0 6. 2x+7y=0
2. Xx—-y+2=0 7. —3x+5y-10=0
3. 3x—2y+6=0 8. 8x=2y-4
2.1
4. 4x+3y-12=0 9. —x—=-y=4
Y 3 2)’
3.1
5. 3x-4y=0 10. ——x=—y-2
Y 5 10y
Verifica tus resultados en la seccion de soluciones correspondientee o o o o o o o o o
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Sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables

Se havisto que el conjunto solucion de laecuacion Ax+ By + C =0, son todos | os pares ordenados (X, y) que satisfacen
la ecuacion.
En un sistema de dos ecuaciones con dos variables, que tiene laforma:

{ ax+hy=c
a,x+by=c,

El conjunto solucion lo forman todos | os pares ordenados que satisfacen ambas ecuaciones, es decir:
{(xy)|ax+by=c}n{(xy)[ax+by=c,}

Cada ecuacion representa una recta en el plano, entonces, se pueden presentar tres casos:

I. Lasrectas seintersecan en un punto. Las rectas sdlo coinciden en un punto, por tanto, se dice que el sistema
tiene una solucion.

Ejemplo
Graficay determinalasolucion del siguiente sistema:

X+2y=4
3x-y=5
Soluciéon
Se grafica cada una de las ecuaciones a partir de encontrar las intersecciones con 10s gjes XY.
X+2y=4 3Xx-y=5
Seax=0 Seay=0 Seax=0 Seay=0
X+2y=4 X+2y=4 3x-y=5 3x-y=5
(0)+2y=4 x+2(0)=4 3(0)-y=5 3x—(0)=5
4 5
=—=2 X=4 =-5 X=—
y 2 y 3
Lainterseccion con Lainterseccion con Lainterseccion con Lainterseccion con el
d deyes (0,2) e gexes (4,0) d geyes (0,-5) ejex(g,o)

Gréfica

x+2y:4\'

X-y=5

Lasolucién es € punto donde se intersecan las rectas, en este caso (2, 1)
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Sistemas de ecuaciones

Il. Lasrectasson coincidentes. Dos ecuaciones representan rectas coincidentes si a multiplicar unade ellas por un
ndmero real k, se obtienelaotra.

En un sistema de rectas coincidentes el conjunto solucion es infinito, es decir, el conjunto solucién son todos los
puntos de las rectas.

Ejemplo

Graficay determina el conjunto solucién del siguiente sistema:

X—2y=6
3x—6y=18
Solucion
Se grafica cadarecta.
X—-2y=6 3x—-6y=18
Seax=0 Seay=0 Seax=0 Seay=0
X—2y=6 X—2y=6 3x—-6y=18 3x-6y=18
(0)-2y=6 x-2(0)=6 3(0)-6y=18 3x-6(0)=18
6 18 18
== X=6 = X=—
=2 =6 3
El puntoes: (0,—3)  El puntoes: (6,0) El puntoes: (0,—3)  El puntoes: (6,0)

Se observa que las intersecciones de las rectas con |0s gjes, son |os mismos puntos.

Gréfica

3x—-6y=18

X—2y:Mj-

L as rectas coinciden en todos sus puntos, por tanto, el sistema tiene un conjunto infinito de soluciones.
Se observa que si multiplicamos la ecuacion x — 2y = 6, por 3, se obtiene la otra ecuacion.

I11. Lasrectas son paralelas. En este caso, las rectas no tienen ninglin punto en comun, por tanto, el sistema no
tiene solucion.

Ejemplo

Graficay determinael conjunto solucién del siguiente sistema:

2x-y=4
4Ax—-2y=-12
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Solucién
Se grafican las rectas.

xX-y=4
Seax=0 Seay=0

2x-y=4 2x-y=4
2(0)-y=4 2x—(0)=4

4
y=— X—E—Z
X=2
El puntoes: (0,—4)  El puntoes: (2,0)

4x-2y=-12
Seax=0 Seay=0
4x-2y=-12 4x—-2y=-12
4(0)-2y=-12 4x-2(0)=-12
-1 12
= 4

El puntoes: (0,6)

El punto es: (—3,0)

Selocalizan los puntos de interseccion y se grafican las rectas.

Gréfica

Ax-2y=-12

7

Al graficar las rectas se observa que son paralelas, es decir, no hay un punto comun, por consiguiente no hay

solucién, entonces se dice que el conjunto solucion es vacio.

EJERCICIO 81

: Grafica y determina el conjunto solucién de los siguientes sistemas:

1 X+y=2 x—5y=10 3X-2y=-2
" | x—-y=6 3x-15y=-15 4x+y=1
5 2x—3y=6 4 X+2y=3 6 10x+6y=4
6x—-9y=18 5x—-3y=-11 5x+3y=2
Verifica tus resultados en la seccion de soluciones correspondientee ¢ o o ¢ o o o o o o

Métodos de solucidn

Hasta ahora se ha visto cémo resolver de forma gréfica un sistema de ecuaciones con dos variables, sin embargo, este
método en algunas ocasiones puede ser poco preciso, por |o que existen procedimientos algebraicos y que ademas de

ser précticos resultan exactos.

180

2x+y=5
6x+3y=—9

8 2x+3y=5
© | Sx+4y=2




CAPITULO 8

Ejemplos

Sistemas de ecuaciones

Reduccién (suma y resta)

Este método consiste en multiplicar las ecuaciones dadas por algiin nimero, de tal forma que al sumar las ecuaciones
equival entes que resultan, una de las variables se elimina para obtener una ecuacién con unaincognita, y al resolverla
se determina su valor, para posteriormente sustituirla en alguna de las ecuaciones originales y asi obtener €l valor de
laotraincognita.

1 @e-Resuelve e siguiente sistema de ecuaciones:
2x+5y=19
3x—4y=-6
Solucion

Seeligelavariable aeliminar, en este ggemplo se toma x; para eliminarla se necesita que los coeficientes de x de cada
ecuacion sean igualesy de distinto signo. La primera ecuacion se multiplica por — 3 y la segunda se multiplica por 2,
posteriormente se suman las ecuacionesy se resuelve la ecuacion resultante.

(2x+5y=19)(-3) —6x-15y=—"57
(3x-4y=-6)(2) ~ _6x —8y=—12
—23y=-69
_-69
"2

y=3

El valor dey = 3 se sustituye en cualquiera de las ecuaciones, para obtener el valor de x.

2x+5y=19 — 2x+5(3)=19

2x+15=19
2x=19-15
2x=4

X=—
2
X=2
Se puede comprobar el resultado al sustituir los valores obtenidos en |a otra ecuacion:
3x-4y=—6 — 3(2)-4(3)=-6 —» 6-12=—6 — -6=-6
Por tanto, la solucién del sistemaes: x=2,y=3

2 ®e-Resuelve € siguiente sistema de ecuaciones:
{5x—3y=—7
3x+5y=-11
Solucion
En este jemplo se eliminalavariable y, entonces se multiplicala primera ecuacion por 5y la segunda por 3
(5x-3y=-7)(5) 25x—-15y=-35

(3x+5y=-11)(3) ~ 9x+15y=—33
3x  —-68

X= ;68 =2
34 -
(contintia)
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(continuacién)
El valor de x = — 2, se sustituye, en cualquiera de las ecuaciones, para obtener el valor dey.

3x+5y=-11 — 3(-2)+5y=-11

—-6+5y=-11
S5y=-11+6
5y=-5

y=-1

Por consiguiente, lasolucion del sistemaes: x=—2,y=-1

Ejemplos

Los siguientes conjuntos indican el conjunto solucion de un sistema de rectas coincidentes y paralelas, respectiva-
mente.

{(xy)ox+oy=0}={ (xy)[xyeR}

{(x,y)\0x+0y=a,a¢0}=¢

Determina el conjunto solucion del sistema:

6x—2y=10
3x-y=5

Solucién

La primera ecuacién se multiplicapor 1y la segunda por — 2 y se suman las ecuaciones equivalentes:

(6x-2y=10)(1) , 6x-2y=10
(3x-y=5)(-2) —6x+2y=-10
O0x+0y=0

Se obtiene la ecuacién 0x + Oy = 0, por tanto, hay un conjunto infinito de soluciones; entonces, se trata de dos
rectas coincidentes, y se dice que a conjunto solucién lo forman todos los pares ordenados que satisfacen cualquiera
de las ecuaciones.

Encuentra el conjunto solucion del sistema:

—X+2y=4
—3x+6y=5

Solucién

La primera ecuacion se multiplicapor — 3y la segunda por 1y se suman las ecuaciones equivalentes.

(-x+2y=4)(-3) ., 3x-6y=-12
(-3x+6y=5)(1) - 3x+6y=5
Ox+0y=-7

Resulta la ecuacion Ox + Oy = —7, por consiguiente, € conjunto solucion es €l vacio.
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EJERCICIO 82

Determina la solucion de los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de reduccion:

X+y=4 3x-2y=0 5m+n=-1 3X—-4y=7
L { X—-y=2 4 { X-y=-1 ! 3m+2n=5 10 9x-12y=21
5 12x-18y=13 5 5x-2y=2 8 TxX+2y=-3 11 —20x+5y=2
" | -12x+30y=-19 7x+6y=38 2x—3y=-8 ’ 4x-y=5
g |3x-4y=-26 6 5a+3p=21 o |Bu+dv=5 12 7p—q=2
2x—3y=-19 —2a+4b=2 9u—-8v=4 —21p+39=5
Verifica tus resultados en la seccion de soluciones correspondientee ¢ o o ¢ o o o o
Sustitucién

Este método consiste en despejar una de las variables de cualquiera de las dos ecuaciones y sustituir dicho despeje en
la ecuacion restante, asi resulta una ecuacion de primer grado, la cual se resuelve para obtener el valor de unadelas
variables. Este primer valor se sustituye en el despeje para determinar el valor de la variable que falta.

3x—4y=-11

1 @e-Determinalosvaloresdexy yen el sistema: {5x+3y=1

Ejemplos

Solucién
En este giemplo se despeja x de la primera ecuacion.
X—4y=-11 — 3x=4y-11
e 4y-11
3

Se sustituye el despeje en la otra ecuacion y se resuelve la ecuacion de primer grado.

5x+3y=1 - 5(4yT_11)+3y=1 Se multiplicapor 3

5( 4y-11)+9y=3
20y—-55+9y=3
20y+9y=3+55
29y=58
_58
=%
y=2

4y-11

Se sustituye el valor dey =2 en el despgie x=

4(2)-11 8-11 -3

X=

3 3 3

x=-1
y=2
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2 ®@e-Determinael punto de interseccion de las rectas:

—X+y=-7
{ 5x+3y=3
Solucion
Se despejay de la primera ecuacion.
—X+y=-=7
y=Xx-7

El despeje se sustituye en la segunda ecuacion.
5x+3y=3 — 5x+3(Xx—7)=3 — 5x+3x-21=3
8x-21=3
8x=24
x=3

Se sustituye x = 3, en el despgje y=x—7
y=3-7=-4
y=-4

Finalmente, el punto de interseccion del sistemaes (3,-4)

3 ®@e-Obtén e conjunto solucion del sistema de ecuaciones:

—-2X+y=-4
6x—3y=12

Solucién
Se despejay de la primera ecuacion.
—-2x+y=—-4 — y=2x-4

El despgje se sustituye en la segunda ecuacion y se resuelve la ecuacion de primer grado.
6x—3(2x—4)=12
6x—6x+12=12
6x—6x=12-12
0x=0
La ecuacion Ox = 0 indica que las rectas son coincidentes y tienen como conjunto solucion todos los nimeros
reales, esto significaque e sistematiene un conjunto infinito de soluciones.

4 @e-Determinael conjunto solucion del sistema:
3x—-4y=7
6x—-8y=3
Solucién
Se despeja x de la primera ecuacion.

X-4y=7 — 3X=4y+7 — x=M
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El despgje se sustituye en la segunda ecuacion y se resuelve la ecuacidn de primer grado.

6( L;J)—Syzs

2(4y+7)-8y=3
8y+14-8y=3
8y-8y=3-14
Oy=-11 Laecuacion no tiene solucién

Por tanto, el conjunto solucion es vacio.

EJERCICIO 83

. Determina la solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de sustitucion:

1 2x+y=-10 7 7p—3q=-28
C | x=3y=2 5q-4p=16
2 2m-5n=14 8 7X—-y=75
" | 5m+2n=-23 " | 5x—-2y=42
3 6r-5t=-11 9 12u-16v=24
" | 7t-8r=15 ’ 3u—-4v=6
9x—-2y=-3 —-5x-15y=2
4. { Ty-12x=17 lo. { X+3y=7
8p—-30=8 11 2x+y=9
" 2p+99=15 © | 8x+4y=36
3x—4y=32 12 4p-3g=-2
5x+y=38 " | 20p-159=-1
Verifica tus resultados en la seccion de soluciones correspondientee ¢ o o ¢ o o o o
Igualacioén

En este método se elige una variable, la cual se despeja de ambas ecuaciones, los despejes seigualan y seresuelve la
ecuacion de primer grado que resulta. Por Ultimo, €l valor que se obtiene se sustituye en cualquiera de los despejes
parahalar e otro valor.

[%2]
%_ 1 @e-Determinaéel punto de interseccion de las rectas:
e
9, 2x—3y=9
n 5x+6y=-45
Solucién
Se despeja x de ambas ecuaciones.
2x-3y=9 5x+6y=—45
2x=3y+9 5x=—6y-45
o Y*9 o —BY-45
2 5
(contintia)
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(continuacién)

Seiguaan los despegjesy seresuelve El valor dey=-5 se sustituye en
la ecuacion de primer grado. cualquiera de los despejes.
3y+9:—6y—45 x—w
2 5 2
5(3y+9)=2(-6y-45) 3(-5)+9 -15+9
15y+45=-12y—90 T2 T2
15y+12y=—90—45 we—5__
2
0

Por consiguiente, €l punto de interseccion es (—3, — 5)

2 ®e-Resuelve e siguiente sistema:

6m-7n=4
2m-14n=-1
Solucion
Se despeja n de ambas ecuaciones.
6m-7n=4 2m-14n=-1
—7n=—6m+4 -14n=-2m-1
-6m+4 -2m-1
n= n=
-7 -14
. ! 9 . .
Seigualan los despejesy se resuelve El valor de m=— se sustituye en cualquiera
la ecuacion de primer grado. delos despejes.
-6m+4 —2m-1 _-2m-1
-7 -4 -14
~14(-6m+4)=—7(-2m-1) _2(2) 1
84m-56=14m+7 ne_ 110
84m-14m="7+56 -4
70m=63 _14
5
n=—=>
m=§ -14
70
9 14 1
m=— n=————"—"=—
10 (14)(5) 5
Por tanto, la solucion es:
9
m=—
10
1
n==
5
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3 @e:-Determinael conjunto solucion del sistema:

2xX—-y=5
—-8x+4y=-20
Solucion
Se despejay de ambas ecuacionesy se obtiene:
2x-y=5 — yz_le+5 . —8x+4y=—20 — y=8X;20
Seigualan los despegjes:
_2X1+5 =8X;20 N 4(-2x+5)=-1( 8x—20)

—8x+20=-8x+20
—8x+8x=—20+20
0x=0

La solucién son todos los nimeros reales y el conjunto solucién corresponde a todos |os pares ordenados que

satisfacen la ecuacion:

2X-y=5
4 @e-Determinael conjunto solucion del sistema:
X+4y=-2
—15x-20y=7
Solucion
Se despeja x de ambas ecuaciones.
3X+4y=-2 —15x-20y="7
3x=—4y-2 —15x=20y+7
wo—Ay-2 y= 20y+7
3 -15
Seigualan los despegjes:
is_Z:ZOL; N —15(-4y-2)=3(20y+7)

60y+ 30=60y+21
60y—60y=21-30
Oy=-9

La ecuacion no tiene solucidn, por tanto, el conjunto solucién es vacio.
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EJERCICIO 84

Determina la solucion de los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de igualacion:

1 x—-2y=11 7 2a+b=1
X+5y=-17 —5b-6a=-9
5 -m+n=-1 8 3m-5n=1
" | 4m-2n=5 © 1 9m+15n=9
3 4a+5b=-3 9 6u—3v=7
" | -7b+3a=-13 " | 8u-5v=10
4 —-2x+3y=18 10 6x—24y=36
" | -5y+x=-23 " | —-3x+12y=-18
3p-29=-5 X+3y=4
5 {2p+q=—1 1L {—4x—12y=8
5x+y=-20 3p-9g=5
6 {2x—3y:—8 12. { p-39=6
Verifica tus resultados en la seccion de soluciones correspondientee ¢ o o o o o o o

Cramer (determinantes)

1. Determinante de 2 X 2. Un determinante de 2 X 2 es un arreglo rectangular de nimeros de laforma:

a b q b
d
S . -5
5 1 @e-Encuentrael valor del determinante _gl
S .
[y Solucién
Se aplicaladefinicion.
2 -5
3 6—(2)( 6)-(3)(-5)=-12+15=3
Por tanto, €l resultado es 3
_% 3
2 ®e:-;Cud esel valor del siguiente determinante 4 ?
-— 6
5
Solucion
Se aplicaladefinicion.
1,
2 =(_1)(6)_(_ﬂ)(3)=_3+g=-15+12:_§
4 6 2 5 5 5 5
5
Por consiguiente, €l resultado es —g
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3 @e:Determina

a 1
a’-b* a-b|
Solucién
Se aplicaladefinicion.

a 1
a’-b* a-b

=(a)(a-b)-(a’-b*)(1)=a’—ab-a’+b*=b’-ab
Por consiguiente, el resultado es b®—ab

X 3=X
4 x-3

X2

@®e-Resuelve .
4 x*+3

9 x+9

Solucién
Se aplicaladefiniciéon.

X 3-x
4 x-3|  (x)(x=3)-(4)(3-x) x*-3x-12+4x x*+x-12
X2 +3] (2 )(x+9)-(9)(X*+3) X’+9¢ -9 -27  x*-27
9 x+49
_ (x+4)(x-3)
(x=3)(x*+3x+9)
_ Xt4
~x2+3x+9
Finalmente, €l resultadoeszxi
X°+3x+9
EJERCICIO 85
E Encuentra el valor de los siguientes determinantes:
: a b-a
: L ]2 -3 A 5 -6 a a-b 10 1B @b
: |5 4 19 -3 a b " la b
a a
3 1 X X=2
N -6 -8 5 4 2 g [M-n men 1 5 x-2
7 -1 m m-n X 5
-3 1 5 x
2 7 2 3
4 2 5 2 -5 -4
3. 6.
6 -3 -6 3
21 -1 2
3 4
Verifica tus resultados en la seccion de soluciones correspondientee ¢ o o o o o o o o «
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2. Deduccion del método de Cramer. Sea el sistema de ecuaciones:

{ai><+bly=cl
&x+by=c,

Por el método de reduccion se determina “x”

(ax+by=¢)(b,)  apx+bby=byc
(ax+by=c,)(-b) ~ -abx-bby=-hgc,

(aibz_azb1 )XzbZCl_blCZ

¢ b
(o a-be |6 b
ab,-ab |a bl‘
a, b,
De forma analoga se determina“y”
(ax+by=c)(-a,) o, —agX-aby=-ac
(ax+hy=c,)(a) aax+aby=ac,
(ab,-ab)y=ac,-ac
.
y= G —36 _ |8 G
ap,-ab |a b
a, b
Finalmente, la solucion general del sistemaes:
¢ b a ¢
C2 b2 a2 C2 al bl
X= Y= con #0
a bl " [a b a b
a, b a, b,

El método de Cramer consiste en aplicar |as definiciones anteriores y segun |os resultados se puede concluir que
las rectas son:

Concurrentes: si los determinantes son diferentes de cero.
Coincidentes: si los determinantes son todos iguales a cero.

Paralelas: si Unicamente el determinante denominador esigual acero.

Rectas concurrentes. Si ocurre que:

Clbl;to

#0,
c, b

a b
a b,

El sistematiene una solucién que es el punto P(x, y)
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Ejemplo
Aplica el método de Cramer y determinala solucién del sistema:

{4x—y=—9
3x+5y=-1
Solucion
Se aplicalasolucion genera
-9 -1 4 -9
:_1 5:—45—1:;46:_ ] :3 —1:—4+27:23:1
4 -1 20+3 23 ' 4 -1 20+3 23

Por tanto, lasolucion esx = — 2, y = 1, las rectas son concurrentes

Rectas coincidentes. Si ocurre que:

¢ b

c b

a ¢
8 ¢

a b 0

a b

El sistematiene un conjunto infinito de soluciones, es decir, es un sistema de dos rectas coincidentes. Por tanto, el
conjunto esta formado por todos |os pares ordenados que satisfacen cualquiera de las ecuaciones del sistema dado.

Ejemplo

Aplica el método de Cramer y determinala solucién del sistema:
2x—-y=4
4x—-2y=8

Solucion

Se aplicalasolucién genera

4 -1 2 4

8 -2| -8+8 0 4 8| 16-16 0
T2 1] -4+4 0772 -1| -4+4 0

4 -2 4 -2

El sistema son rectas coincidentes, por tanto, el sistema tiene un conjunto infinito de soluciones.

Rectas paralelas. Si ocurre que:

q b
c, b,

a b
a b

a G
a G

=0, #0

#0y

Entonces el sistema no tiene solucion, es decir, €l sistema representa rectas paralelas.
Ejemplo

Determinael conjunto solucion del sistema:

2x-y=5
—6x+3y=2
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Solucién

Se aplicalasolucion generdl:

5 -1 2 5
2 3| 1542 17 |-6 2| 4+30 34
12 -1 66 07| 2 -1 6-6 0

Por consiguiente, €l sistema no tiene solucion.

EJERCICIO 86

Determina la solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de Cramer:

3x—4y=15 3x—8y=-13 7 5a-7b=10 10 2x-9y=3
—2x+3y=-12 S5y+2x=-19 8b—-6a=-12 18x—-8ly=-5
2 4m+9n=-35 5 5p-qg=7 8 10m-3n=19 11 5x-11ly=-6
3m-8n=18 -2p+3g=5 15m-24n=35 40x—-88y=-7
3 7a-10b=-64 6 9x—4y=8 9 7u+2v=-5 12 60p—25gq=15
5b+ 3a=19 6x—-2y=3 —35u—-10v=25 -12p+509=-3
Verifica tus resultados en la seccion de soluciones correspondientee ¢ o o o o o o o
Sistema de dos ecuaciones que se reducen a lineales
Dado un sistema de ecuaciones con dos variables, éste se transforma a
{ ax+by=c
a,x+b,y=c,
8
5. 1 @ Resuelve el sistemade ecuaciones:
5
i 2x+19=3(y-x)
2(x-5y)=5(y-5)-8y
Solucion
Se realizan las operaciones indicadas en cada ecuacion y se simplifican.
2x+19=3(y-x) 2(x-5y)=5(y-5)-8y
2x+19=3y—3x 2X—10y=5y—-25-8y
2x+3x—3y=-19 2x—10y—5y+8y=—25
5x—3y=-19 2x—T7y=-25

Se obtiene €l sistema de ecuaciones:

5x-3y=-19
2x-Ty=-25

192



CAPITULO 8

Que se resuelve por algun método visto, por jemplo, reduccién.

(5x-3y=-19)(-2)

(2x-7y=-25)(5)
—10x+6y=238
10x—35y=-125

—29y=—87
=87
2

y=3

2x+19=3(y-x)

Entonces, la solucién del sistema
{ 2(x-5y)=5(y-5)-8y

2 ®@e-Determinalasolucion del sistema de ecuaciones:

Solucién

=

Sistemas de ecuaciones

5x-3y=-19
5x—3(3)=-19
5x—9=-19
5x=-19+9

5x=-10
-10
X=—

5

X=-2

X=—2

y=3

Para eliminar las fracciones se multiplica por e minimo comin multiplo de los denominadores de cada ecuacion.

Xx y 1

(10 5:4)(20)

20x_20y_20

10 5 4
2x—-4y=5

Se obtiene €l sistema de ecuaciones:

2X—4y=5
4x+12y=15

{

y se elige alglin método de solucion, en este caso €l de igualacion.
2x—4y=5
2x=5+4y
. 5+4y
2

Seigualan los despejesy seresuelve
la ecuacion de primer grado:

5+4y 15-12y

2 4
(4)(5+4y)=(2)(15-12y)
20+16y=30-24y
16y+24y=30-20
40y=10

10 1
=202

193

2x
—+

( 2 2y=g)(6)

%+12y=@
3 2

4x+12y=15

4x+12y=15
4x=15-12y
- 15-12y
4

Se sustituye y:% en cualquier despeje:

. 5+4y
2
5+4(1)
4
X=———m8mM™™=
2
+1

2
x=3

_5
2

(continta)



8 CAriTULO

ALGEBRA

(continuacién)

3
Por consiguiente, la solucién del sistema 10 5 4 esq 1
4

3 @e-Determinalasolucion del sistema:

5 5

Solucién

Se eliminan las fracciones a multiplicarlas por € minimo comdn multiplo y se simplifican las ecuaciones.

(i:+b=bi75+3)(21) (2(&5 3)+1:b;1)(5)
21)(a+5 21)(b+5
( )(3 )+(21)(b)=( )(7 )+(3)(21) 10(2 3)+1(5):5(b5 1)
7(a+5)+(21)(b)=(3)(b+5)+(3)(21) 2(a-3)+5-1(b-1)
7a+ 35+ 21b=3b+15+63 2a—6+5=ph—1
7a+21b—3p=15+63-35 2a—-b=—1+6-5
7a+18b=43 2a—b=0

Se obtiene el sistema de ecuaciones:

7a+18b=43
2a-b=0

Que se resuelve por algiin método visto, por ejemplo, sustitucion.

De la segunda ecuacion se despejaab. Se sustituye b=2a de laprimera, y se resuel-

ve la ecuacion de primer grado.

2a-b=0
2ach 7a+18b=43
7a+18(2a)=43
7a+36a=43

43a=43 — a=E
43

a=1

Luego, s b=2a entonces b=2(1)=2

a+5 b+5
3 +b:7+3 a_l
Por tanto, la solucion del sistema 2(a—3) b_1 es {b:Z
+1=——
5 5
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4 @e-Determinalasolucion del sistema:

5\/§x+1:2( 2\/§x+\/§y)

x/§(\/§x—1):2( _%)

Solucion
Se resuelven los productos indicados de cada ecuacion y se simplifican:

54/3x+1=2( 2/3x+2y ) Jé(Jéx—l):Z( _ij
J2
5v/3x+1=4/3x+2+/2y , )
573x—4+/3x—22y=—1 (V3) X‘*/?*ZZV‘T
V3x-2\2y=-1 (@) e 2y_i
3x—+/3= 2y— \/—
3x-2y=+/3-/2
Se obtiene el sistema de ecuaciones:
V3x-242y=-1
3x—2y=+/3-1/2
Que se resuelve por algin método visto, por g emplo, Cramer.
c b -1 N
cle | [V3-v2 -2 C(F1)(-2)-(V3-V2)(-242) 24206-4
la b VB 242 (V3)(-2)-(3)(-2v2)  -2J3+62
a b, 3 -2
_206-2  2(V6-1)  JB-1 3/2+43
6223 2(3V2-V3) 323 3243
_ 32,6 +36-3/7 3 _6J3+3/2-3/2-13
(302 (3]
_5V3_43
15 3
a ¢ V3 -1
_la 02 3 V3- f (Jé)(fs—ﬁ)_(s)(-l)
a f (V3)(-2)-(3)(-2v2)
&

_3-V3V2+3  6-V6  6J2+2V3
T_2J3+6V2  642-243 6J2+23
_ 362 +12/3-6162-2163
(642) ~(243)
_36v2+12/3-12/3-6V2 _30v2 2

72-12 T 60 2
3. 2

Finamente, la solucién del sistemaes x=?;y=7
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5 @e-Resuelve @ siguiente sistema de ecuaciones )2( g .
=_==-13
Xy
Solucién

Se multiplicala primera ecuacion por 3

Se suman las ecuaciones resultantes para eliminar alavariable y, entonces se resuelve la ecuacion que se obtiene.

§+E:3—13 - E=—10 — x=i=—1
X X X -10 2

. 1 .11 . .
Luego se sustituye el valor de X:_E , en laecuacion ;+§:1 y seobtiene el valor delaotravariable.

1+1:1 - ! +1=1 - 2+-=1 > 1=3 - y—1
=) S
2
Por tanto, la solucion al sistemade ecuacioneses X=——=; yzé
2.3
6 ®e-Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones x Y .
0.2_ 13

Solucién
El sistema se representa de la siguiente forma:

4
s

Se propone un cambio de variable:

1 1 . . .
Sea u=— y v=—, entonces se obtiene el sistema de ecuaciones:
X y

2u+3v=11
10u—-2v=-13

Que se resuelve por algiin método visto.

Las soluciones del sistema son: u:—%;v:4
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Luego, los resultados se sustituyen en los cambios de variable, parahallar €l valor dexyy.

Si u:—% entonces: Si v =4 entonces:
1 1
u== v==
X y
11
11 il
2 X y
2 (4)(y)=1
X=-2
1
y 4

[ ®e-Utilizael método de Cramer pararesolver € sistema: )

Solucion
Se aplicalasolucion general.

s 1
b
¢ b , a [ az) 2 (1) 2a2 a® 2a® a
_c 2) —— |-(a° )| = a4 4 @
le bl |® b:()b()b b b__b b
a b 11 1 _ai —(2a) 1 _a:_Za a_2a
a, b| [a b b b) a b b b
a.2
2a ——
b
3a2
b _(=3)(b)
_3a (-3a)(b)
b
1
a C a 1) . a? a’-4a’
yl2 G 2a a’| _ (a)(a)—(Za)(z) _2—461: a
& b1 11N a (2a) L _a’ 2a a2
a bl [a b a b ab b b b
a.2
2a ——
3a2
e ()(b) s
S 3% (-3)(a) -3
b
Finamente, la solucién del sistema de ecuaciones es:

X=a
y=b
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EJERCICIO 87
: Determina la solucion de los siguientes sistemas de ecuaciones:
: xy_ 1
: x=y-3 4736
. 1.{ - 9.
. 2y=5+x §+X:4
. 12 5
[2x 5 _1
, [b=at7 10 3teY°
" | 3a=2b-17 T3k, y 1
20 5 4
X 2y 12
—-7m=2(3n+13) 11 127578
7n=2(m-5) X _3y_38
14 2 14
3p—5q
4 7(x+5)+21y=3(y+5)+63 1 4 =5
" 12(x-3)+5=y-1 " |atSe_,
5 -
x+1+2y+5 1
3(m+2)-2(n—4)=2n+m T2 T 5 5
(m+2)-2(n-4) 1372 2
2(n-1)-m=n x y_ 17
341
1 2y
—(x+1)+—==0
V3x++/2y=5 -1 2y_,
4 7
Xy 2 5-(b+1)
—+——=—= 3(a+l)-4=
715 12 3 15. (a+1) 3
2x=3y-22 2(a-2)+b=-4
Xty=— 425
8. =10 6. {M 0
5x=2y+1 —+==12
m n
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondientEe ¢ o o ¢ o o o o
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¢ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

L os sistemas de ecuaciones lineal es son una herrami entaimportante paralaresol ucion de problemas queinvolucran
amas de dos variables, cuya aplicacion es frecuente en la economia, la administracion, lafisica, etcétera.

En unatienda departamental ponen en oferta camisasy pantalones que estan fuera de temporada. El primer dia se
vendieron cinco pantalonesy siete camisas, paratotalizar $1060, el segundo dia de ventas se invirtieron las canti-
dadesy se ganaron $1100. ¢Cudl fue el precio de un pantalén y de una camisa?

Solucion

Se plantea con dos variables los precios de los articul os:

X: precio de un pantalén.
y: precio de una camisa.

Con los datos del problema se plantean |as ecuaciones simulténeas:
Se multiplica el nimero de objetos por el precio de cada uno de ellos y la suma serala cantidad de las ventas.

5x+ 7y =1 060
7x+5y=1100

Esta ecuacion se resuelve por cual quiera de los métodos anteriores, en este caso por el de reduccion:

—35x— 49y =—-7420
35x+25y= 5500
—24y=-1920
_—1920
-

80

Se sustituye y = 80 en cualquiera de las ecuaciones originalesy se obtiene x,

5x + 7y =1 060

5x + 7(80) =1 060

5x+ 560 = 1 060
e 1 0605— 560 _

100

Por tanto, €l precio de un pantalon es de $100 y el de una camisa de $80

Al revisar susfacturas de pago, €l sefior Méndez se percata de que la empresa de mensgjeriay paqueterial a Palo-
ma, le cobré $1 924 por un envio que en total pesaba 29 kilogramos, entonces pide a su secretaria aclarar cuanto le
cobraron por paquete. La compafiia aclar6 que por |os paquetes que envié a Monterrey cobré a$92 por kilogramo
y por los que mand6 a Pachuca $30 el kilogramo. ¢Cuéntos kilogramos enviaron a cada ciudad?

Solucién
Se plantea con dos variables |os datos que se deben encontrar:

x: cantidad de kilogramos que se mandaron a Monterrey
y: cantidad de kilogramos que se enviaron a Pachuca

En total se mandaron 29 kilogramos, entonces,
X+y=29
Luego, si por cada kilogramo que se envié a Monterrey y Pachuca se cobré $92 y $30, respectivamente,

92x + 30y = 1 924
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entonces, €l sistemaes:
X+y=29
92x + 30y = 1924
€l cual seresolvera por € método de sustitucion:
despgje de x sustitucion dex=29 —y en 92x + 30y =1 924
X+y=29 92(29-y)+30y=1924
X=29-y 2668 - 92y +30y=1924
—62y=1924 - 2 668
—744
= =12
v —62
Al sustituir y = 12 en la primera ecuacion,
X+y=29
X+12=29
x=29-12
x=17
Por consiguiente, se mandaron 17 kilos a Monterrey y 12 a Pachuca.
EJERCICIO 88

© o 0000000000000 0000

Resuelve los siguientes problemas:

1
2.

10.

11.

12.

Encuentra dos niimeros positivos cuya suma sea 225 y su diferencia sea 135
Si dos angulos son suplementarios, su suma es de 180°, si la diferencia entre dos angulos suplementarios es 100°,
¢cudl es el valor de cada angulo?

Ladiferenciade dos nimeroses 30y % de su suma es 26. Determinalos niimeros.

Encuentra dos nimeros, cuya diferencia de sus reciprocos sea 2 y la suma de sus reciprocos sea 14.

En un parque de diversiones 6 entradas de adulto y 8 de nifio cuestan $880 y 4 entradas de adulto y 5 de nifio, $570,
¢cudl es el precio de entrada por un adulto y por un nifio?

Una coleccion de monedas antiguas de $5 y $10, suman la cantidad de $85. Si hay 12 monedas en total, ¢cudntas
monedas de $10 hay?

El perimetro de un tridngulo isbsceles es de 48 cm, cadalado igual excede en 9 cm al largo delabase. Determinalas
dimensiones del triangulo.

Una agenda electronicay un traductor cuestan $1 300. Si la agenda electronica tiene un costo de $200 més que €
traductor, ¢cuanto cuesta cada articul0?

El hermano de Antonio es 3 veces més grande que él, hace 3 afios su hermano era 6 veces mas grande que Antonio,
¢cuales son sus edades actualmente?

Los % delasumade 2 nimeroses 92y los g de su diferencia es 3. Encuentra los nimeros.
Carlosy Gabriel fueron al supermercado a comprar |0 necesario para una reunion con amigos del colegio, llevaban
un total de $500 para gastar. Carlos gast6 dos terceras partes de su dinero, mientras que Gabriel tres quintas partes,

regresaron a casa con un total de $180, scuénto llevaba cadauno al ir a supermercado?

Dividir el nimero 550 en 2 partes, tales que si de los 3 de la primera se resta 1 de la segunda, se obtiene 160,
¢cudles son las partes? 5 4
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Ejemplos

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21

Sistemas de ecuaciones

El cociente de 2 nUmeroses5y su diferencia es 56, ¢cudles son los nimeros?

La suma de 2 nimeros es 52, su diferencia, dividida entre el menor da’5 como cociente y 3 como residuo, ¢cuéles
son los nimeros?

Si a dinero que tiene Algjandra se le afiaden $30, tendré el triple de lo que tiene Beatriz, y si aBeatriz se le agregan
$10, tendrélamitad de lo que tiene Alejandra, ¢cuénto dinero tiene Algjandray Besatriz?

Unalancha vigj6 corriente arriba 36 km en 4 horas. Si la corriente hubiese sido del cuadruplo, €l vigje 1o hubiera
hecho en 6 horas, ¢cudl eslarapidez delalanchay dela corriente?

Un granjero posee cierta cantidad de animales, entre gallinas y borregos, de tal forma que a sumar el niimero de
cabezas d resultado es 44 y la sumade las patas es 126. ;Cuéntas gallinas y cuantos borregos tiene?

El mismo granjero al comprar losborregosy las gallinas pagd un total de $6 450. Despuésy a mismo precio, adquirio
10 borregosy 14 gallinas, por los cuales pagd $3 420, ¢cudl es el costo de cada borrego y cada gallina?

Un vendedor de libros de ciencias vendi6 tres de geometriaanaliticay 5 de dgebralineal en $870. Al diasiguiente,
vendio 2 de geometria analiticay 3 de dgebralineal en $540, ¢cud es el precio de cadalibro?

¢Cudntoslitros de unasolucion a 6% y cuantos de otraal 30% se deben mezclar para obtener 50 litros de unanueva
solucién al 12%?

Un mexicano especialista en mezclas de café desea exportar € grano en bolsas que contengan un kilogramo. Debe
combinar granos de los estados de Chiapas y Veracruz. El costo por kilogramo de estos tipos de café es $30 y $24,
respectivamente. Si la bolsa cuesta $25.50, ¢qué cantidad de cada café lleva dicha mezcla?

Verifica tus resultados en la seccion de soluciones correspondientee ¢ o o o o o o o «

1 ee

Métodos para resolver un sistema de tres ecuaciones lineales con tres variables

Para resolver un sistema de este tipo, se pueden utilizar |os mismos métodos empleados para resolver |os sistemas de
dos variables, aunque se recomienda emplear el de reducciony de Cramer.
El sistema puede tener solucion Gnica, conjunto infinito de soluciones o no tener solucién.

Reduccién (suma y resta)

Se procede de la misma forma que en los sistemas de ecuaciones con dos variables, es decir, se toman dos de las tres
ecuacionesy se elimina unade las variables. Posteriormente, se toma cualquiera de las ecuaciones que se eligieron y
en laque no se utilizd se eliminalamisma variable, de tal manera que se obtienen dos ecuaciones con dos variables;
al hallar lasolucién del sistema se determina el valor de las dos variables, después se sustituyen en cualquiera de las
tres ecuaciones originales, para obtener latercer variable.

Determinala solucion del sistema de ecuaciones:

2x—-3y-5z=-19

3X—4y+z=-2
X+Yy+2=6
Solucion
2Xx—3y-5z=-19——————— (1)
3X—4y+z2=—2 ——————— (2)
X+y+z=6  ——————— (3)

(contintia)
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(continuacién)
Se toman dos ecuaciones, por gjemplo laecuacion (1)y(2) y por el método de eliminacion se eliminax.

2x—3y—-5z=-19)( -3 —6x+9y+15z=57
( J(-3) _ ~6x+oy
(3x-4y+z=-2)(2) 6x—-8y+ 2z=-4

y+17z=53-———— (A)

Se toman las ecuaciones (1)y( 3), seeliminaxy se obtiene laecuacion ( B)

(2x-3y-5z=-19)(1) _, 2x-8y-5z=-19
( x+y+z=6)(-2) —2X-2y-27=-12
—By-7z=-31-———— (B)

Con las ecuaciones ( A)y( B) e sistemaresultante es:

y+172=53
—5y—-7z=-31
Seresuelve € sistema que resulta Se sustituye el valor de z= 3 en las ecuaciones
delasecuaciones (A)y(B). (A) o(B) paradeterminar el valor dey.
(y+17z=53)(5) _, 5Yy+852=265 y+17z=53
(-5y-7z=-31)(1) —5y—7z=-31 y+17(3)=53
782=234 y+ 51i‘?§_ o
234 y=
=" y=2
78
z=3

Losvaloresz= 3, y = 2, se sustituyen en cualquiera de las tres ecuaciones originales.

X+y+z=6 — X+2+3=6

X+5=6
x=6-5
x=1
Finamente, lasolucion del sistemaesx=1,y=2,z=3
2 ®e-Resuelve e siguiente sistema:
X+2z=6
3y-5z=-17
2x+3y=-1
Solucion
X 42Z=6-———————— (1)
3y-5z=-17——————— (2)
2x+3y =l (3)
Se toman las ecuaciones (2)y( 3) y seeliminaay.
(3y—52=—l7)(—1)_) - 3y+5z=17
(2x+3y  =-1)(1) 4%y =-1
2x  +5z=16—————— (A)
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Se toman las ecuaciones (1)y ( A)y seresuelve e sistema

X+2z=6
2x+5z=16
(x+2z=6)(-2) o A7=—12 El valor de z= 4 se sustituye en cualquiera de
(2x+5z=16)(1) 7 2x+52-16 las ecuaciones (1) o( A)
3 X+2z2=6
z=4 x+2(4)=6
X+8=6
X=6-8
X=-2
Parahallar € valor dey, se sustituye z= 4, en laecuacion (2)
3y—-5z=-17
3y-5(4)=-17
3y-20=-17
3y=-17+20
3y=3
_3
=3
y=1
Por tanto, la solucion del sistemaes:
X==2
y=1
z=4
3 @e:-Determinad conjunto solucidn del siguiente sistema:
2xX—-3y—4z=5
5x—-4y-2z=4
6x—-9y—-12z=5
Solucion
2x—3y—-4z=5-——————— (1)
BX—4y—2Z=4———————— (2)
6X—-9y-127=5-——————— (3)
Se toman las ecuaciones (1) y (2) y seeliminax.
(2x-3y-4z=5)(-5) _, —10x+15y+20z=-25
(5x—4y-2z=4)(2) 10x—- 8y— 4z=8
7y+162=-17———————— (A)
Se toman las ecuaciones (2 )y ( 3) y seeliminax.
5x-4y-2z=4)( -6 —30x+24y+12z=-24
( . y
(6x—9y-12z=5)(5) 30x—45y—60z= 25
—21y-48z=1————————— (B)

(contintia)
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(continuacién)

Con las ecuaciones ( A)y( B), seresuelve el sistema de ecuaciones que se forma:

{ 7y+16z=-17

—-21y—-48z=1
(7y+16z=-17)(3) , 2ly+48z=-51
(-21y-48z-1)(1) ~ -2ly-48z=1

ly+ 0z=-50

No hay solucion paralaecuacion Oy+0z=-50, por tanto, € conjunto solucién es vacio.

4 ®@e-Determinael conjunto solucion del sistema:

{ 3x-5y+27=6
X—-3y—-4z=5
6x-10y+4z=12
Solucién
3X-5y+2z2=6————————— (1)
X—3y-4z=5-———————— (2)
6x-10y+4z=12——————— ( 3)

Se toman |as ecuaciones (1)y(2)y seeliminax.

(3x-5y+2z=6)(1) ., 3x-5y+ 27=6
( x—3y-4z=5)(-3) - 3x+9y+12z=-15
4y+14z=—9——————— (A)
Se toman las ecuaciones ( 2)y( 3)y seeliminax.
(x—3y-4z=5)(-6) _, —6x+18y+24z=-30
(6x-10y+4z=12)(1) 6x—10y+ 4z=12
8y+287=-18——————— (B)
Se resuelve e sistema que forman las ecuaciones ( A)y(B).
4y+147=-9
8y+28z=-18
(4y+14z=-9)(-2) , —8y-28z=18
(8y+28z=-18)(1) 8y+28z=-18
Oy+0z=C

Por consiguiente, el sistematiene un conjunto infinito de soluciones.

5 @e-Resudved sistema:
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Solucién

Se eliminan las fracciones de cada ecuacion a multiplicar por € minimo comin mdiltiplo de los denominadores.

(%-%—% 2}&) & 2x-9y-10z=54-——————— (1)
(g-%—g 163)(6) S Xx—2y-37=183 — - (2)
(%? %%—g_iéz)(4) 5 Bx+3y-2z=-14———————— (3)
Se toman |as ecuaciones (1)y(2)y seeliminax.
(2x-9y-10z=54)(-1) , —2x+9y+10z=-54
( x-2y-3z=13)(2) 2x—4y- 62=26
S5y+4z=-28——————— (A)
Se toman |as ecuaciones (2)y(3)y seeliminax.
( x-2y-3z=13)(-6) _, ~6x+12y+18z=-78
(6x+3y—2z=-14 )(1) 6x+ 3y— 2z=-14
15y +162=-92——————— (B)
Seresuelve e sistema de ecuaciones entre( A )y( B)
S5y+4z=-28
15y+16z=-92
(5y+4z=—28)(-3) —15y—127-84 El valor de z se sustituye en cualquierade las
(15y+162:—92)(1) g 15y+162=—92 dos ecuaciones.
T a8 Sy+4z=-28
a 5y+4(-2)=-28
,._8 5y—8=-28
4 5y=—28+8
z=-2 5y=-20
__20
=%
y=-4

Luego los valores dey=-4,z=-2 se sustituyen en cualquiera de las tres ecuaciones originales, para halar €l
vaor de x.
X—-2y—-3z=13
x-2(-4)-3(-2)=13
X+8+6=13
X+14=13
x=13-14
x=-1
Por tanto, la solucién es:
x=-1

y=-
z=-2
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Determinantes

Un determinante de tres por tres es un arreglo rectangular de niimeros de la siguiente forma:

a & &
b b, b
¢ ¢ G

Para halar el determinante de un arreglo rectangular de nimeros de la forma anterior, se repiten los 2 primeros
renglonesy su solucion esta dada por:

=(a1‘b2'c3+az'b3'cl+ae'b1'cz)_(az'bl'c3+ai'b3'cz+a3'b2'Cl)

Para resolver un sistema de tres ecuaciones con tres variables de laforma:
ax+by+cz=d
a,X+b,y+c,z=d,
a,x+byy+c,z=d,

Se aplican las siguientes férmulas:

d b ¢ a d ¢ a b d
d b ¢ & d G a b d
X= d3 b3 C3 , y: a3 d3 CS , 7= a3 b3 d3
a b ¢ a b ¢ a b ¢
62 b 2 C2 62 b 2 C2 a2 b 2 CZ
a, by ¢ a, by ¢ a, by ¢

Ejemplo
Determinala solucion del siguiente sistema de ecuaciones por €l método de Cramer.
3X+2y—2z=12

X—y+4z=19
5x—-3y+z=8

Solucion
Se aplican lasformulas y se hallan los determinantes.

12 2 -1
19 -1 4
A
19 -1 4| |12 2 1
|8 -3 1] 19 -1 4| (-12+57+64)-(38-144+8) 207
|3 2 -1] |3 2 -1| (-3+3+40)-(2-36+5) 69
1 -1 4 [1-1 4
5-3 1
R B P
1-1 4
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o

312 -1
119 4
312 -1 |z 4
1 19 4 312 -1
|5 8 1| |119 4| (57-8+240)-(12+96-95) 276
Y5137 2 —1|7[3 2 -1| (-3+3+40)—(2-36+5) 69
1 -1 4 |1-1 4
5-3 1
5 -3 1] |3 5 ]
1-1 4
3 212
1-119
3 2 12| |z 57,
1 -1 19 3 212
,_15 -8 8] [1-119 _(—24—36+190)—(16—171—60)_345_5
13 2 -1] |3 2 -1|  (-3+3+40)-(2-36+5)
1 -1 4/ |1-1 4
5-3 1
5 -3 1| |3, ]
1-1 4

x=3
Finalmente, la solucion del sistemade ecuacioneses. { y=4
z=5
EJERCICIO 89
Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
2Xx-y+5z=16 4n-2m-3r=1
1. {X-6y+2z=-9 5 <{m+3n-5r=-4
3X+4y—-z=32 3m-5n+r=0
211,
d-e—4f=-4 a ? ¢
2. J2d+2e+f=11 6. 5+B_E=5
d+e+3f=13
23,21
a b
X—2y+3z=10 3X-2y+z=16
3. 92x+y-62=1 7. {2x+3y—-8z=2
4x—-2y—-9z=15 X—-y+3z=14
3x+5y-z=4 a+b=3
4. {10y-6x—3z=1 8. Jja-c=8
4z-15y+9x=-1 b-2c=4
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondientEe ¢ o o o o o o o

207

—_— . ——— ——Ar—
Q Q N

m+r=28
2n—-3r=3
2m+3n-4r =19

x=2(1+2y)-9z
y=2(2z-x)-13
z=2(y+4)+3x

X—y+z=4
2X+y—-z=5
X+3y—-4z=-5
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¢ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Tres profesores compraron libros: uno de ellos pag6 $845 por 3 de dgebra, 5 de geometriaanaliticay 2 de calculo
diferencial; otro pagd $580 por 2 de geometria analitica, 4 de dlgebray uno de calculo diferencial; el dltimo de
ellos pagd $605 por uno de agebra, 3 de geometria analiticay 3 de célculo diferencial. ¢Cudl es el precio
de cadalibro?

Solucién
Sea x: costo del libro de dgebra

y: costo del libro de geometria analitica
Z costo del libro de célculo diferencial

3X + 5y +2z=2845...... (1)
El sistema de ecuaciones que resuelve el problemaes: {4x + 2y + z = 580........ ( 2)
X + 3y + 3z = 605........ (3)
Se aplica el método de reduccion para eliminar z
Al multiplicar por — 2 laecuacion (2) Al multiplicar por — 3 la segunda
y sumar con laecuacion (1) ecuacion y sumar laecuacion ( 3)
—8x—4y-2z=-1160 —12x-6y—3z=-1740
3X+5y+2z= 845 X+3y+3z= 605
-5x+y = -315 —11x-3y =-1135

Serealiza un nuevo sistema con las ecuaciones resultantes:
3(-5x+ y=-2315)
—11x—3y=-1135
—15x+3y=— 945
—11x-3y=-1135

— 26X =-2080
-2 080
X=
-26
x=80

S x = 80, entonces
-5(80)+y=-—315—-400+y=-315— y=-315+400=85
Si x =80, y = 85, por tanto

3(80) + 5(85) + 22 = 845 — 240 + 425 + 27 = 845 — 27 = 845 — 240 — 425
| 845-240-425
===

0

Por consiguiente, €l libro de algebra tiene un precio de $80, €l de geometria analitica de $85y el de célculo

diferencia cuesta $90

EJERCICIO 90

1

Resuelve los siguientes problemas:

José compr6 cierto dia 3 paletas, 5 helados y 2 dulces, por todo pagé $28. Al dia siguiente, adquiri6 4 paletas,
3 heladosy 5 dulces con $25 y € Ultimo dia, una paleta, un helado y un dulce que le costaron $7. ¢(Cudl es el costo
de cada golosina?
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2. Migudl, Fabian y Juan Carlos cierto dia fueron acomprar ropa. Miguel compré 3 camisas, 4 pantalonesy 3 playeras;
Fabian, 5 camisas, 3 pantalonesy 4 playerasy Juan Carlos, 2 camisas, 6 pantalonesy unaplayera. Si pagaron $4 100,
$4 600y $4 000, ¢cud es € precio de cada prenda?

3. Eduardo, Hugo y Arturo fueron a comprar ropa. Eduardo se compro 3 playeras, 2 pantalonesy 5 pares de calcetas y
pagd $1 710. Hugo adquirié 2 playeras, 3 pantalonesy 4 pares de calcetas con $2 090 y Arturo, 4 playeras, 2 panta-
lonesy 3 pares de calcetas por $1 730. (Cud es € precio de cada articulo?

4. Un nimero esta formado por 3 digitos, € digito de las centenas es la suma de |os otros dos, la suma de las decenas
y centenas es igual a 7 veces las unidades. Determina el nimero, de tal manera que si se invierten los digitos, la
diferencia sea 594.

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondientee ¢ o o o o o o o o

Descomposicién de una fraccion algebraica en suma de fracciones parciales

Al realizar una sumade fracciones se obtiene la simplificacién de la misma, por gjemplo:

2 1 2(x+2)+1(x+3)  2x+4+x+3 3x+7
Xx+3 x+2  (x+3)(x+2)  X*+3x+2x+6 X’ +5x+6

Sin embargo, en ocasiones es necesario descomponer una fraccion como la suma de sus fracciones parciales, esto
es, realizar € proceso inverso.

P(x)

Caso |. Unafraccién delaforma —— donde el grado de P(x) es menor que Q(X) y

Q(x)

Q(X) = (X+ X)(X+X,) -...«(X+ X,), Y ninguno se repite, se puede descomponer en la sumade |as fracciones par-
ciales como sigue:

P(x) A B z
+ +ot
Q(x) x+% X+X, X+ X,

1 . .
1 @e-Expresa % como una suma de fracciones parciales.

Solucién

Se factoriza el denominador y a cada factor lineal le corresponde una constante como numerador:

3X+1 3x+1 A B

X¥—x-6 (x-3)(x+2) x—3 x+2

Se desarrollala sumade fracciones

3x+1 A(x+2)+B(x-3)

(x=3)(x+2) (x=3)(x+2)

Para que se cumpla esta igualdad se igualan los numeradores, €l resultado es €l siguiente:

X+ 1=A(X+2)+B(x-3)
3X+1=Ax+2A+Bx-3B

Al agrupar los términos que contienen x y los independientes, resulta:

3X+1=x(A+B)+2A-3B
(contintia)
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Entonces se genera un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas,
resultadloA=2yB=1
Por tanto, la fraccion como suma de parciales es:

A+B=3 ue a resolverlo da como
2A-3B=1 ¢

x+1 2 1
X*-x—6 x-3 x+2
X+4 ; ;
2 ®e-Expresa ——————— como unasuma de fracciones parciales.
X7+ 3X" +2X
Solucion

Se descompone en factores el denominador de la fraccién:

X+ 4 X+4

43 +2x  x(x+2)(x+1)

A cada denominador le corresponde una constante como sigue:

X+4 A B C

_— = —+——+
X(x+2)(x+1)  x x+2 x+1
Se resuelve la suma de fracciones

X+4 _ A(x+2)(x+1)+ Bx(x+1)+ Cx(x+2)
X(x+2)(x+1) X(x+2)(x+1)

Los numeradores se igualan:
X+4 = A(X+2)(x+1)+Bx(x+1)+Cx(x+2)
x+4 = A(X +3x+2)+Bx(x+1)+Cx(x+2)
X+4 = AC +3AX+ 2A+ BX® + Bx+Cx* + 2Cx

Se agrupan términos semejantes:

x+4 = x*(A+B+C)+x(3A+B+2C)+2A
A+B+C=0
Al igualar los respectivos coeficientes, se obtiene el siguiente sistema, { 3A+B+2C=1
2A=4

El cual seresuelvey € resultadoes: A=2,B=1yC=-3
Por tanto, la fraccion expresada como suma de fracciones parciales es:

X+4 2 1 3

x(x+2)(x+1) X x+2 x+1

2
4x —2x+1?

3 ®e-;Cud esladescomposicidn en fracciones parciales 3
X° =X

Solucién
Se descompone el denominador:

4 —2x+1 _ 4x°—2x+1 _ 4x*-2x+1
aC-x  x(4x*-1)  x(2x+1)(2x-1)
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a cada factor del denominador |e corresponde una constante de la siguiente manera:

4x? —2x+1 A B C
=—+ +
x(2x+1)(2x-1)  x 2x+1 2x-1

Al resolver lafraccion del lado derecho:

4x* -2x+1  A(2x+1)(2x—1)+ Bx(2x—1)+Cx(2x+1)
x(2x+1)(2x-1) x(2x+1)(2x-1)

Al iguaar los numeradores se obtiene:

4% - 2x+1= A(2x+1)(2x-1)+ Bx(2x— 1)+ Cx(2x+1)
4x? - 2x+1= A(4x* - 1)+ Bx(2x—1)+ Cx(2x+1)
4x% —2X+1=4AX* — A+ 2Bx* — Bx+2Cx* + Cx

Al agrupar términos semejantes, se determina que:

4x* - 2x+1=Xx*(4A+2B+2C)+x(-B+C)-A

4A+2B+2C=4
Al igualar los coeficientes se obtiene €l siguiente sistema, {—-B+C=-2
-A=1

Este sistema de ecuaciones se resuel ve por cual quier método algebraico, del cual resultaran los siguientes valores,
A=-1,B=3y C=1, por tanto, la descomposicion de fracciones parciales es:

Ejemplos

4x% —2x+1 1 3 1
—_— =% +
4x% - x X 2x+1 2x-1
- P(x)
Caso 1. Unafraccion de laforma @ donde el grado de P(x) es menor que Q(x) ¥

Q)=(X + %)"(X + %,)" -...-(x + %;)", todo factor que se repite n veces, se descompone en la suma de fracciones par-
ciales como sigue:
A + B +..t+ z
(x2) (x%)" 7 (x+x)"

2

o X+
1 @e-Expresalafraccion: ———
X+ 2%+ X

como una suma de fracciones parciales.

Solucién
Se descompone & denominador en factores:

X+x-1  X+x-1  xX*+x-1
X2 +x x(xP+2x+1)  x(x+1)°

(continta)
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A cada denominador |e corresponde una constante como numerador:

X+x-1_A B C
x(x+1)° X x+1 (x+1)°

Seresuelve la suma de fracciones:

X2 +x—1  A(x+1)°+Bx(x+1)+Cx
x(x+1)° x(x+1)*

Se igualan los numeradores:
x*+x-1 = A(X* +2x+1)+ B(X* +X)+Cx
Al agrupar términos semejantes se determina que:
X*+x-1 = x*(A+B)+x(2A+B+C)+A
A+B=1
Se igualan los coeficientes de ambos lados para obtener €l siguiente sistema, <2A+B+C=1

A=-1

Que a resolverlo por cualquier método, da como resultado: A=—1, B=2y C=1, por tanto, la descomposicion
en fracciones parciales es:
x*+x-1 1 2 1
+ +

I +x | x x+1 (x+1)

2

. s . . 8+3x-x
2 ®e:;Cudl esladescomposicién como una suma de fracciones parciales de —; i 2X X :
27 +11x" +20x+12
Solucién
Se descompone el denominador:
8+ 3x— X 8+3x—x

2 +11X° + 20x+12 (2x+3)(x+2)*

A cadafactor lineal le corresponde una constante como numerador,

8+3x-x* A . B, C
(2x+3)(x+2)*  2x+3 x+2 (x+2)

Al resolver la suma de fracciones parciales resulta que:

8+3x—x*  A(x+2)°+B(2x+3)(x+2)+C(2x+3)
(2x+3)(x+2)° (2x+3)(x+2)°
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Se desarrollan los productos e igualan |os numeradores:

Ahora, al agrupar términos semejantes,

8+3x—X* = A(X* +4x+4)+B(2X* + 7x+6)+C(2x+3)

8+3x—x* = x*(A+2B)+x(4A+7B+2C)+4A+6B+3C

A+2B=-1

Se igualan los coeficientes de ambos lados paraformar € siguiente sistema, {4A+7B+2C=3

4A+6B+3C=8

Que al resolverlo por cualquier método se determinaque: A=5, B=- 3y C= 2, por tanto, ladescomposicion en

fracciones parciales es:

8+ 3x—Xx?

5 3 2

3 2 = - + 2
2x°+11x° +20x+12  2x+3 X+2 (x+2)

EJERCICIO 91

Descompén en suma de fracciones parciales las siguientes fracciones

e o 000000000000 00

5x+1
" (x+1)(x-1)
29x—-56
(3x=7)(2x-3)

8

x-12
(x+2)(x-5)
19-4x
x? —11x+28
2(2x+7)
4x% -1
2X+5
X% +5x+6

5x-13
6x° +13x-5
5x+1
124 x— X2

-11(x+3)

10 ——
14— 3x—2x

3x-5

1 ——r—
Ox° —12x+4

(5x—4)(5x+4)

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Verifica tus resultados en la seccidon de soluciones correspondiente « «
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4%% +7x-12

" x(x+2)(x-3)

2X% + 7x+14
(x+1)(x=2)(x+4)

3x% —5x-17
2

(x+3)(x-2)
16x2 — 48x+15
253 = 7x% +3x
9x* +4x—4
X3+ X2 = 2X
30— 30x—29x?
652 +5x% — 6X
2x*> —6x—26
x®+2x? —-5x—6
4% +9x+11
23— x* —5x—2
X3 +3x% +3x+1
—x®—2x* +5x-1
x* =3 +3x% —x
2x° — 30x
x* —18x%+81



8 CAriTULO

Alcera
- P(x) .
Caso I11. Una fraccién de laforma @ donde el grado de P(x) es menor que Q(X) y Q(X) contiene factores de
segundo grado y ninguno de ellos se repite, entonces se puede descomponer de la siguiente manera:
P(x)  Ax+B Cx+D . Mx+ N
Q(x) ax+bx+c ax’+bx+c  ax’+bx+c,
4%* +6

1 ®e-Expresacomo unasuma de fracciones parciales la siguiente expresion: —; 3
x> + 3%

Ejemplos

Solucién
Se factoriza €l denominador:

4x°+6  AX*+6

X+3x x(x2+3)

El denominador se conforma de un factor lineal y un factor cuadrético, entonces la suma se representa como:

4x*+6 A Bx+C

x(x* +3) T X X3

Seresuelve la suma de fracciones y se igualan numeradores:

4x+6 _ A (Bx+C) A(x*+3)+(Bx+C)x

x(x* +3) x T X+3 x(x* +3)
4¢+6=AX+3)+ (Bx+C) (X)
4¢C +6=AX+3A+BxX + Cx
4¢ +6=x(A+B)+Cx+3A

Para que se cumpla la igualdad, los numeradores deben ser iguales, entonces se forma el siguiente sistema
A+B=4
C=0 , que al resolverseda: A=2,B=2y C=0, por tanto, ladescomposicién en fracciones parciales es:
3A=6

4X*+6 2 2x+0_2  2x

X+3x X X+3 x x*+3

43 — 1134 +17x
(x2 - 3x+1)(x2 + 2)

2 ®e-Descompon en una suma de fracciones parciaes la expresion:

Solucién

El denominador contiene Unicamente factores de segundo grado, por tanto, las fracciones parciales quedan de la
siguiente manera:

4%% —11x% +17x Ax+B  Cx+D

(x*—3x+1)(x*+2) T X3+l K12

Al resolver la suma de fracciones e igualando numeradores se obtiene:

4%* —11x* +17x = (Ax+B)(X* +2)+(Cx+D)(X* - 3x+1)
Ax° —11x° +17x = AC +2Ax+ Bx? + 2B+ Cx® — 3Cx? + Cx+ Dx?* = 3Dx+D
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Sistemas de ecuaciones

Se agrupan términos semejantes:
4x%-11x* +17x = x}(A+C)+x*(B-3C+ D)+ x(2A+C-3D)+2B+D

Para que se cumplalaigualdad, los numeradores deben ser iguales, entonces:

A+C=4
B-3C+D=-11
2A+C-3D=17
2B+D=0

Al resolver el sistema de ecuaciones se determinaque: A=1,B=2,C=3yD=-4
Por tanto, la descomposicion en fracciones parciales es:

Ax® —11x% +17x X+2 3x-4
2 2 =2 3
(¥ =3x+1)(x*+2) X -3x+1 x*+2

P(x)

Caso 1V. Una fraccion de la forma @ donde el grado de P(x) es menor que Q(x) y Q(x) contiene factores de
segundo grado y alguno de ellos se repite, entonces a cada factor de laforma: (ax® + bx + ¢)" le corresponde una suma
defracciones:

Ax+B N Cx+D Mx+ N
(ax® +bx+c)' (ax2+bx+c)nf1 ax® +bx+c
Ejemplo
. . . . 4 3 4 2
Expresa en suma de fracciones parciaes la siguiente: S +X5 * X3 +6x+3
X7 +2X7 + X

Solucién

Al factorizar el denominador se obtiene:

' +x3+4x* +6x+3 X'+ x°+4x° +6x+3
X5 +2X3+X X(X2 +1)2

La descomposicion es:

3+ X3 +4X* +6X+3 A, Bx+C Dx+E
x(x2 +1)° X (x+1) X1

Se resuelve la suma de fracciones:

X +xP+ax2 +6x+3 _ A(X +1)° +(Bx+C)(x)+(Dx+E)(x)(x* +1)

x(x2 +1)2 - x(x2+1)2

Seigualan los numeradores y se desarrollan los productos:
X+ X3+ 44X +6X+3 = AX* +2A% + A+ Bx? + Cx+ Dx* + Dx? + Bx® + Ex

Se agrupan también |os términos semejantes:

3 +x°+4x° +6x+3 = X' (A+D)+x*(E)+ x*(2A+B+D)+X(C+E)+A
(contintia)
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(continuacién)
A+D=3
E=1
De estaigualdad se forma el sistema de ecuaciones <2A+B+D=4
C+E=6
A=3

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtienen |os siguientes val ores:
A=3B=-2,C=5D=0yE=1

Por tanto, la descomposicidén como suma de fracciones parciales es:

X' +x°+4x*+6x+3 3 5-2x 1
5 3 =t 2t 2
X7 +2X°+X X (x2+1) x“+1
EJEBClClO 92
: Expresa como una suma de fracciones parciales a las siguientes:
. 4% +x-9 5x* -18x—-1
: T3 _3y 1 o=
. X —3X 2X° +4x° - 6x—20
. 4x% —x—1 x*+x3-5x*—2x+9
. 2- # 12. 5 3
. 33X+ 3X°+x+1 x> —6X”+9x
. 2x* - 3x+3 X+ X2+ x+1
3 ¥ +x_2 13 (x2+x—1)2
x?-19 —B5x* -9+ x—-7
4 o _35 14 a3+l
3% +2x-2 2x4 = x®—9x% + 3x+11
5. x*-1 1 X a4+ ax+ 4
—-6x3+x%-32x+3 2x* +10%3 + 24x% + 27x+16
6. x* +8x%+15 16. x(x2 +3x+ 4)2
x*—2x® —4x* -11x-6 X+ X =23+ 42 —x+2
’. X% +x3 - 6x 17. X8+ 2x* + %2
2
5x* —9x—8 4(x* +1)
8 P BxX+5x+3 18. x84 4x°5 +4x*
11x° - 5x* - 30x -8 3° -3 +4x* -6x-5
9. 2X4 + 3X2 _ 35 19 (X2 B 2)2 (X2 +1)
—7X* - 42x+24 2x° — 4x* +13x% - 3x* +5x-5
10. 20.
X +5x2 — 3X (xz—l)(xz—x+l)2
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondientEe ¢ o o ¢ o o o o
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CAPITULO ©

POTENCIACION

HISTORICA
O
1=
(1]
3
oz
- s Exponente de una potencia
l‘ﬂ‘;;‘ g | primero que colocd el exponente en una posicién elevada con res-

pecto a la linea base fue Nicolds Chuquet en el siglo xv. Sin embargo,
lo colocaba directamente en el coeficiente, de modo que 5x7, lo
escribia como 5°.

En 1636 James Hume publicé una edicion del dlgebra de Vigte en la que
utilizé una notacién practicamente igual a la actual, salvo en el defalle de uti-
lizar nimeros romanos. Asi, 5x° lo escribia como 5x".

Seria Descartes quien sustituyé en su obra Geometrie los incémodos nume-
rales romanos por los indoarébigos. No deja de ser curioso, sin embargo,
que para la potencia cuadrada no utilizara la notacién elevada, sino que
siguiera escribiendo, como muchos hasta entonces, x* como xx.

Estas expresiones son residuos de la época griega, en la cual los productos
xx (x?) 0 xxx (x*) sélo se entendian como dreas o volimenes. Por eso noso-
fros, cuando calculamos el producto de un nimero x por si mismo, decimos
que estamos elevando x “al cuadrado”, aunque no pensemos en absoluto
en calcular el area de un cuadrado de lado x.
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AlGEBRA

Definicién
Es la operacidn en la cual la cantidad llamada base se debe multiplicar por ella misma las veces que lo indique el

exponente.

© a"=a-a-a..,donde a es la base y n el exponente.
\-\/—/
n - veces

EU.!EMPLOS o

1 @e- Al desarrollar x*, se obtiene:

Ejemplo

Solucién

Al ser el exponente 4, la base x se multiplica 4 veces ella misma:
4
X=xxxx

Por consiguiente, cuando se tiene x*, es lo mismo que si se multiplica 4 veces la base x.

2 ®e-;Cuil es el resultado de (—2x)’?
Solucion
Se multiplica la base por si misma tres veces, por tanto:
(—2x)3 =(-2x)(-2x)(-2x)=-8x*

Finalmente, se obtiene: (—2x)’ = —8x

Teoremas de los exponentes

Sia,b,m,ne Ry a, b#0, entonces:

c an _am — an+m
Demostracién

n

a"-a"=(@a-a-a-a...-a)(a-a-a-a...-a)=a-a-a-a...-a=a
n veces m veces n + m veces

n+m

EJ,IEMPLOS
21 e (Cuil es el resultado de x- x’?

Soluciéon

Ejempl

Se aplica el teorema y se obtiene:

? ®@e-Encuentra el resultado de (=5m)(8m*)(=2m>).
Solucién

Se multiplican los coeficientes (—=5)(8)(—2), después se aplica el teorema y se obtiene:

(=5m)(8m*)(—2m®) = 80m'*** = 80m°
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EJEMPLOS
2 1 e
£
9,
L

Demostracién

m vVeces

n veces

5
m

(Cudl es el resultado de —?
m

Solucién

Se aplica el teorema y se obtiene:

7
Encuentra el resultado de: 237’"3 .
"

Solucién

m — n veces

Primero se dividen los coeficientes y después se aplica el teorema:

Pofenciacion

27m’ =27
nt =—m"=9m*
=3m -3
© a'=1
Demostracién
Al aplicar el teorema de division, con m = n, resulta que:
a" a"
l= n = m = anlinl = a
Ejemplo
0
(Cuil es el resultado de (—12m7) ?
Solucion
Se aplica el teorema y se determina que:
(-12m’) =1
1
© a"= o
a
Demostracién
0
1
" =a" a _ 1
a' a
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Ejemplo
(Cuil es el resultado de (—3x)~?
Solucion

Se aplica el teorema y después se desarrolla la potencia:

1

1 1

(39 ==

(-3x)°  (-3x)(-3x) 9x°

. ~ 1
Por tanto, se tiene que: (-3x)~ = o
x

(a" )m - an-m

Demostracién

(an )'" _ (an )(an)(an )(a) gt e
m veces
Ejemplo
(Cudl es una expresion equivalente a (m4 )3 ?
Solucién
Se aplica el teorema y se determina que:
(m4)3 =m0 2

(a-b-c)' =a"-b"-c"

Demostracion

Al aplicar el teorema de multiplicacién, con m = n, entonces se obtiene:

(a-b-c) =(ab-c)ab-c).labc)=(aa-..

n veces
.
Ejemplo
. .. . 4
Determina una expresion equ1valente a. ()C3 . y4 . ZZ) .

Soluciéon

Al aplicar el teorema se obtiene que: (x3 yte 2 )4 = x(3)<4)y

Demostracion
n veces

Ejemplo

4 3)
(Cudl es el resultado de desarrollar (m " J ?

(4)(4)2(2)(4) 12 .16 _8

=x"-y -z

a)(b-b-....b)(c-c-...



CAPITULO

Soluciéon

Aplica el teorema, y determina que:

() -(2)

Demostracién

Ejemplo

({Cudl es el resultado de desarrollar (ix

Solucién

Se aplica el teorema y se obtiene que:

&)

Luego, al elevar al cuadrado se tiene el desarrollo:

-2
2 2

Por tanto, il = 9y2
3y 4x

EJERCICIO 93

Aplica la definicién y desarrolla las siguientes potencias:

1. (3x2)3

2. (~4n)

9. (3y)(-55) 12. (-m'n
aS
10. x’y*x7y’ 13. —
=
423 ~
11, xx 5x 14, 2m
m2

4
3. (gaA)
5

4. (—6362)13)3

(

2x -

()

221

2

6.

15.

_ L0
b
bVl
-(3)
“ox
() _ 9
(2x)  4x
5. —(2a°)

i

Simplifica las siguientes expresiones y muestra el resultado sin exponentes negativos:

3a’b”’
a’b™®

Pofenciacion
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Aicesra
: 2( 2;2)\3
©21 -9y 25. (a”p?)" 29. (24°) (3a)’ (ab) (alz)
- (@)
: 0 2 13\ i 2.3 (3) (6(14)5
22. 2(x-5y) 26. (b-b*-1) 30. (3)( y ) (16x5) 34. (o} G
3\2
23. 5x7° 27. (2:22)° 31. (42 )3
(=2+)
-2 ‘b
} ¥ )
24. —(6x)7 28 [(x+2y)7] 32. @]
O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ o

Simplificacién
Se aplican los teoremas de los exponentes, segin se presenten en la expresion; esto significa que el orden en que se
realicen estard determinado por las operaciones correspondientes, asi como por los signos de agrupacién que estén

involucrados.
EVJ’EMPLOS o
—g_ ] ®@e-Simplifica la siguiente expresion y da el resultado con exponentes positivos.
£
) \3
i ()
Solucién

Se aplica el teorema (a-b)" = a" b" y posteriormente se realiza el producto de los exponentes.
2.2\ 2\ 3 (. 2)3 6.6
(7)) = () 07) = a7
El elemento con exponente negativo se transforma a potencia positiva y se realiza la multiplicacién de fracciones.

— 1 ))6
6.6 6
x —_ . = 2
y 6 y 6
6

Por tanto, la simplificacién es: y—6
X

2 @®@e-Simplifica la siguiente expresién y elimina los exponentes negativos.

2 1
(x> +1) 3 (x> +1)0
1
(x2 + 1)2
Solucion
En esta expresion la base involucrada es el binomio x* + 1, por lo que se trabaja tinicamente con los exponentes, se
simplifica el numerador y después se simplifica la divisién como sigue:

TS

_2 1 e _L
(x2+1) 3()c2+l)6 _ (x2+1) o _ (x2+1) 12 _ (x2+1) S

(2 +1)? (e41) (21

%: (x2+1) -1
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Pofenciacion

Al eliminar el exponente negativo la expresion resultante es:

) 1 1 1
(x +1) = 4(x2+1)1 T+

Por consiguiente, la simplificacién es: —

x +1

3 ®@e-Simplifica la siguiente expresion:

6x3y'zz4 -2
o)

Solucion
Se realiza la divisién dentro del paréntesis:

6x3 _2Z4 . -2 =)
(S78) = e e
x'y'z

Se eleva cada uno de los factores al exponente “— 2", aquellos que resulten con exponente negativo se transforman
a su expresion equivalente con exponente positivo hasta obtener la simplificacion deseada.

L L.ylz_i ylz

-2
2x4 76Z — 272 x*S |2Z72 — . —
(2x'y7z) y TR Rb il

4 ®@e-Simplifica al maximo la siguiente expresion:

o)
(2mn®)" (2mn)’

Soluciéon

Se resuelven las potencias para cada uno de los paréntesis:

1o5)¢
2m?3 -n® , o o 2 s
2°m3n® _ 2°mn

(2m“2n6 )*1 (Zmn)s - (2—1 min )(25 m5n5) - (2-1 min e )(25 m5n5)

Se multiplican los factores del denominador y por dltimo se realiza la division:

6 2 5 6 2 5
2°m’n 2°m’n _ 2%m'n’

_ _ A6-4_2-7 5-(-1) _ A2 -5 6
(Zflmznfﬁ)(Zsmsns) - 2—1+5m2+5n—6+5 - 24m7n_1 =2""m"'n =2'm"n

El resultado contiene exponentes negativos, entonces se convierte a exponente positivo para obtener la simplifi-
cacion final:
1 4n°
256 _ H2. 6
2’m>n” =2 S
m
6

L 4n
Por tanto, la simplificacion es: —-
m
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5 e@e-Simplifica la siguiente expresién al maximo y que no contenga exponentes negativos.
3

(x—3y71Z2 ) % (x2y4 ) %
3

(x72y7 7 )*‘

Solucién
Se desarrollan los paréntesis internos al elevar cada uno de los factores al exponente correspondiente:
| 3 312 2 4)\Y
(X’3y7122)5-(x2y4)5 ) [x 2y 222]~[x3y3]
(xizyfzzfl )*' - 2.3

Se resuelve el producto en el numerador de la fraccién y se realiza la division:

3 1 2 2 4 3 N 3
2.3 3.3 : 55
x %y 2z2 || x3y3 _3,2 1.4 -2 = 5 3
y y x 23y 257 | x eyoz| 7%72 =5 0
2 3 - 2.3, | T 2.3 =1 Yooz
x°y'z xX°y'z Xyz

Se eleva cada uno de los factores a la potencia 3:
17 13)? _n _B
(x_ey_ej — x( GJ(3)y( 6)(3) =x 2y 2
Los exponentes resultantes son negativos, por lo que se transforman a otro factor equivalente con exponente
positivo

1

1

@

17
SIS U
[ AN T]
2 242

x 2y 2 = ;
x2 y? x2%y

N
3

Por consiguiente, la simplificacién es: E
2 y2

Xy

6 ®e-Reduce a su minima expresion:
— —-1
(a4b7 )72 -[(bc)7 :IO l. (a3b2 )%

(abe)” 1
Solucioén
Se desarrollan los paréntesis internos:
1 ! 3 2 \1
(@) 0o ] ] (@ ] [
= a73b73c—3 c%
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Pofenciacion

Luego, si una fraccidn estd elevada a un exponente negativo, ésta es igual a su reciproco elevado al exponente

.. a)" bY
positivo, (f) = (f) entonces:
b a
-1

3 1
a’tp™ B a’b a’b>c? c?
PRTE : = b 173

1
c? a’b

La expresion resultante se simplifica de diversas formas, una de ellas es multiplicar las fracciones y por dltimo
realizar la divisién resultante:
1 1+l 8
373 -3 3 373 773 3,373 13 8
a’b”c c a’b”c a’b’c B a3 w
|: :| a 2 b 3+13c 3

8,14 3
a’b

7 8
10
=a’b’c?

3 - 3 13

3 g3 1B
—14+1 -13

a?b a b7 a b

El factor con exponente negativo se transforma en otro equivalente de exponente positivo:

7

7 8 7 31,10
=0 = 1 a’b
a*bc ¥ = azl?'o~—8 = —
CS CS
7
. . ab"
Por tanto, la simplificacién es: 2
C%
/ ®e-Reduce a su minima expresion:
X Hx7
X2 4xT

Solucién

Se transforman cada uno de los sumandos a exponente positivo y se simplifica la fraccién compleja resultante:

1+ 1 I+x
A (S
24t T 1T 1 1+x i T x
X +x R zx 2(l+x)  x
X x X

. . 1
Por tanto, la simplificacién es: —
x

8 ®e-Simplifica la siguiente expresién y elimina los exponentes negativos.
a’-b>
a'+b

Solucion

Cada uno de los sumandos con exponente negativo se expresa en otro equivalente con exponente positivo:

1 1
a’-b> _ @ b
-1 ]
a'+ .1
a

(continiia)
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(continuacion)

Las transformaciones dan como resultado una fraccién compleja, la cual al simplificarla se obtiene:

Por consiguiente, la simplificacién es:

ab

11 b —a’
£ B &Y ab(bz—az) ab(b+a)(b—a) b-a
1.1 bta & (b+a)  da*b*(b+a)  ab
a b ab

b-a

EJERCICIO 94

Aplica los teoremas de los exponentes y simplifica cada una de las siguientes expresiones:

19. |:(4xzy3 )_2 '(2x2y72 )2 ]72

© o000 0000000000000 0 000

32 1\?
1. (x4y3zzJ

s ( _3x4y2 )‘
T —6x%y
y

a *b3c?
6' 3 4 1
a 2b3c 2
2.-3\2
1)
(6x’2y’1)_1
3 4a°b™
: (2a72b3)72
8x3y72z4
O vy
xy'z

i

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « «

(x=3)"(x=3)’

10. o)
1 2
" (x+3y)2-(x+3y) 3
(x+3y) 3
12 (xy7) )
L2ey)
_3 13y
4 2 4
]3 = Bbl IC
a‘b’ct
” (szyz) (5x'3y2)
)
3 1\ !
4]
BT
(x3y622)
1
(a4b—zcs)§
16. ———p
(asbzcaj
p———
(3a%07)
5 (")
(m°n)?

226

20.

21.

23.

24.

25.

26.

27.

kf+yﬁ(f+y)

z 4
4

(xz +y2 )72

|:(x—2y)2 -()c—2y)75

(x-2y)°

xzyz (y72 _xfz)

x—y
xy 7 +xy
x+ y’l

T



CAPITULO ©

Ejemplos

—
[ ]
o

Pofenciacion

Potencia de un binomio

Factorial de un nimero

A la expresion 7! se le denomina “factorial de ” y se define como el producto de todos los nimeros naturales ante-
riores a r.

r'=r(r—1)(r-2)-....1 conr>0

Si r=0, entonces 0! =1

Obtén el resultado de: 4!

Solucién

Al aplicar la definicion, se obtiene que:
41=4.32.1=24

Por tanto, 4! =24

Determina el resultado de 6!

Soluciéon

Se desarrolla cada uno de los factoriales y se realiza la operacidn resultante:
6! =6-5-4-3-2.1=720

Por consiguiente, 6! = 720

Binomio de Newton

Para un ndmero 7 el desarrollo de:

n(n—-1) PR n(n-1)(n-2)
2! 3!

a’ b+ .

(@a+b)'=d"+na" 'b+

N n(n=1)(n=2)...(n—r+1)

a"” b+ ... +nab" + b

El procedimiento anterior se llama teorema del binomio de Newton o férmula para el binomio de Newton.
Si n es natural, el desarrollo de (a + b)" cumple con las siguientes caracteristicas:

a) El primer término es a” y el dltimo término es b".

b) Al desarrollar el binomio se obtienen (n + 1) términos.

¢) Conforme aumentan los términos, la potencia del primer término a disminuye en 1 y la del segundo término b
aumenta en 1.

d) Para obtener el i-ésimo término se utiliza la férmula:
n(n-1)(n-2)..(n-i+2)

(i-1)

L. —it17 i-1
i-ésimo = a""'b'
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@®¢-Desarrolla: (x + 2y)".
Solucién
Se aplica el desarrollo del binomio de Newton, hasta obtener el segundo término elevado al exponente 4:

4(4-1)(4-2)
3l

4(4-1
(x+2y)' =@ +4@)' 2y + ( 2 ) @y’ + @' 2y

4(4-1)(4-2)(4-3)
* 41

@@y’

Se desarrollan los factoriales en los denominadores de cada fraccidn, se desarrollan las potencias y se simplifica
al maximo cada uno de los sumandos:

4(3)(2) 43)2)(1)
o WS

=x" +4()(2y) + 6(x)(4y") + 408y + (*)(16y")

403) oy
=)'+ 4@+ T @R+ 0" @)

Finalmente, se realizan los productos y se obtiene el desarrollo:

=x"+ 8x7y + 24x%y* + 32xy’ + 16y*

@®e-Desarrolla: (2x*— 3y%)°.
Soluciéon

Se aplica el teorema del binomio de Newton y se tiene que:

(2x2— 3y2)5: (2x2)5+ 5(2x2)57 1(_ 3}72)1 + 5(52’_ 1) (sz)s’z(—3y2)2+

B3] gy, A6 =253

5(5-1)(5-2)(5-3)(5-4) _ 5ss - s
L3061 5),( ) )(2” S 3y

(2x2)5 - 4(_ 3y2)4

Se simplifican las fracciones y se desarrollan las potencias:

= (20) +5Q2:3)'(=3y)' + 52( )(2 =3y + S )(2 =3y +

3-2-1
. SE))
4 -3.2-1

=32x" + 5(16x°)( — 3y%) + 10(8x°)(9y") + 10(dx")( — 27y°) + 5(2:x2)(81y") + (2:)°(— 243y"°)

Q' (=3y)" + (2= 3y’)’

5(4)(3)(2)(1)
5

4.3:2-1

Por dltimo, se realizan los productos y se obtiene el desarrollo:

=32x"" — 2402 + 720x%"* — 1 080x"y® + 810x%y* — 243y"°
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Ejemplos

—

Pofenciacion

Si n es entero negativo o fraccionario, el desarrollo de (@ + b)" cumple con las siguientes caracteristicas:
a) El primer término es a" y no existe un dltimo término.
b) El nimero de términos es infinito.
¢) El desarrollo de estos binomios recibe el nombre de series.

d) Conforme aumentan los términos la potencia del primer término a disminuye en 1, y la del segundo término b,
aumenta en 1.

e) Para obtener el i-ésimo término se utiliza la férmula:
n(n-1)(n-2)..(n-i+2)

(i-1)

an—i+lb[—l

i-ésimo =

@9 Desarrolla: (x + 1)°.

Solucién

Se aplica el desarrollo de Newton hasta obtener los términos deseados, en este caso se desarrolla hasta cinco términos
-3)(-3-1
G+ D= T+ =30 T+ ()(27,) (0 77y

(_3)(_3_1)(_3_2) (x) —3—3(1)3+ (_3)(_3_1)(_3_2)(_3_3) (x)_3_4(1)4+
3! 41

+

Se simplifican todos y cada uno de los coeficientes de cada término, asi como los exponentes:

-3)(—4 -3)(—4)(-5
=7+ =3+ )4 2)(‘1 ) @71+ (B)A3) )3(4 ) )(x)‘6(1)3+

2-1
(B)EANS)0) e
+ ' —...
43001 @)D
=x =30 H() +6(x (1) — 10 ~O(1) + 15 ~)(1) — ...
=x=3x 7t P—10x "+ 15x 7 — ...
Como los exponentes son negativos, éstos se expresan en su equivalente positivo, lo que resulta en:
1 3 6 10 15
Y XX x X
1
®e-Desarrolla: (x+2)2.
Solucién
Al aplicar el teorema de Newton hasta cinco términos:
1)1
Lo (Y (5)(5‘1) LEPI
(2 = (043 (P (@4 25220 '+
63 E5) E) I 3 ) ) G I
+ (x)27(2) + (x)2 7 (2)" +...
3! 4
(continiia)

229



O CAPITULO

AlcEBRA

(continuacion)

Se simplifica cada uno de los sumandos al maximo:

- (x)r +(1)(x)%-l (2) +(;)(_;)(x)i-2 (2) +W(x)i-3(z)3 N

2 -1 3-2-1

LRI
N 2 2 2 2
4 -3-2-1
L _1 1 -3 1 -2 5 7
=224+ = || x 2 |2)-=x 2(4)+—x 2(8)-—|x 2 |(16)+
e O O U e O e
1 _3 _3 7
=x>+x ? lx T+—x 2—ix 2+
2 2 8

Por dltimo, se convierten los exponentes negativos a positivos y se obtiene el desarrollo:

;.01 1 1 5
=X +7]—7§+ 5

X2 2x2 2x2 8x

7
2

EJERCICIO 95

.

Desarrolla los siguientes binomios:

1. (3-2x) 5. (x-1)° 9. (Lfy 13 (x=1)"

3 2
2. (1+x)' 6. (2-x)' 10. (x*+5y) 14. (3x+1)’
3. (x=2y) 7. (¢ +y?) . (x-1)" 15. (x+2)'
3 5 )
4, (1+f) 8. (5—1) 12. (2x-1)" 16. (x-2)
2 2
O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ ¢ o o

Cdleulo del iésimo término
Para determinar el i-ésimo término del binomio (a + b)", se utiliza la siguiente férmula:

n(n - l)(n— 2)(n —i+ 2)
(i-1)!
EJEMPLOS °

v, —i+17.i—1
i-ésimo = a"'p

74
—g_ ] ®@e-Calcula el cuarto término de (2x + 3)5 .
£ .o
KB Solucién
i

En este caso i =4, por tanto, en el numerador sélo habrd tres factores numéricos:

5(5-1)(5-2)

(4_1)! (2)6)574“(3)471 _ 5(4)(3)(2)6)2(3)3 _ 10(4x2)(27) — 10802

40. término =

Entonces, el cuarto término del binomio (2x+3)” es: 1080x>
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Pofenciacion

1
? ®@e-Determina el sexto término de (x+1)>.
Solucién
Para encontrar el sexto término se toma en cuenta que i = 6 y, por tanto, s6lo se tienen cinco términos en el numerador,
luego:
LA
Sexto término = (6-1) ()2 (1) = 756 (1) = .
' 256x 2
1 7
Por tanto, el sexto término del binomio (x + 1) 2 es: 9
256x 2
EJERCICIO 96
: Determina el término que se indica en cada uno de los siguientes ejercicios:
. 1. Tercer término de (3x+5)’ 5. Octavo término de (3x—5)"
1 § 4
2. Quinto término de (7 xX— 1) 6. Sexto término de (x—2)
2
3. Cuarto término de (4xy—7)° 7. Quinto término de (x—1)"
1 1
4. Sexto término de (8x+1)3 8. Cuarto término de (4x+9)2
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ o o

Triéngulo de Pascal

Al desarrollar el binomio (a + b)", los elementos tienen como coeficientes:

n(n-1) n(n-1)(n-2)

1, n, etcétera.
2! 3
Especificamente:
(a+b)’=1
(a+b)=a+b

(@a+byY=d"+2ab+b*
(a+ b)Y =d’ +3a’h +3ab* + b’°

y asi sucesivamente.
El tridngulo de Pascal se forma con los coeficientes de los elementos al elevar un binomio a una potencian conn € Z°.
Entonces se toman los coeficientes de los términos:

(a+b) 1
(a+b) 1 1
(a+b)* 1 2 1
(a+b) 1 3 3 1

(a+b)* 1 4 6 4 1
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Ahora bien, los extremos de cada potencia siempre son la unidad y los siguientes nimeros de cada potencia se
obtienen al sumar dos a dos los digitos que se tienen en el renglén inmediato superior.

Ev.!EMPLOS o
—g_ ] ®@e-Halla los coeficientes de (a + b)°.
£ ..
Kl Solucién
L

A este binomio le antecede (a + b)*, cuyos coeficientes son:
(a+b)' 1 4 6 4 1
luego se coloca la unidad a los extremos y se suman dos a dos de la siguiente forma:
I 144 446 6+4 4+1 1
Finalmente, los coeficientes son:

(a+b) 1 5 10 10 5 1

2 ®@e-Desarrolla el siguiente binomio (3x — 2y)".
Solucion
Al tomar los nimeros del tridngulo en la fila de un binomio con potencia 4, se tiene:
(3x = 2y)" = 1(3x)" + 4(3x)*(— 2y) + 6(3x)*(— 2y)* + 4(3x)(— 2y)’ + 1(- 2y)"
= (81xY) + 4(27x))(— 2y) + 6(9x)(4y") + 4(3x)(— 8y") + (16y")
=81x" — 216xy + 216x%y* — 96xy’ + 16y*

3 @e-Desarrolla el siguiente binomio (x> + 2y)°.

Solucién
Se utilizan los coeficientes para la potencia 6 y se obtiene:
(¥ +2y)°=
=1()° + 6(x’)(2y) + 15" (2y)* + 20(x*)’(2y)° + 15(x*)°(2y)"* + 6(x")(2y)’ + 1(2y)°
= (x) + 6(x"")(2y) + 15(x")(4y*) + 20(x")(8y") + 15(x")(16y") + 6(x*)(32y") + (64)")
=x"+ 12x"% + 60x%y* + 160x°%y’ + 240x*y* + 1924y’ + 64y°

EJERCICIO 97

: Desarrolla los siguientes binomios con el tridngulo de Pascal:

%2 2\

1. Qx+ 1) 4. (1-x)° 7. (P +5y)° 10. (—yj
y X

7 5 1 xY 12
2. 3-2y) 5. (5m—-2n) 8. | — + — 11. (x—=1)
X 2
. ’ ; 2 1)

3. x+1) 6. (a+2b) 9. x+y-2) 12. 7+E

X
O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »
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CAPTULO 10
RADICACION
HISTORICA
o
2
o
El signo radical
i ch- h Rudolff [1500-1545), aleme
SRR - risoph Rudolft | ), aleman,
- - publica en 1525 el primer tratado de
p— dlgebra en aleman wulgar titulado Coss.

En esta obra aparece, por primera vez, el sim-
bolo O, para indicar la raiz cuadrada. La raiz cuadrada de un nimero se
designaba antes del siglo Xvi con un punto delante del nimero.

En el siglo xvill Leonhard Euler utilizé por primera vez nuestro actual simbolo
de raiz, originado de la deformacion de la letra “r”, la primera letra de la
palabra radix con la que se designaba a la raiz cuadrada.

Leonhard Euler (1707-1783)
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Radical
La expresion Aa recibe el nombre de radical y se define como:

Va =bsiysOlosib"=a
Flementos de un radical

Un radical es una expresion algebraica, que se forma con los siguientes elementos:

coeficiente, radicando e indice de raiz

Ejemplos

Coeficiente Radicando Indice de raiz

23 2 3 2
% 1 2xy 3
5y M 5x 3x%y 4

Raiz principal de un radical

Sea a un niimero real y n entero positivo mayor a 1:

Si a = 0, entonces “a =0

Si a > 0, entonces “a =b tal queb"=a

Ejemplos
V25 =+ 5 porque (57 =25y (- 5)> = 25.

Jr_1 (l)L
27 3P\ E) Tar
Sia < 0 y n impar, entonces Ya =bconb<0
Ejemplo
~1024 = — 4 porque (—4)° =—1024.
Sia < 0y n par, entonces %/a no es niimero real.

Ejemplo

7 . - 2
+/=9 no es un niimero real, ya que no existe un nimero x, tal que: x” =-9.

Radical como exponente

Sea % un nimero real, entonces este radical se expresa como:

Ya=ar
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Ejemplos

Radicacion

Teoremas
o
Demostracién

Se expresa el radical Ya como exponente, se eleva la expresion y se obtiene:
(” a) :(a%) =a' =a
Por consiguiente, (%) =a
Ejemplo
2
Obtén el resultado de (x/§ ) .

Solucién

Se aplica el teorema y se determina que:

(V3) =3

W:asia<0ynesimpar W:‘a‘sia<0ynespar
Ejemplo Ejemplo
Determina el resultado de 3/(-2)’. Obtén la siguiente raiz: y/(-81)".
Solucion Solucion
Se aplica el teorema y se obtiene: Se aplica el teorema y el resultado es:

Y(=2) =-2 Y(=81)" =|-81] =81

m
Sea el radical {/a™ la expresiéon equivalente es 2" , donde el indice es el denominador de la fraccion y
el exponente del radicando el numerador.

Demostracién
El radical se expresa como exponente fraccionario y se multiplican los exponentes:

1 m

Yam = (am); — aT,

5 . .
] ®@e-Expresa Vx* con exponente fraccionario.

Soluciéon

Al dividir el exponente del radicando por el indice de la raiz resulta:

4
Slxét — XS
2 ®@e-Expresa Vm con exponente fraccionario.

Solucién

En este caso se trata de una raiz cuadrada y el exponente de la base es 1, por tanto, el indice es 2, entonces:
1
) 1
Jm=ym' =m?
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3 ®e-Expresa el radical {/(a +b)3 con exponente fraccionario.

Solucién

Se divide el exponente por el indice y resulta:

vl

3 (a+b)3 =(a+b)

4 ®@e-Expresa el radical 3/x* +y* con exponente fraccionario.

Soluciéon

El radicando es un polinomio que se toma como un solo elemento, esto es:

T =)

Se aplica la divisién del exponente entre el indice y se obtiene:

EJERCICIO 98

Representa en forma de exponente fraccionario los siguientes radicales:

I~ 6. 5x 1. gfxty* 16. Ya* - Up*
I 7. 8J(2x)’ 12, Ja"+y" 17 (Ve dy)

8. W 13. Jx =y 18. m” In®

4. Ja? 9. J2w) 14, (> +y*) 19. \Im(n+p)’

10. (%)’ 15, Yx+2y)" 20. Ya2m® A’

.
.
.
.
.
.

(9%}
w
<
~

W
S

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »

Representacién de un exponente fraccionario como radical

Dada la expresién a” su representaciéon como un radical es: va" , donde el numerador es el exponente del radical y
el denominador el indice de la raiz.

E"J,EMPLOS °
1
TOJ_ ] ®@e-Expresa en forma de radical: y3.
£ . s
o Solucién
L

El exponente del radicando es la unidad y el indice de la raiz es 3, por tanto:
1
=3 =3
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Radicacion

2
2 ®e-Escribe como radical: 4(m+n)s.
Solucion

El exponente del radicando es 2 y el indice de la raiz es 5, el coeficiente 4 permanece igual, por lo que resulta:
2
4(m+n)s =43(m+ n)2

1 1
3 ®e-Transforma a radical la siguiente expresién: x* +y?.

Soluciéon

Se transforma a radical cada uno de los sumandos y se obtiene:

1 1
x3+y? :\3/;4_%/;

EJERCICIO 99

Representa en forma de radical.

) o o 0 0 0 @

1 3 21 4
1. 23 5. (2xy2)4 9. ny“ 13. (2x+y)5
4 1 2 1 1
2. 57 6 (x3y)2 10. m® —n? 14. (m+n)?2
2 2 L 2
3. m? 7. 7y 11. a7 +b7 15. (@’ +b)3
11 38 L 3
4. (3y)2 8. 3a°b’ 12. x3—y* 16. (m™ —n?)7
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ o o
Teoremas

Los teoremas de los exponentes también se aplican a los radicales, ya que se expresan como exponentes fraccionarios.

Ya-b-c =%a-4b-%c
Demostracién

Se expresa el radical como exponente fraccionario y se aplica el teorema correspondiente de exponentes para obtener:

o1
Yabc=(ab-c)r=ar b -cr=4a-db e
Ejemplo

Realiza: 3/2x°y.
Solucién

Se aplica el teorema y se determina que:

2y =B
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a_4a

nl— =

n

S

Demostracién

n

n
. . . . a a
Se expresa el radical como exponente fraccionario y se aplica el teorema: (Z) = e para demostrar que:

Ejemplo

Efectia: | ,S?a

Solucion
Se aplica el teorema para la divisién y después el del producto para obtener como resultado:

5a _5a _5+a
33 3

Demostracién

Al aplicar los teoremas de los exponentes, se demuestra que:

Ejemplo
Desarrolla: 3/4/3x.
Solucién

Con los respectivos teoremas se determina que:
3 4(3x — (3)(4)(3x — 12l3x — 13/513/;

Cdlculo de raices

Para obtener raices de cantidades numéricas o expresiones algebraicas, se aplica la férmula como se ilustra en los
siguientes ejemplos:

Obtén: /16.

Solucién

Ejemplos
—
°
[

Se descompone el radicando en sus factores primos y se aplica la férmula anterior para obtener como resultado:

4
JI6 =+2* =22 =22 =4
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? @e:-0btén el resultado de: Y-243.

Solucién

Se expresa el radicando de la siguiente manera:
—243=(=3)

Se aplica la férmula y se obtiene como resultado:

Y=243=3)(-3) = (—3)§= -3

3 ®@e-Determina la raiz de: V64x°.

Solucién

Se expresa cada uno de los elementos del radicando de la siguiente manera:
64x* =2°%7

Se aplica el respectivo teorema de radicales para obtener como resultado:

lw

6
Yoax® =30x7 =2° ¥ =25 63 =22 x = 4x
5
4 ®@e-Efectia la siguiente operacién: 5 32xm.
243y

Soluciéon

Se descomponen los coeficientes en factores primos y se aplican los respectivos teoremas para obtener:

5 = = = = —
5,10 [ [ [ 5 10 2
3 y 5 35 le 5 35 5 yl() 3gy? 3y

5 5
§/32xs \/2%5 Py P3¢ e 2

243y

4
5 @e-Encuentra el resultado de: 3’52 \/E .
S5y” V8lx

Soluciéon

Se aplica el teorema de la division y se extrae la raiz:

Sx 25y 3x Sy 3x |52y 3x (507
52V 81x? 5y \V3'x2 5y 22 5y*\ 3x
32 x?

Se multiplican las expresiones y se simplifica el resultado para finalmente obtener:

15?1

T 450 3

6 ®e-;Cuil es el resultado de 3/(1— 3x)" 2

Solucién

Se aplica la férmula para obtener como resultado:

6
3

J(1-3x)° =(1-3x)3=(1-3x)°
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7/ ®e-Obtén el resultado de /1—8x*y* +16x*y*.
y y

Solucién

Se factoriza la expresion:
1-8x*y* +16x*y* = (1 —4x%y* )2
Se aplica la férmula para extraer la raiz:

J1=-8x%y* +16x*y* = (1—4xzy2)2 :(1—4x2y2)% =|1—4x2y2|

Por tanto, la raiz de la expresion es: |1 - 4x2y2|

EJERCICIO 100

Determina las siguientes raices:

1. V729 6. 81 1. 27m°n’ 16. ~25m* " n®°

e e e e e e

16
2. 8 7. 3216 12. %3216)(" 17 Z3(x4 )
X

[ Z22 2 +v*
3. 481 8. 4¥-32 13. n2iflex'y”? g, W =AY Y
«/x2+2xy+y2

2
4. /196 9. IJ-64 14. m*n’s 310 19. i\lx2—10xy+25y2

m’n 2x—-10y

2n 2m 2 2

5. 4256 10, J4x7y* 15 L |Bx 20, L HAWEAY
2\ y Xy

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »

Simplificacién

m

Un radical de la forma ¥/a™ con m 2 n, se puede simplificar expresando a” como un producto de bases donde el
exponente de una de ellas es multiplo de n.

EVJ’EMPLOS
2 ] ®@e-Simplifica el siguiente radical: 3/x".

Solucién

Ejempl

El radicando se descompone en factores, de la siguiente manera:

Se aplica el teorema de radicales para el producto y se obtiene:

12
3/x|3 :3/x12x=3/x12 %/;=x?%/;=x4€/;
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Radicacion

? ®@e-Reduce la siguiente expresion: /72x’y*z’.
Solucién

El coeficiente 72 se descompone en sus factores primos y las bases se expresan como:
72=2.3=2.2.3 X =x"x =7z

Se aplican los teoremas correspondientes y el radical se simplifica como sigue:

SIS
SIS
SIS

4
2

32 x2y27242xz7 = 6xy* 2> /2x2

NS

J725°y' 7 =22 2.3 P xy' i =2

Por consiguiente, la simplificacién es: 6xy*z>«/2xz

3 @e-Simplifica: %é/lZSx(’ysz.

Soluciéon

Se descompone 128 en factores primos y la base y se expresa de esta manera:
128=2"=2%.2 Yy’ =y’y?

Se procede a simplificar la expresion:

6
3

%3/128)@52 = %72“ 2x°y'yz = ;(2

6 3
63 1
x3y33 2yzzj = E(22x2y\3/2yzz)= 2x*y32y*z

Finalmente, el resultado es: 2x°y3/2y°z

476 7
4 ®e-Simplifica la expresion: %3}542#.
x

Solucién

Se descompone cada uno de los elementos que conforman el radicando y se simplifica para obtener como resultado:
33
23\/54a4b6c7 2 3\/2~33a3ab6c6c 2| 3% [2ac | 2(3ab’c ,[2ac
3V 8x! 3 2 xx 3] 32 x| 30 2x Vx

_ ab*c? 1}ZaC
x x

EJERCICIO 101

Simplifica los siguientes radicales:

-~ 5. Y’y 9. 24243x°y*;
2. J272%y" 6. if625x°y" 10. 5%80a°b7c*
3. N6am'n’z* 7. 350a'h* 1. 23729m*n™
. 27mn” 8. 5J9p'q" 12, 2x3x'y’
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3
13. =3mi128m°n" 19 /128x 25. \9m®—18m’n

[16a'p°
14. % 184° 20, 32 26. \J16x° +40x°y’ +25xy°

e
3m’

5 s/ 6.4 7y5

15. E 32a7b 22
2a°

e e e e 0000000

e 27. I274’b* —54a*b*
\/16 . a a

21

3
16. %e/mom“ﬁpz 22. %:/27 27 28. Y(m* —2mn+n*)’
C
17. %\3/27x(’y4 23. 3xy 3
X

2 V48x*

29. 3243(x+y) (x—y)

2 4 [ 2
18. 3x2y<‘/81x5y4 24, 2480y 30, V4—d4m+m’

Introduccién de factores

Se escribe el factor o los factores que se desean introducir en el radical, elevados a un exponente igual al indice del

radical.
a" -4l = ,"l(a'” )n b
E".,IEMPLOS °

1 @e-Introduce el coeficiente del radical 3V2 alaraiz.

Soluciéon

Ejemplo

El coeficiente se introduce en el radical elevado al cuadrado:

32 =4(3) 2

Se realizan las operaciones correspondientes y se obtiene:
=vJ9-2=118
Por tanto: 3+/2 =+/18

2 ®@e:Introduce en la raiz 2xi/§ el coeficiente.
Solucion

Se coloca dentro del radical el coeficiente 2x elevado al exponente 3:

2y =3(2x)"y

Se desarrolla la potencia y se realiza el producto para obtener como resultado:
= ,3/(8x3)~y =3/8x7y
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3 @e-Introduce los factores en el radical 2x*y3/xy”.

Solucion

Se coloca el coeficiente dentro de la raiz con exponente 4:

2x*y xy* = 4,[(2x2y)4 xy?
Se desarrolla la potencia y se realiza la multiplicacién:
= i/l6x8y4xy2 = 1/16x9y(’
Por tanto, el resultado es: 3/16x°y°
. . 3a [2b
4 ®@e-Introduce el coeficiente en el radical: ;?3 —.
a
Solucién
La fraccion entra elevada al indice del radical, se realizan las operaciones y se obtiene:
27a Zb 54a3b ,|54a’
ab’ b’
5 @e-Introduce 3a en el radical de la expresion: =
a’x
Solucién
Se siguen los mismos pasos que en los ejemplos anteriores y se obtiene como resultado:
3a /(344)2 NI E
V2aix 2a’x 2a’x 2ax
e-Introduce el coeficiente del radica x“—y° alaraiz.

6 ®e-Introduce el coeficiente del radical Jx' =y alaraf

Solucién

El coeficiente se introduce y se eleva al cuadrado y la fraccion resultante se simplifica:

2 2\ _ Xy’ _ (x+y)(x—y)_ Xty
2 (x -y )_ 2 2 -
(x=y) (x=y) (x=y) x-y
EJERCICIO 102
: Introduce a la raiz los factores:
. 5
DL 35 4. 2 7. 2xx* 10. 5a*b’cy2ac
. 2 1
: 2. 547 5. 5% 8. m’n Ymn 11. 2—3 2a*
a

3. 432 6. xv/x 9. 0y ixy 12. & /;”’
a

b
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ALGEBRA

. 2 2

Do P 15, 2 17, 22 |ath 19. —— 3-8

: 4x '\ 3y 322 a+b\ a x=2
2 2 2

14, Sax 16. (2a+b)ab 18, X1 00, 24X |X +a +2ax
V3a x—1Vx -1 x+a 2ax
o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ o o

Suma vy resta

Estas operaciones se efecttan si y solo si el indice del radical y el radicando son iguales (radicales semejantes).

atd + b4d - c¥ld =(a+b—c) Yd

E"J,EMPLOS °
—g_ ] ®@e-Realiza la siguiente operacién: 35 +44/5.
£ . s
o Solucion
LLI

Los radicales son semejantes, por tanto, se realiza la operacion inicamente con los coeficientes y se obtiene como
resultado:

3J5+445=(3+4)V5 =75

2 ®e-Simplifica la siguiente operacién: 5¢3x +63/3x —104/3x.
Solucion

Los radicales son semejantes, entonces se realiza la operacion con los coeficientes y el resultado es:

53x +64/3x —10v3x = (5+6-10)v/3x =/3x

2 1 1
3 ee (Cudl es el resultado de E%_Z\/E-FE\/E_%?
Solucién

Se agrupan los radicales semejantes:
2, 1 1 . 2, . 1 1
S5 ——Jo+-6 -i5=245 -5 —Je+-6
3 4 2 3 4 2
Se realiza la reduccién:

=(%—1)<‘/§+(—%+%)\/—=—%4‘/§+%x/3

1 1
Finalmente, el resultado es: ‘5% + Z\/g
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4 ®e-Reduce la siguiente expresién: 3yv/2x — Zx@ +5yv2x + 7x\/§.
Solucién
Se agrupan los términos semejantes y se simplifican para obtener como resultado:
3yv2x —2x4/3y +5yV2x + 7x\/§ =3yv2x +5yv2x — 2x\/§+ 7x\/§

=(3y+5y)v2x +(—2x+7x)\/§
= 8y/2x +5x,/3y

5 e@e-Simplifica la siguiente expresion: 320 + 412 - 24/45 —[75.
Solucién

Los radicales no son semejantes, entonces se efectian las simplificaciones de cada radical:

V20=1225=2J5 J12=v2"3=2J3 V45=V35=3/5 15=153=53
Se reemplazan los radicales y se realiza la reduccién para obtener:

3V20 + 4412 - 2445 — /75 = 3(245 ) + 4(243)-2(35) - 543
=65 +8v3 65 -5v3=(6-6)V5+(8-5)v/3=3V3

6 ®e-Efectiia la siguiente operacion: \/18x2y3 + x\/32y3 - 5\/2x2y3.
Solucion

Se simplifica cada uno de los radicales y se realiza la operacion, el resultado es:

\/18xzy3 +x\/32y3 —5\/2xzy3 = \/32 -2xzyzy+x\/24 -2y2y—5\/2x2y2y
= 3a\2y + 27 xp\2y = 52042y
= 3xy2y + 4xy\2y = Sxy 2y = 2xp\2y

7/ ®e-Simplifica av/12ab ++98b°c — 5+/3a’b —b\/18bc +a~3ab.

Solucién

Se simplifica cada uno de los radicales:

=aN22 - 3ab +2-72b*be — 5N 3a2ab — bN2 - 32 be + a[3ab
= a(2\/3ab)+ Tb[2be —s(a 3ab)—b(3\/2bc)+ a3ab

=2a~/3ab + Tb~2bc — 5a~3ab — 3b~\2bc + a~ 3ab

Se agrupan los términos semejantes y se reducen para obtener como resultado:

=2a~3ab —5a~/3ab + a~/3ab + 7b~2bc — 3b~/2bc
=—2a~/3ab +4b~N2bc
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AlcEBRA

EJERCICIO 103

e o000 0000000000000 00

Realiza las siguientes operaciones con radicales:

1. 3J5+2J5 20. a4b +~a’h +N254%b
2. 233-733-33 21. Y24x* +4x33x +375x
3. 4T =87 +6:J7 =27 22. 432x* —4x* 4512
4. 3W5+247-45+647 23. 2ayxy’ —=3Ja’xy* +4yNa’x
2 3 243 3 2 75 21.3
5. 23-4V2+5V3-2V2-10V3 -2 24. 2a% +a AR N el
3 1 1 2 2 Lo 1 = 1,
6. Z\/l——g\/ﬁ+5m+§m 25. a b\/E+Za Vb c—gb\/a c+5a b\/z
, V5 306 2V5 V6 35 e 2 Y2a'p pi62a | i/2ab5_7a2b\4/2ab
1208 34 4 2 6 4 16 8
8. 6 Im—-10Im 27. \J49x%y —[50x*y + x,[9y — 2x\/2x%y
9. %\/;—%\/;+%\/; 28. x’y’ —\/48x5y2 —xy\/4xy3+y\/27x5
10. 5 4xy-2 4/5—% iy 29. 3xy2y ++/75x0% —242x%y —+/3xy>
11. V28 +175 - 63 30. 2av50b%c +5¢27a%b — 3W32a%b e +3a be?
12. 218 +54/50 42 31, 338x°y? —54xy’ —2x64y* +yJ32x
13. 3475 +212 — 44243 32. 15645a°0° +6a/3a°b™ —5454°p" — 64/484°p"
14. 245 +318 +4/20 -8 33. %\/20a3+%\/3ab3—éa\/5_a—b /%ab
15. 2472 - 4418 + 5412 - 3./48 34. fx\/r—f 'y 4= «/ y+= xy\/
6 31.6
16. 2+/98 — 3480 — /338 + 20 35, 5””’1/29‘; ,}S“b Zb,/i‘z S“b
17. 3405 - 299 + 24500 — 4,/1331 36. 16a—32++/25a-50 —/9a—18
18. %\/45 —%\/80 —%\/3zo+\/% 37, Vx'4+20% 430 +2 - 5% (x+2)
19. +343a* +a°/175 -3V7a* 38 94x’y’ —3x7y’ —2xy f4x—12y +5x/xy" — 3y’

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »

Multiplicacién

Con indices iguales. Cuando los indices de los radicales son iguales, se multiplican los radicandos y se simplifica,
de ser posible, el resultado.
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—

@9 Multiplica y simplifica la siguiente expresion: V8 /2.

Ejemplos

Solucién

Se multiplican los radicandos y el radical resultante se simplifica, el resultado es:

7= 8@ =V16=V2 =(2) =22 =4

2 ®@e-Realiza la siguiente multiplicacién: 3/9xy” - 3/9x*y.
Solucién

Se realiza el producto de los términos internos de los radicales y el resultado se simplifica:

{/9xy2 -%/9x4y = {/(9xy2)(9x4y) = {/81x5 \/34)6 \/33 3x’x’y* = 3xy @
3 @e-Efectiia el siguiente producto: %~\/6x3y5 8xyt.

Solucién

Se realiza el producto de los radicales y el resultado se multiplica por el coeficiente para obtener como resultado:
N6y Bt =70 (6x'y") (8x0t) = a8ty =227y ay) =2y By
4 ®e-Realiza la siguiente operacién: — (7 Xyjxy’ == y\/_ )

Solucién

Se realiza el producto del monomio por cada uno de los términos del binomio:
2 3 1 2 3 2 1
R )R ) FR g R ) Ee)
-5 — xy/x v 2 X'y’
1 v 6 XY

Se simplifican los radicales y el resultado final es:

xl0) =S (o) = 3y - S

EJERCICIO 104

Efectda y simplifica las siguientes operaciones:

1. \3-J6 6. Iyt -fxty 1. Ya* 324 48a*

2. V15410 7. %ﬁé\/x_S 12. (-4 2" ) 2 Y3a? |
. 2-ie 8. (2v3ab)(3v6a’) 13. V2a\3a" Noa"

4. (3J6)(3v15) 9. (%WJ(J%@S) 14, (2 \/—)( )(4 \/—)

NEE 10. Ja-Na* Na 15. (~2v/3ab)(Joa's )(Ja's )

W

b
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AlcEBRA

i6. [iﬂ[if ](; ;] 1. (-4 . T T

o)}

s e e 000000

17.

3
/32“—”’1/ 8 27. J14+x A1-vx 1—x
X a m

22. (7\5—\6)(7\E+\B)

18. 6(v/6-4) 23. (V2m +n)(V2m —4n) 28, INx+y INx =y -3 —6xy+3y
19. I5(325-35) 24 (L= )+ i) 20 x;;f (x+y)
20. ﬁ(%@—\/}) 25. Jx+y- -y 30. 3\/(1+\/§)§-i/(\/5—1)§

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « «

Con indices diferentes

Para multiplicar radicales con indices diferentes se busca un indice comtin, que resulta del minimo comiin multiplo de
los indices de los radicales y recibe el nombre de minimo comiin indice.

Ev.!EMPLOS °
%_ ] ®@e-Realiza la siguiente operacién: U5x23x.
£ os
K3 Soluciéon
L

Los indices de las raices son 3 y 2 respectivamente, se busca el indice comun:

2
3 el minimo comuin indice es 6

s

)

— W W
— —= N

s

Se transforman las raices a un indice 6, de la siguiente manera:
Vsx* = (3)(2,){(5)3 )2 =57 x* \V3x = (2)(3«)/(3x)3 =3*x’

Se efectia la multiplicacion, se simplifica el radical y se obtiene como resultado:

5500 300 =570 )(30%) =573 a7 =57 30 xtx = 2 U675

2 ®e-Realiza la siguiente operacién: {/x°y \/E .
Solucion

Se busca el minimo comtin indice de 4 y 2

4,2 ] 2
2,112 minimo comun indice = 4
1, 1

Se transforman las raices a indice 4 y se realiza la multiplicacién:

Q/E\/x_y =3 x3y<2)(2\)/(xy)2 = MW = (xSy)(xzyz) = W= x i/;
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EJERCICIO 105

Efectda las siguientes operaciones:

1. /342 5. 3xyx’y i xy’ 9. VaVa Ya 13. (ﬁB 2m2n)(%9 m4n8)

: n
2. Yl 6. \2ab a’b 10. it I Vx 14, (j’;dﬁ)(@)
3. x U 7. 327 V2x 1. 3y Jy iy 15. x4y §2
s Py s (3 () 2 e e
@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « « « v o« 4 o .
Divisién
Con indices iguales

Se realiza la division de los radicandos y se simplifica el resultado.

EJEMPLOS °
v 3 5

2 ] ®@e-Resuelve la siguiente operacién: 81x

m . .

£ 3/3x2

o Solucién

Se hace la division y el resultado se simplifica para obtener:

315
\3/831_)52 Slx 3/27 3 3/31 3 _ 3y
J3x

V1284°p’

2 ®e-Efectiia la siguiente operacion: \/—2
8a’b

Solucién

Se dividen las expresiones, se simplifica el resultado y se obtiene que:

315 315
\/128ab :\/128(117 =W=W=22b2\/5=4b2\/;

J8a’h 8a’b

J135x°y"z
3 ®e-;Cuil es el resultado de “———
3320x°y°7*

Solucién

Los coeficientes de las expresiones se simplifican y se realiza la division con las bases:

\/2 135x°y"z \/ KTy =\/£x7y10i_ 3£x7y|o
64

Y3202y 2 \ed4 2°

Se simplifica el radical para obtener finalmente:

33xxyy 3 x 3x%y?
SRR R RS

26 T2 z
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AlcEBRA

Y4a>be™ .

Solucién

4 ®e-Obtén:

4 (21 )_2 a5b7365 . 276a5b73(;5

22477\ 22a7be”

8 .12 2.3 2.3
4w sa 4l sl ,ac” _ac _ac
=N27ab" ¢ —J—a —c —,/—_—_

28 pt 280 2°b 4b

2.3

4 872a5b7305

‘\‘/ 4a*bc™’

Por consiguiente, el resultado es:

_ 4\/2—6—2aS—(—S)b—S—lCS—(—U

Se descomponen los coeficientes en sus factores primos y se aplican los respectivos teoremas de exponentes:

EJERCICIO 106

Realiza los siguientes cocientes de radicales:

e e 0000000

Ymn’ J162x7y5 9m>n” J112b7a \ 243y2x72
1. 5 —— 9. /] 13, Y—— 17, ————
Im*n \2xy 16m™'n™" \J63b’a™ -2
72y ®x
) gty p 4/3888a’h° 10 Y16z 4w " 1404 x*y™? » 3/3125y*77
g xy’ . Y3ab? . 5477w . \624x72y’ g 32y7%7°
5 V45a'b'e? ; J4a'b | V502 15 NO8m n> 19 N=375mn
' Sac " J25a0° 18X 153w p - 92mtn”
4 J128x°y* g 567m* x° 12 44y*y° 16 \J216mn™ p™ 20 J72x4y2
. 8x'y? . V71x* . N275uV? . \54mn p? 3 576xy™
O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o o

Con indices diferentes

Se transforman los radicales a un indice comun y se realiza la division.

EJEMPLOS
8

] ®@e-Efectiia la siguiente divisién:

J128
T

Solucién

Ejempl

El minimo comiin indice de 2 y 3 es 6, se expresa cada uno de los radicales con este indice:
/128 = \/2_7 _ (2)(3)](27 )3 _ 5/221 Q/E _ 3/24 _ (3)(2)[(24 )2 _ g/2—8
Se remplazan los radicales y se efectia la division:

6/~21 21
Jizg 2" 5y hoaqa

116 628 278_
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3 zy—z
2 @e-Simplifica: —
Xy
Solucién
Se encuentra el indice comin de 8 y 4, se transforman los radicales y se obtiene:
%/)fy'2 B \8/963)1'2 _ %/)fy'2 _ #ﬁy'z . | M _ 1
. v e 2 6.2 304 7 o3 2 o3 a2
4 x3y (2)(4)()(3_)7)2 8 xﬁyZ X’y x7y 8 x3y4 8 x3y4
EJERCICIO 107
: Efectda las siguientes divisiones:
S . 2 ey 5, Al
. : \/g Ts b x3y T (x 1)n+2
4y? 1 1 Vo’ Jx=1)
2 6. —3a +— 244" 10 14, ¥
J2y" 6 12 xy Ux—-1
J12x° 165 Y(a-b)
3. 22 7. Isa* +31254° 1, Y222 s, Yazb)
6x° 4xy° {la=b)

8

2 1 Vi2a’b?
4. =3/8ab +—+4a’ 8. — 12.
12 J4ab

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ o o o o o o o »

W
3
P

Racionalizacién

Racionalizacion del denominador de una fraccién

Esta operacion transforma al denominador en una cantidad racional.

. . .. a L
© Denominador monomio. En una fraccién de la forma —— con m < n se multiplica el numerador y el deno-

n bm

a a A b aW:aW

minador por V6" :

bn—m+m :/bT b

N ' =

E".,JEMPLOS .
o] . . . 3

- @®¢-Racionaliza el denominador de: —.

50 7

9

L Solucién

El factor, por el que se multiplica el numerador y el denominador, resulta de la expresion P yesiguala: 3/2*" = %/2—2 .
Se realiza la multiplicacion y se obtiene:

P20 2

3_3 ¥ 3¢ 34
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AlcEBRA

. . . 3
? ®@e-Racionaliza el denominador de: 24 .
YS5xy

Soluciéon

El factor que multiplica la expresién es {/(Sxy)“ = {/(5)01)3

Al realizar la multiplicacién, se determina que:

3y _ 3y Y60)° 3nd(50)’ _3ui(sw)’ 35yt < 3y
Bo o sy Yot w3 :

3 ®@e-Racionaliza el denominador de la expresién 3/%
X

Solucién

Se separa la expresién como el cociente de raices, se multiplica numerador y denominador por el conjugado de 3/2° x
y se racionaliza para obtener como resultado:

\ 3 NG Y3 P2y _ Ve \/32x2_ J6x* _W_ 1 Q/@

4x 322y - 322 '%/2372)(371 R ' o s T oox  2x

Ejemplos

Denominador binomio. Una expresion de la forma se racionaliza multiplicando al numerador y deno-

at
minador por el conjugado del denominador, esto es:

Si el denominador es de la forma a + b, entonces el conjugado es a — b.
Si el denominador es de la forma a — b, entonces el conjugado es a + b.

El producto de binomios conjugados es una diferencia de cuadrados:
(@a+ba-b)y=d’-b"

En la multiplicacién aplican las leyes de los exponentes y los radicales para simplificar las expresiones, como se
muestra a continuacién en los siguientes ejemplos:

] ®@e-Racionaliza el numerador de la expresion: \/E

Solucién

El conjugado de J5-2es J/5+2 que multiplica al numerador y denominador:

30 3 5+2 3(V5+2) 3546 30546
J§—2_J§—2'\/§+2_(\/§)2_(2)2_ 5-4 1 =3/5+6

Entonces, el resultado de la racionalizacion es: 3W5+6
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V3x—4/2
Racionaliza el denominador de la expresion: M
V3x +32y
Solucién

El conjugado del denominador es +/3x — 34/2y, al multiplicar el numerador y el denominador se reduce la expresion
y el resultado es:

GiJiy iy ey (V) -3 -+
Sx+32y  Br+3f2y Br-3J2y (@)2_(3@)2
_ 3x—46xy+3(2y)
3x—9(2y)
_ 3x—46xy+6y
3x—18y

3x—4,/6xy+6y

Al final, el resultado de la racionalizacion es:
3x—18y

Para racionalizar una expresion, cuyo indice del radical es 3, se multiplica por una expresién que dé como resultado
una suma o diferencia de cubos.

Si el denominador es de la forma (a + b), su conjugado es (a” — ab + b°).
Si el denominador es de la forma (a — b), su conjugado es (a* + ab + b°).

Los resultados de la multiplicacién son los siguientes:
(a+bNd—ab+b)=d’ +b° (a-b)(d+ab+b)=d’ - b’
Ejemplo
2
Racionaliza el denominador de la expresiéon: ———.
Yx-1

3

Solucién

Entonces, el conjugado del denominador Ix—1es:
() +(x)(1)+ (1) o bien Yo +¥x+1

Al multiplicar el numerador y el denominador por el conjugado del denominador, resulta una expresién equivalente
que carece de raices en el denominador.

2 2 atin AW ) g e

-1 -1 i1 (%/?)3—(1)3 x-1

EJERCICIO 108

Racionaliza el denominador en las siguientes expresiones:

1.

RS 3 J|25 5 6x°y - 3a
NG 18 "3y " 2a
2 2
- g 2 e 5. 2
J5 Ix? 2xy 9a'b
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AlcEBRA

E 9 i 12 2 15 @_m 18 zixy
: "\ 8xy " 3-\2 " 23x—2x . 3/;+%/§

.| 16ab’ ;3 J5x 16, _a=2b 1o, L=

"N 254%p° " 1-5x " Ba-2b Cx-1

_ _ _ 2

! 14, 123 17, 122 20, —4¥b_
1-243 1+3 1++/x Y3a+3p

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « «

E".,IEMPLOS
S aiiee

Ejempl

2 oo

3 e

Racionalizacién del numerador de una fraccion

Esta operacion permite transformar el numerador en una cantidad racional.

nlym

Sea la fraccion , la racionalizacion del numerador es:

a

5

Racionaliza el numerador en la expresion: =y
X

Soluciéon

El factor por el cual se multiplicard tanto numerador como denominador es +5x

x5k 5k NS sx S
3x 3x 5x 3x/5x 3x5x 3Wsx

V2x -3y

4x* -9y’

Racionaliza el numerador en la expresion:

Solucién

Se factoriza el denominador y se multiplica por el conjugado de la expresién V2x - \/5 para obtener:

Iy ey ey () ()
4x*=9y"  (2x+3y)(2x=3y) V2x+3y (2x+3y)(2x—3y)(\/§+\/§)
2x—3y
(2x+3y)(2x—3y)(\/ﬂ+\/§)
1

(2x+ 3y)(x/ﬁ+ \/5)

Racionaliza la expresion: Jx+4/3.
Solucion

Se multiplica la expresién por su conjugado, tanto en el numerador como en el denominador, en este caso NEENE

o3 (V) -()

x=3
Ji-V3 a3 -

Jx++3
Jx+3 = : 7

1
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Q/§+%/§.

4 ®e-Racionaliza el numerador en la expresion: >
y+

Solucién

Debido a que las raices son ctbicas, se toma el conjugado de la expresion: %/; +3/2 como %/)7 -2y + Y4
Por tanto:

G+ _ i i (P)+(32)
y+2 y+2 3y =iy +3a (y+2)(%/y7—§/5+%/2)
y+2

(i )

1

EJERCICIO 109

Racionaliza los numeradores de las siguientes fracciones:

‘ ‘\‘/; \/7 VS5x —/6y
. 1. V3 6. — 11. 16, ————
: 3x J1-2 10x—12y
: 548 3v6x 5-\2
2. — 7. 12. 17. -5
2 12x 23 \/; \/—
, V2 o Y2r’ 13 3-2 g, dx-3
0 ax SNCI %27
3[ 5 3 _ 3 _n3
4 Vx g, 16 " J§2 Jx 1o, Ya—23
\/; X x -9 a—8b
3 xy 3x’ NEEND -3y
5. 3 10. 15. 20. ———
2xy 6xy x/;+2\/§ y -4
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ o o o o o o o »
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e

e .~ \

NUMEROS COMPLEJOS

Los ndmeros complejos

© En el siglo xvi Rafaello Bombelli fue uno de
los primeros en admitir la utilidad de que los
nOmeros negativos fuviesen raices cuadra-
das. Fue el primero en escribir las reglas de
suma, resfa y producto de los complejos.

© En 1777 el matemdtico suizo Leonhard Euler
simbolizé la raiz cuadrada de =1 con la
letra i (por imaginario), infrodujo la forma binémica i = =1 y con él

definitivamente se introducen los imaginarios a la matemdtica.

© Gauss, en su tesis doctoral de 1799, demostréd su famoso teorema fun-
damental del dlgebra: todo polinomio con coeficientes complejos tiene
al menos una raiz compleja, y esfablecid en 1831 la inferpretacion geo-
métrica de los complejos: x + yi — (x, y).

© Ofros términos que han sido usados para referirse a los nimeros com-
. Lo . . " " . " ’ e
plejos son: “sofisticados” por Cardano, “sin sentido” por Néper, “inex-
plicables” por Girard, “incomprensibles” por Huygens e “imposibles”
|diversos autores).

Carl Friedrich Gauss
(1777-1855)




11 CariTULO

AlGEBRA

Ndmeros imaginarios

El conjunto de los nimeros imaginarios surge de la necesidad de obtener la raiz cuadrada de un ndimero negativo para

lo cual se define como unidad imaginaria: i = v—1.

Numero imaginario puro
Se denomina asf a los nimeros de la forma bi donde b es un nimero real y b # 0.
Ejemplos

Las siguientes cantidades son nimeros imaginarios puros:
. . 6. ;
2i, —4i, gl s \/5 i

En los siguientes ejemplos se ilustra cémo obtener nimeros imaginarios puros:

Obtén el resultado de: +-25.

—
]
o

Solucién

Ejemplos

Se expresa el radicando como: —25 = 25(—1) y se aplican los teoremas correspondientes de radicales:
V=25 = \[25(-1) =V25V-1=5J-1
Se sustituye J-1=i para obtener:

J=25=5J-1=5i

2 @®e-; Cuidl es el resultado de 2— /—?—2?

Solucién

Se aplica el mismo procedimiento que en el ejemplo anterior y se obtiene como resultado:

25 25 25 J25 5
I 2 (-1)=2- 2 r=2-Y2 202
16 16( ) 16\/_ N 4!

EJERCICIO 110

Representa las siguientes raices en términos de la unidad imaginaria i:

1. V=16 5. =625 9. J-125 13. 3+ =36
6. V-8 10. V-162 14. 2- J-112

. =36
12 2 1
3. V49 7. =50 11. [—— 15. §+g\/—45

e e 00 00

2

4. J-121 8. =54 2. -5 16. %—% —o8

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ « o
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Ejemplos

Nomeros complejos

Suma y resta
Para realizar estas operaciones se suman o restan los coeficientes de i:

ai+bi—ci=(a+b-c)i

] @e-Efectiia la siguiente operacién: +—36 +4+/-9.

Solucién

Se obtienen los nimeros imaginarios puros:
V=36 = \[36(~1) = 6J-1 =6i V=9 =/9(-1)=3J-1=3i
Se remplazan los radicales y se realiza la operacién para obtener como resultado:

V=36 +44-9 = 6i +4(3i) = 6i +12i=(6+12)i =18i
2 @®e-;Cudl es el resultado de: \/E‘f‘%\/—“- —%\/—20?

Soluciéon

Se expresan las raices en términos de la unidad imaginaria:
V=5 = f5(-1) =5i J=45 = [3*-5(~1) = 35 J=20 =27 -5(~1) = 2/5i
Se sustituyen los nimeros y se realizan las operaciones:
V=5 4 25 — 2720 =i+ 2(35i) - 2 (245i)

=\/§i+2\/—l—\/_l
=(V5+25-45)i
=25i

1 2 1
3 @®e-Determina el resultado de: 5\/—4 +§\/—_—§\/—25.

Solucién

Se extraen las raices, se multiplican por los coeficientes y se realiza la operacién para obtener como resultado:

LI e R =i(2i)+3(3i)—1(5i) —iv8i3;
2 5 3 2 5 3 5 3

( 6 5). 8 .
= l+——=|i=—i
5 3 15

4 ®e-Realiza la siguiente operacion: =72 ++/—48 — /=162 —/=300.

Soluciéon

Se expresa cada uno de los radicales en términos de la unidad imaginaria:

V=72 =362 -1 = 6:/2i J=48 =163 -1 = 4/3i
V=162 =/81-2 /-1 =92i 2300 =+/100-3 -/—1 =10+/3i

(continiia)
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11 CariTULO

AlGEBRA

(continuacion)
Se sustituye y se procede a efectuar la operacion:
V=72 +7=48 — =162 — =300 = 65/2i + 4+/3i — 9v/2i — 10/3i
= 67/2i — 92 + 4/3i - 1043
=(6v2-9v2) i+(43-10V3) i
=-32i- 63
=(-3V2-6v3)i 0 =-3(v2+243)i

Finalmente, el resultado de la operacion es: (—3\/5 -6V3 ) io= —3(\/5 +23 ) i

EJERCICIO 111

Efectda las siguientes operaciones:

: 1. V-9 +3J-4 8. % 27 +%\/—5 —%\/—12

: 2. V=16 +25 -9 -4 9. % 4i+3\/——é\/—100+2
3. =4 -3J-1+4J-9-5-16 10. 13—/(9)(4) +4v-25 -20i
4. 3J-1 —%\/—64 +4-9 11. V=x* +xJ=9 —v-16x7
5. V=54 +4J-150 —J-24 12. N-18x" +xJ/=8x — 5xv/=2x
6. 3W-2+2/-8-J=32--18 13. 3/~6561+3Y-256
7. J=18 +4=75 --98 - J-12 14. 4 —gf +§x Y-x

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ o o

Potencias de i

Se obtienen al elevar la unidad imaginaria i = J=1 alaenésima potencia, conn € N.
2
i'=i i =(V=1) =-1 P=iti=—li=—i it =i = (=1)(-1)=1

Para las potencias mayores que 4, los resultados son equivalentes a los anteriores; con el fin de poder determinarlos,
la potencia se descompone de la siguiente manera:
-n ~4dm+k — -k

i"=i i“ con n=4m+k

Donden, my ke N, ademdsn >4yk<4
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Nomeros complejos

EAEMPLOS o
=2 1 @ Cuil 7
% (Cudl es el resultado de i°?
£ ..
9 Solucién
L
La potencia i se representa como sigue:
i13 — i12+1 — i4(3)+1
Se aplica la férmula anterior y se obtiene:
ln l-4(3)+1 _l-l =i
Por tanto, se deduce que: i’ =i
? ®@e:-0Obtén el resultado de: i® +2i° —i'".
Solucién
Se obtienen los valores de las potencias de i:
i6 — l.4(1)+2 — l.z =_1 l.9 — l.4(z)+1 —il= i“ — i4(2)+3 — i3 =
Al sustituir estas equivalencias y realizar las operaciones se determina que:
i 4+2i° =i =—14+2i—(=i)=-1+2i+i=-1+3i.

EJERCICIO 112

Desarrolla las potencias y simplifica las operaciones:

. " 9. 2i"7 43 -
: 2. S 10. P =i +i"”
3. 3 11, -2+ -3%
4 12, 0 _ 2
5. 0% 13. 2 +i*+i®+i® +..+i*" sinesimpar
6. 2i°+3i° 14, P+ +i’ +i° +...+i*"" sines par o impar
7. =i+ 15. Halla el resultado de: i+i* +i° +..+i'™
8. 4+ —3i" 44/ 16. Verifica la siguiente igualdad: i""' +i""* = —i" +i""

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »

Multiplicacion y divisién
Para realizar estas operaciones, los radicales se tienen que expresar en términos de i, posteriormente se aplican las

siguientes férmulas:
a

Va _ |a
b b
Para nimeros imaginarios la operacién V=22 % J(=2)(=2) , ya que Ja-Jb=a-b y %: \/% s6lo son

verdaderas si a y b son positivos.

Ya-tb=4ab,

261
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Ejemplos

AlcEBRA

1 ®@e-Determina el resultado de: \ %~\/—4.

Solucién

Se expresan las raices en términos de i, para después realizar la operacion:
-9 Navy 3 Y7n 6., 3 3

[— N—4=|=i|2i)=—i==(-1)=-
16 (4 )( ) 4 2( ) 2

2 ®@e-Efectiia el producto de: J-9-J/-28- —%.

Solucién

Se expresan las raices en términos de i, se realiza el producto y el resultado es:

4 A2 1247, . .
x/3~«/%~\/:=(31)(2\/71)(ﬁz):ﬁ7: =12(~i) =12
3 @e-Efectia \/g
Solucién

Se obtienen las raices:
NN SR N B S

Se sustituyen las equivalencias y se determina que:

o5
YR

8]

48 +=75 --147
J-12 '

4 ®@e-0btén el cociente de:

Solucion
Se simplifican los radicales, se realiza la division y se obtiene como resultado:

VA8 VTS V14T 4V3i+5V3I-TV3 23
J-12 24/3i 24/3i

=2 +1

-3 -5
=1

5 e@e-Simplifica la siguiente expresion:

Solucién

Se sustituyen las equivalencias de cada potencia y se simplifica:

it=27+1 ()-2(-1)+1 1+2+1 4 2

P (=i)=(i) =2i  =2i
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Nomeros complejos

EJERCICIO 113

Realiza las siguientes operaciones:

. J-12
S N A T 1. =
. V=75
D2 8183 o, V864
. V-4
N - gl ar 13, YAV
V100
s (2=)2m) g, LS5 10
2 3 -125
5. %\/—m = —%\/—25 15. (V=8 +7-18 —v=50)+ =32
16 81 3.5 .
6 %\ 7 16. (i +4°)+(1-i)
7. =25 (3v=4+24-9) [ ——
i"=2i"+1
an 22n42
8. J-18(V=2+-3) 18. L
l
_ n+2 -n—2
g, Y144 9. L L
\/6 n+l’in272"73
-36 i+ +0 i
10. 20. ———
J-4 i+i i+
c Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente« « ¢ o o o o o o o »

Ndmeros complejos

Se forman por una parte real y una imaginaria.
Son de la forma z =a + bi, con a, b € R, donde:

a= Re(z) partereal y b= Im(z) parte imaginaria

Un ndmero complejo se representa de las siguientes formas:

forma rectangular o binomial forma cartesiana
z=a+bi z:(a,b)
z=a z= (a,O)
z=bi z=(0,b)
EVJ,EMPLOS °
—g_ ] @®@e-Representa en forma cartesiana los niimeros complejos: z, = — 4 + 5i, z,= 2i, z,=38.
£ .
9 Solucién
L .
Forma cartesiana
z;=—4+5i ,=(=4,5)
2,=2i 7,=(0,2)
7,=8 z=(8,0)
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AlcEBRA

2 ®e-Representa en forma binomial o rectangular los siguientes nimeros complejos: = (3,— 1) , %= (2, O) = (O,— 3).

Solucién
Forma binomial
z=@3,-1) z,=3-1i
2,=(2,0) z2,=2
z;=(0,-3) z3=—3i
EJERCICIO 114
: Representa los siguientes nimeros complejos en su forma binomial o cartesiana, segin sea el caso:
. 1. 2+3i 7. (0,-2)
: 2. (-15) 8. —1
3
3. 7i 9. (3,0)
4. g—*l 10. 5—11'
3 11
5.5-2i 11. (é,—S)
2
12. 1—i

o
/N
0| —
|

<o
N————

Suma vy resta

Sean los niimeros complejos z =a + bi, w=c + di
Se define:

z+w=(a+c)+(b+d)i=(a+c,b+d) z—w=(a-c)+b-d)i=(a—-c,b-d)

E".,IEMPLOS o

—g_ ] ®@e-Sean los nimeros complejos z =2 +3i y w = — 4 + 6i, realiza: (z + w) y (z — w).
£ .

0 Solucién

i

Se aplica la féormula para la suma y la resta, para obtener:

2Hw=Q2+3)+(-4+60)=Q2+(=4)+(B+6)i=-2+9i
2-w=Q2+3)-(-4+6)=Q2-(-4)+(B-6)i=6-3i

2 e (Cudl es el resultado de (4 — 2i) + (-3 + 4i)?

Soluciéon

Se aplica la férmula de la resta y se obtiene:

(4=20)+(=3+4) =@+ (=3)+(=2+4)i=1+2i=(1,2)
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3 e

4 e

Nomeros complejos

Efectiia la siguiente operacion: (— 5, —4) — (- 6, 1).
Solucién

Se representan ambos complejos en su forma rectangular y se realiza la operacién:
=5-4--6,1)==5-4)-(-6+D)=(-5-(-6)+(-4-1i=1-5i

Este resultado también se representa como (1, —5)

Resuelve: (é + ﬁl) + (—2,1).
2 3 3

Soluciéon

Se expresa el segundo sumando en su forma rectangular y se efectda la suma:

Eoa )Gl Gl i3):

1 5, ( 1 5)
-—+Zi o [-=,=
2 3 23

Por consiguiente, el resultado es: —l+§i ) _l,,
2 3 2°3

Ejemplos

] oo

2 oo

Multiplicacion por un escalar

Para efectuar la operacion se multiplica el escalar por la parte real e imaginaria del nimero complejo como lo indica
la siguiente férmula:

c(a+bi)=ac+bci

Realiza la operacién: 3(2 - 5i).
Solucion

Se realiza la multiplicacién de 3 por ambos elementos del nimero complejo:
3(2-5i)=3(2)-3(5i)=6-15i

Por tanto, el resultado de la operacién es: 6 —15i

Obtén el resultado de: 3(7—4i)—2(-3+2i).

Solucién

Se realiza el producto de los escalares por los nimeros complejos:

3(7-4i)-2(-3+2i)=((3)(7)-(3)(4)i)+((-2)(-3) +(-2)(2)i)
(21- 121)+( 4i)

(21+6)+(-12-4)i

27-16i
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AlGEBRA

1 1
3 ®@e-;Cuil es el resultado de %(2—5i)+5(3+5i)?

Soluciéon

Se multiplican los coeficientes, se agrupan los términos semejantes y se reducen:

se-s)ei{e5i )G 39 3045(3))

- 7.
Por consiguiente, el resultado es: 3— 51

EJERCICIO 115

Resuelve las siguientes operaciones:
L (3,2)+(7,-1)
2.
3.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

10. Siz=2+3i y z,=5—4i, encuentra z + z,

11. Sizy=3-2iy z,=3+2i,0btén z, + z,

12. Siz,=4-5i y z,=4—5i, encuentra z, — 2,

13. Siw=3-4i y w,=2+7i,realizaw, —w

14. Siz=1-i,z,=1+iy z,=i,encuentraz, —z+2,

|
15. Sigy=7-3iy z,= 4—51',calculz:1zl+z2

16. Siz=2-3i,z,=10i y z,=2+3i,realiza z+2z, -z
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Nomeros complejos

. 4 1. 11
17. Siz;= g—gl yz,= 3% , encuentra z, + z,
. 1 5, 1 1, 1 . <
18. Siz, = Z+gz, L= 5—51 Yz, = Z—Z i,obténz, —(z,+2z,)

19. Sizy=1-i,z,=—2+5i y z;=1+3i, encuentra z, — 2, + 2,
20. Si z; =3-2i, z,=—4—i, y z3=-2-3i, ;cudl es el resultado de 2z, —3z, +z;?

1 2
21. Sizy=7+4i,2,=6-2i y zy=—3-3i. Bfectia: z, — -2+

223

1 2
22. Si gz :5—%i, z2:4—§i, y z3:1+§i. Efectia: 4z1—%z2+5z3

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o o ¢ ¢ ¢ ¢ o o

Multiplicacién
Sean los niimeros complejos z = a + bi y w = ¢ + di, se define el producto como:

z-w=(a+bi)(c+di)=(ac — bd) + (ad + bc)i

EAEMPLOS .
%_ 1 @e-Realizala siguiente operacion: (3 — 2i)(—4 + 5i).

,di Solucién

i

Se observaque: a=3,b=-2,c=—4yd=>5, aplicando la definicién se obtiene:

B=2)(=4+5)=[B)=4) - (2] +[B)5) + (=2)(-D]i
=(=12+10)+ (15 + 8)i
=-2+4+23i o (-2,23)
? ®@e-Halla el resultado de: (2 — 5i)(2 + 5i).
Soluciéon
Se identifican los valores
a=2 b=-5 ¢c=2 d=5

Se aplica la definicion: (ac — bd) + (ad + bc)i, para determinar que:

2-35D)2+5) =[2)2) - =GN+ [DG) + (=52
=(4+25)+(10-10)i
=29+0i o (29,0)

3 ®e-;Cuil es el resultado de (%+ 3i)(2—§i)?
Solucién

Al aplicar la definicién se obtiene:

o5 Gre-o G oe)

(contintia)
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AlGEBRA

(continuacion)

= [1+2]+[—i+6]i
5 10
14 57.
=—+
5 10

EJERCICIO 116

: Efectda las siguientes operaciones:
. 1. (3-4i)(-3-2i)

2. (2,3)(1,-1)

C 32062

4. (1-02,-1)

o5 (12i)

6 (V2.3)(V23)

~

11
Siz= (5,5) yw= (2,3) , determina z-w

8. Siz, = (%\/5) y 5= (0.42), efectia z, -z,
9. Siw=6-2i y w, =3i, encuentra w-w,

10. Siz=(4,-1) z= (2,-3) yz,= (-1, 1) obtén z,(z+z,)

11. Siz=1-3i w= (%,0) yv=2+i,determina z(w—v)

12. Siz= (1,2) 7= (2,0) VZ,= (%,%) ,encuentra z-z, —4z,
13. Siz=1-3i, determina z*

14. Siw= (—%,%) , efectia w?

15. Siz;=3+2i y z,=1-3i, encuentra (z1 ‘2, )2

16. Siz=1+i yw=1- i, realiza z*-w’

17. Si z=2i-3, w=1-2i y v=4+43i, realiza la operacién: 2z—3w+v

. , . 11, (11 ’
18. Si z;,=6-3i, z,=4+2i y z, :5—51, determina: (gzl+azz—6z3)

19. Prueba que si z=a+ biy w=a — bi, entonces z-w = Re(z)’ +Im(z)’
20. Pruebaquesiz, =1+i y z,=1-1i, entonces z,"-z," = [Re(zl)-i-Re(Zz)]n
21. Prueba que siw= (1,1) entonces w”'= (—1)E (2,0)" connpare N

22. Prueba que si w = (1,1) entonces W' = (0,2)" con n impar € N

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ o o
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Nomeros complejos

Divisién
a+bi

Sean los complejos z = a + bi, w = x + yi, la division — = ;
w o x+Yyi

Se define como:

z _ atbi _ [ax+by + bx—ay ;
w x+yi X +y? x4y’

+4i
3-5i

] ®@e-Realiza la siguiente operacién:

Ejemplos

Solucién

Se identifican los valores:
a=6 b=4 x=3 y=-5

Se aplica la definicién:

6+4i:[wX3

3-5i 9+25 9+25

@@ﬂ}ﬁ@@—@@ﬁ}gwnewumm44mi
( 5

_ 18-20 12430,
T 9425 9425

2 42,

=——+—i

34 34

1 21,

= ——+—i

17 17
6+4i 1 21, ( 1 m)
Por tanto, =——+—i0|—-——,—
3-5i 17 17 1717

4-i

2 ®@e-Halla el resultado de: -.
2+3i

Solucién

Los valores de a =4, b =—1, x =2, y =3, se aplica la definicién:

i

4 sz44mq4emm4®m}:@weﬂJarun

243i | (27 +(3) (2F +(3F 449 419
_ 8—3_—2—121,
449  4+9
5 -14.
= —+——1|
13 13
_5 14
13 13
. 4—i 5 14, . 5 14
Por consiguiente, - = ———1, el cual en su forma cartesiana es | —,— —
2+3i 13 13 137 13
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AlcEBRA

. .o . 2
3 ®e-Realizala siguiente operacion: ——.
—i

Solucién

Se obtienen los respectivos valores:
a=2 b=0 x=3 y=-1

Sustituyendo en la definicion, se obtiene:
2:((2)(3)+(0)(—1)]+[(0)(3 —(2)(—1)]i:(6)+(2)i:3+1i
iUy ) U ey )T o) TS

4 ®e-Determina el resultado de: %
+i

Solucién

Al aplicar la definicién se obtiene:

1+ (1) +(1)
Por tanto, L = l+li
1+i 2 2

EJERCICIO 117

Efectda las siguientes operaciones:

i

oo 0000000

1. - 8. Siz;=3+2iy z,=1-2i,encuentra &
1-2i 2
S L 9. Siz;=3+2i y z=1—i,realiza -
N 3+2i z
1—3;
3 123 10. Siz=1-7iyw=1+2i, determina —
i w
2-+3i .
4. V2-43i 11. Siz=4-3iyw=1+2i efectia -~
V2 +43i Z
1-2421i ?
5. i 12. Siz=1-3iyw=2+7i, jcudl es el resultado de A
V2i Z
+
6. li 13. Siz,=3—i, z,=1+iy z,= 2 +i,realiza 12
—i 3
2—i . . . . . AT
7. — 14. Sizy=2+1i,2,=1+2i,z,=3-2iyz,=-2+ 3i, efectia: ———=
1-i Z;+2,
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »

Representacion grafica

Para representar en el plano cartesiano cualquier nimero complejo de la forma z = a + bi, se ubica a la parte real en
el eje horizontal (eje real) y a la parte imaginaria en el eje vertical (eje imaginario).

270



CapriTuo 11

Sea el nimero complejo z = a + bi, entonces su representacion grafica es:

Nomeros complejos

Eje imaginario 4
bl z=a+bi
lz=(a, b)
I
[
|
0 4l1 > Eje real
E"J,EMPLOS °
TOL ] ®@e-Grafica el siguiente niimero complejo: z = 4 + 5i.
£ .2
K Solucién
[

2 ®e:Grafica: z,=—4 - 6i.

Soluciéon

sentacion grafica de z,:

Eje imaginario

A

5j————F=

Se convierte en la forma cartesiana z = (4, 5), y su gréfica es:

Eje real «+—————

-4
|
|
|
|
|
|
|
|

v

0

-6

Eje imaginario

Se ubica el punto ( — 4, — 6) en el plano y se une con el origen mediante un segmento de recta, y se obtiene la repre-

EJERCICIO 118

Grafica los siguientes nimeros complejos:

1. zy)=—6+5i 5. z,=5-2i
2. %= (3’_4) 6. %= (6’2)
3. 5= (-1-2) 7. w= (1,2)+(-3,-5)
4. 7,=—2+4i 8. z=(-4,6)-(1,-3)
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ ¢ o o
=)
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9. v=(2,3)(1,-1)

L
10. ™v7

11. w, = (3,-1)(2,0)-(-1~1)

(12)-(2-1)
(0.1)

12. W37
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Valor absoluto o médulo

El médulo de un complejo es la distancia que existe del origen al punto que determina el nimero complejo. Su mag-
nitud estd dada por la férmula:

|2 |=la+bil=\[Re(2) ] +[m(2) =a*+5°

y su representacion grafica es:

Eje imaginario 4
z=a+bi
7} B 1 2=(a b)
|
| <] |
I
|
| ‘
0 = » Eje real

Propiedades del valor absoluto

Sean los nimeros complejos z y z,, entonces:
1. |z| =0siysdlosiz=0
2. \z+z,\ < \z\+\z1\

3. |zl =zl

1 @e-0Obtén el médulo de z =3 — 4i.

Ejemplos

Solucién

Se sustituye a =3 y b =— 4 en la férmula y se obtiene como resultado:

|z |=]3-4i |=(3) +(~4) =9 +16=+25=5

El resultado indica que existen 5 unidades del origen al punto z = (3, — 4)

V3.

1
2 ®e-;Cuil es el médulo del nimero complejo 2, = —E—TI?
Solucion

Se sustituyen los valores y se obtiene:

R EF (_I)Z[_ﬁ]z I TR R

2 2 2 2 4 4 N4

3 ®@e-Determina el valor absoluto del nimero complejo z,= (1, 7).

Soluciéon

Se sustituyen los valores en la férmula y resulta que el médulo de z, es:

lz.|= (1) +(7)° =V1+49 =450 =252 =512
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Nomeros complejos

4 ®@e-Paraz=3+4iyw=2-i prueba que lz+w| < \Z\HW\-
Solucioén

Se obtiene |z+w| Las magnitudes de los nimeros
complejos en el plano cartesiano se
representan de la siguiente manera:

= 57+ 0y N
- 34 1 2G4

e+ w] = |(3+4i)+(2-i) = |5+3i]

luego,
|z|+|w]| = [3+4i]+]2—i]
= P+ + 2 +(-1y
=5+ 5

Por tanto, se comprueba que: T

[+ w] < [z]+[w]

V34 <5445

Conjugado
El conjugado del complejo z = a + bi, se define como:
z=a—bi
Ejemplos
Complejo Conjugado
34+7i 3-7i
—4-8i —4+8i
-3 -3
—4i 4i

Teorema: sea z = a + bi entonces 7 - z = a’ + b’

Propiedades

Sean los niimeros complejos z =a + bi y w = ¢ + di, entonces:

l. z4w=z+w

]

2. z2w=2zw

N

3. 74z = Re(z)
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Demostraciones

1. Se determina la suma de los complejos z 'y w:
z+w= (a+bi)+(c+di)= (a+c)+(b+d)i
Luego el conjugado de z + w se define como:
z+w = (a+c)-(b+d)i

Se desarrolla la operacién, asociando como se observa y se determina que:

24w =(a+c)—(b+d)i=(a+c)+(-b—d)i=(a—b)+(c—d)i=z+w
2. El producto de los complejos zy w es:

z-w= (a+bi)(c+di) = (ac—bd) + (ad + bc)i
Luego, el conjugado de z-w se define como:
2+ w=(ac—bd) - (ad+bc)i
Se desarrolla la operacién y se agrupan de la siguiente forma:

(ac = bd) — (ad + bc) i = (ac — bd) + (—ad — bc)i

=(ac = (=b)(=d)) + (a (=d) + (=D)(c))i
(a — bi) (c — di)
=z.w

3. Se determina la suma del complejo z y su conjugado z:
72—z =(a—bi)+ (a+bi))=(a+a)+(~b+b)i=2a+0i=2a
Pero a es la parte real del complejo z, por lo tanto
z+2z =2Re(2)
4. Se obtiene la diferencia del conjugado z y el complejo z:
72—z =(a—bi)—(a+bi)= (a—a)+ (=b — b)i = 0a — 2bi = — 2bi
Pero bi es la parte imaginaria de z, entonces:
-z =21Im(z)
5. Se obtiene el valor absoluto de z y se eleva al cuadrado:
o = (V& +07) = a 402
Pero si z = a + bi entonces z - z = a* + b* por lo tanto:

|2 = (V02+b2)2 =d+b =72

6. Siendo z = a + bi, se realiza la division — obteniendo:

fe o R R - (G )

a b .
-
at+b* a*+b°
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Nomeros complejos

Ejemplos

—

El denominador de cada término es el mismo, entonces se tiene que:

l _a-bi

z a’ +b?

- . 2 .
Pero z =a—biy ‘ Z ‘ =a* + b%, entonces se obtiene:

1 Z
-==
z [
®0:-Siz=24+3iyw=—-1+4i, determina —.
W
Solucién
Se aplican las propiedades de los complejos:
W = 24w =Q2-3)+(-1-)=Q- D)+ (=3-Di=1-4i
Zw=z.w=02=3)(=1-i)==5+i
Luego,
z+w _1-4i 9 19,

Zw  —5+i 26 26

2 ®e:Siz=—4+iyw=-2+5i, determina m

Solucién
Se aplican las propiedades de los complejos y se obtiene:

- 2
z-2 ||

(w+w)(z=2) ~ [2Re(w)]-[-2Im(2)]

Se sustituyen el valor absoluto de z, el nimero real de w y el nimero imaginario de z:

|2[ _ (=) 7 _17
[2Re(w) [ [2im(2]] ~ "

Se realiza la division:

7171
8i 8 i
Pero L i I S —i , entonces se obtiene::
i o+ )
17, y_ 17,
=5 (=3
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EJERCICIO 119

Encuentra el valor absoluto o médulo de los siguientes nimeros complejos:

1 2
1. 2+3i 4. 3i 7. —+2i 10. =5
2 (\/5 )
. . 4 .
2. 5-4i 5. 1-2i 8. (v2.43) oS-
3. 4-5i 6. 6-7i 9. (v2,0) 12. N2-3i
Determina el conjugado de los siguientes nimeros complejos:
13. 5+4i 16. Si 19. (0,-3) 22. (-1,-1)
14. (-5,0) 17. Li 20, ~2-2 23, 241
2 75 4
. ‘ 11
15. 1+i 18. (2,1) 21. —2+6i 24. (—5,5)

Sean los niimeros complejos z=2i+ 1, z, =4 - 2iy z, = (5,1) demuestra que:

25. |z+z] < |z|+| 2| 28. |(Z1+Zz)(z)| =z +2 4
26. |z =|z]|a] 2. |ezzf = |zl]z ]|
27. |z1+z2+z| < |z1+z2|+|z| 30. |z1-z2|+|zz-z| < |z2 |(|z1 |+|z|)

Nota: Estas demostraciones no se incluyen en las soluciones.

Sean los complejos z=2 -3i, w=1+iy v=2-i, determina:

31, z+w 36. (2:2)=(w-w) 41. il
Z+w
D wrv-Tw 37 (5-v)(5w) o
\%
3. 7o 38. (z=w)(w—) 43. |vv:vf|2
—_— — Z+w vy
34, wv—z-v 39. m 44, m
35. (w-w)(v-) 40. % 45. m
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CAPITULO 19

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

.
HISTORICA
e -
% 2__ 2x 4
oz D C
5 2 S E n la resefia del capitulo 2 se menciond a
alKhwarizmi 'y su método geométrico para
resolver ecuaciones de segundo grado,
——IA g — | que se conoce como método de completar el
l X ™2 ' | cuadrado y consiste en lo siguiente:
Area=x"+2x+2x+4 Ejemplo
=x’+4x+4

Sea la ecuaciéon x% + 4x = 45

© Se comienza por construir un cuadrado de lado x, ABCD, cuya drea
22
serd x°.

© Se prolonga el lado ABy AD en 2 unidades, resultan 2 rectangulos;
la suma de dichas dreas es 2x + 2x = 4x, que da como resultado el
segundo término de la ecuacién.

© la figura se completa con un cuadrado de 2 unidades por lado, cuya
drea es 2 - 2 = 4 unidades cuadradas.

© El drea tofal del cuadrado es x? + 4x + 4.

© Se suman 4 unidades cuadradas en ambos términos v se resuelve la

ecuacion.
x>+ 4x =45
X2 +4x+4=45+4
(x + 2)° = 49

Por tanto, una solucion es x = 5.
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AlGEBRA

Definicién

La ecuacién de la forma ax” + bx + ¢ =0, donde a, b, c € R y a # 0, es una ecuacién de segundo grado; al término ax’
se le llama cuadrético, a bx lineal, ¢ es el término independiente y se clasifican de la siguiente forma:

Completas: ax> + bx + ¢ =0
Ecuaciones de
segundo grado Mixtas: ax® + bx =0, conc =0
Incompletas:
Puras: ax>+¢=0,conb =0

Solucién de una ecuacién de segundo grado completa

Las ecuaciones de segundo grado tienen dos soluciones, también se denominan raices.
Existen tres métodos para resolver una ecuacion de segundo grado:

Completando el trinomio cuadrado perfecto
Para completar el trinomio cuadrado perfecto se suman, en ambos miembros de la igualdad, el cuadrado de la

2
mitad del coeficiente del término lineal de la ecuacién ( 5 )

Resuelve la ecuacién: x> + 4x + 3 =0.

—
]
o

Solucién

Ejemplos

Se dejan los términos en x en el primer miembro de la ecuacion.

X+4x+3=0 > x*+4x=-3

4Y’ .
Se suma (5) =4 en ambos miembros X 4dx+4=-3+4
Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto (x+ 2)2 =1
Se extrae la raiz cuadrada en ambos miembros x+2=11
x+2==l
Se despeja a la incdgnita x=-2=1

de la igualdad se obtienen los valores de x,
x,==2+1=-10x,=-2-1=-3
Por tanto, las soluciones o raices de la ecuacion son: x, =—1ox,=-3
2 @e-Determina las raices de la ecuacién: x* — 6x — 27 =0.

Solucién

Se dejan los términos en x en el primer miembro y se procede a completar el trinomio cuadrado perfecto,
X—6x—27=0 - x"—6x=27
6 2
se suma (5) =9 en ambos miembros X —6x+9=27+9

36
V36
6

Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto (x- 3)2

se aplica raiz cuadrada en ambos miembros,

+
+

[SSI]
Il
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de la igualdad se obtienen los valores de x,
X, =346=9 0 x,=3-6=-3
Por tanto, las raices de la ecuacién son: x, =9 0 x,=-3

- .z 2
3 ®@e-Encuentra las raices de la ecuacién: x> — 5x — 6 = 0.

Solucién
El término independiente se coloca del lado derecho del signo igual y se procede a completar el trinomio cuadrado
perfecto,
¥-5x-6=0 - x’-5x=6
2
2 2 2
Se suma 3 =—5 en ambos miembros X =5x+ 2 =6+ 2
2 4 4
, - 549
Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto xX— > = vy
. 5 49
Se aplica raiz cuadrada X——=%,/—
2 4
x—gziz
2 2
de la igualdad se obtienen los valores de x,
5 7 2 5 7 12
xlzf—fz—fz—l 0x2=7+7=7=6
2 2 2 2 2 2

Por tanto, las soluciones de la ecuacion son:
x=—1lox,=6
4 @®e-Determina las soluciones de la ecuacién x* + 4x + 5 = 0.
Solucién
X+4x+5=0 - x*+4x=-5

X +4x+4=-5+4

(x+2)=—1
x+2= i\/jl
x+2==i

x=—2%i

de la igualdad se obtienen los valores de x, que son los nimeros complejos:
X, ==2+i 0 x,;=—2—1i
5 @e-Resuelve la ecuacion 2x* + 7x + 3 =0.
Solucién

Se divide la ecuacidn entre 2 y se completa el trinomio cuadrado perfecto,

x2+zx+§=0 - )62+Zx=—E
2 2 2

7V 49 . , 7 49 3 49
= — :—6 en ambos miembros x"+—x+—=——+—

Se suma = +
4 1 2 16 2 16

[SYCERN

(continiia)
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(continuacion)
, . . 7\ 25
se factoriza el miembro izquierdo, X+ 1 = 16
. . . 7 5
se aplica raiz cuadrada en ambos miembros. x+ 1 = iz
x=_l43
4 4
: . . 1
Finalmente, las raices de la ecuacién son: x, = -3 o x,=-3

6 ®e-Determina las soluciones de la ecuacién 3x* — 5x + 2 = 0.
Solucioén

Se dividen ambos miembros de la igualdad entre el coeficiente del término cuadrético, que en este caso es 3,

3 -5x+2=0 - xz—%x+%=0

En la ecuacién resultante se completa el trinomio cuadrado perfecto y se despeja x.

, 5 2 2 5 25 225
X ==x+—==0 = x ——x+ -——+
3 3 37736 3 36

(5)”
3
6) 36
5_ /
l
76

I+

| W c\

Por tanto, las raices de la ecuacién son: x, =1 o x, =
7/ ®e-Encuentra las raices de la ecuacién 6x° — 11xy + 3y* = 0, con y como una constante.

Solucién

Se divide la ecuacidn entre 6 y se completa el trinomio cuadrado perfecto.

x U +3 =0 - x’ :_ U é :
66 6" 6"
11 121 121
xz—fxy+7y2— E 2, 1al o
6 144 6 144
1y 49 ,
X=73)y
12 144
11 7
e y=t—
2’
Por consiguiente, las raices de la ecuacién son:
q=lyed, B8 3, o Ty, 401
TR TR T TR TR TR TS
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EJERCICIO 120

Determina las raices de las siguientes ecuaciones de segundo grado y completa el trinomio cuadrado perfecto, donde x,

y, zy wson variables y ay b constantes.

s o0 00000000

l. *+5x+4=0 11. 28 +5x+2=0

2. 6x—27=-x 12. 10w = 13w—-3=0

3. X+ 11x+30=0 13. =3 +7x+6=0

4. y+10=6y 14. 36x=13+36x"

5. w'—40=3w 15. 4’ +5bx=-b’

6. 2 -30=13z 16. —32aw — 154’ =— 7w’

7. X —10x+24=0 17. x*+3bx—10b"=0

8. X" +8x=240 18. b’ =bx+30

9. 2x+5=—x 19. @’y +3aby +2b*=0

10. 3x*=x+2 20. 27ay — 14y* = 10a”
@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « o « v o o o« «

Férmula general

Deduccién de la férmula general para ecuaciones de segundo grado

Sea la ecuacion general de segundo grado:
ax’’ +bx+c=0

La ecuacion se divide entre a,

b
al +bx+c=0—o2+ Zx+ < =0
a a
. . , b c
El término independiente se coloca X+ —x=——
en el segundo miembro “ “
. . ) b* b? c
se completa el trinomio cuadrado perfecto, X+ —x+—=—7F - —
a 4a 4a a
, - , b\ b -4
se factoriza el lado izquierdo, y se realiza la resta (x+ —) = zac
. 2a 4a
en el segundo miembro
. . b b’ -4
se realiza el despeje para x, X+—==x zac
2a 4a
2
o+ b —4 b~ —4ac
2a 2a
b b* —4ac
x=——=
2a 2a
_h++/p =
Se obtiene la férmula general x= #
a

Finalmente, las soluciones o raices de la ecuacion son:

_—b+\/b2—4ac _—b—\/b2—4ac

: 2a 2 2a
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®¢-Resuelve la ecuacién 3x° — 5x — 2 =0.

—

Ejemplos

Solucién

Se identifican los valores de a, b y ¢ de acuerdo con la ecuacién dada.
a=3,b=-5,c=-2

Se sustituyen en la férmula general.

~(=5)£y(=5) ~4(3)(-2) _5+25+24 5449 547

x:
2(3) 6 6 6
Para concluir, las raices son:
547 12 5-17 2 1
X, =—=—=20 Xy="——=—"=—=
6 6 6 6 3

. ) .z 2
? ®@e-Determina las raices de la ecuacién 2x* — 3x = 0.

Solucién

De acuerdo con la ecuacién: a =2, b =—- 3, ¢ =0, los valores se sustituyen en la férmula general,

—(-3)+(-3)'-4(2)(0) 3+9-0 39 3+3
2(2) 4 4 4

. 0
Por tanto, las raices son: x, = = = 1 =0

3 ®@e-Encuentra las soluciones de la ecuacién x* — 9 = 0.

Soluciéon

De acuerdo con la ecuacién: a =1, b =0, c =—9, se sustituyen los valores en la férmula general,

~0£(0)'~4(1)(=9) _-0£0+36 _+J36 _ 6 _

2(1) 2 2 2

3

xX=

Por consiguiente, la soluciones son: x, =—3 ox,=3

4 ®e-Determina las raices de la ecuacién x> + 4x + 5 = 0.

Soluciéon

De acuerdo con la ecuacién: a =1, b =4, ¢ =5, los valores se sustituyen en la férmula general,

—(4)+(4) -4(1)(5) —4+16-20 _—4+—4 _A4+2i _ -

X = = —4XT1

2(1) 2 2 2

Finalmente, las raices de la ecuacién son: x, =—2+i,x,=—2 -1

EJERCICIO 121

Emplea la férmula general y encuentra las raices de las siguientes ecuaciones:

282

1. ¥*+15=8x 3. ¥+6x=-8 5. 45" —20x+25=0 7. 5y°=2y-3=0
2. X*=x+6 4. ¥ -2x-15=0 6. 6x°+13x—-5=0 8. ¥—6x+2=0
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Ecuaciones de segundo grado

E 9. ¥*+2x-5=0 12. 36y* —24y=-85 15. yz—éayzo 18. xti:o
10. ¥ —4x+5=0 13. w'=5w=0 16. ax*—bx=0 19. & +b°=0
1. 4 =—4x—17 14. %zz+%z=0 17. ¥-25=0 20. @w’ —16=0
@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « « « o ¢ ¢ o « « «

Propiedades de las raices o soluciones de una ecuacion de segundo grado
La expresién I = b* — 4ac es el discriminante de una ecuacién de segundo grado, y permite determinar si las raices
son reales o imaginarias.

1. Si 7> 0, las raices son reales y diferentes.

. . b
2. Si =0, entonces las raices son reales e iguales y su valor es: x = — 22
a

3. Si 1< 0, entonces las raices son complejas.

EVJ,EMPLOS o

—g_ 1 @e-Determina el cardcter de las raices de la ecuacién 20x*— x — 1=0.
£ ‘s

9o Solucién

]

Al sustituir los valores de a =20, b=—1, c =— 1 en el discriminante, se obtiene:
I=(-1-420)(-1)=1+80=381
De acuerdo con el resultado 7 > 0, se deduce que la ecuacién tiene 2 soluciones reales y diferentes.

? ®e-Encuentra el carécter de las raices de la ecuacién 4y* — 8y + 7 = 0.

Soluciéon

Al sustituir los valores de a =4, b = — 8, ¢ =7 en el discriminante, se determina que:
I=(—8)—-4(4) (7)=64—-112=-48

En este caso / < 0, por tanto, las raices son complejas.

EJERCICIO 122

Determina el caracter de las raices de las siguientes ecuaciones:

e e 00000

1. ¥=8x+12=0 7. ¥ +4x-5=0
2. X +6x+16=0 8. w—2w+5=0
3. %x2—4x+%:0 9. \/Eyz—(\/i—ﬁ)y—lzo
4. 365" - 60x+25=0 10. X +6x+9=0
5. 4 -3x=0 1. ¥ —4x+5=0
6. ¥*+81=0 12. éx2+2x+5=0
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »
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Factorizacion

Otra forma de resolver una ecuacion de segundo grado es factorizando la expresion e igualando a cero cada factor,

para posteriormente despejar a la incégnita.

(2]
—g_ 1 @®@e-Resuelve la ecuacién x> — 7x + 10 = 0.
£ .
9o Solucién
i
Con la forma x” + bx + ¢ se factoriza el trinomio.
X=Tx+10=0
x=5x-2)=0

Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacion.
x=5=00x-2=0
x=50x=2

Por tanto, las raices de la ecuacién son: x, =5 o x,=2

2 ®e-Determina para x la ecuacién x* + 11ax + 104> = 0.

Soluciéon

Se factoriza el trinomio.
X+ 1lax+10a*=0
(x+10a)(x+a)=0

Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacion,

x+10a=0 0 x+a=0
x=—10a o x=—a

Por consiguiente, las raices de la ecuacién son: x, =—10a o x,=-a
3 @e-Resuelve la ecuacion 6x> — 7x — 3 =0.

Soluciéon

2 . i
Con la forma ax” + bx + ¢ se factoriza la expresion

, 6(6x* —7x-3)
6x —7x-3=0—> fzo
36x” —7(6x)-18 -0
6
(6x—9)(6x+2) -0

6
El denominador se descompone en sus factores primos (6 =3 - 2)
(6x— 9)(6x+ 2)
3.2

Se realiza la simplificacién
2x=-3)3x+1)=0
Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacion.
2x—-3=003x+1=0
2x=303x=-1

. . . 3 1
Por tanto, las raices o soluciones de la ecuacién son: X = E oxX,=— 5
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4 ®e-Determina las raices de la ecuacién 3x* + 19x — 14 = 0.
Solucion
Se aplica el factor por agrupacidén de términos y se factoriza la expresion.

3 +19x-14=0
Se descompone 19x en 21x — 2x, 37 +21x—2x—14=0
Se agrupan términos y se factoriza 3x(x+7)-2(x+7)=0
Bx-2)x+7)=0

Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacién.
3x-2=00x+7=0

x=—ox=-7

(SRR )

. . 2
Finalmente, las raices son: x, = — ox,=-7

5 @e-Determina las soluciones de la ecuacién x* — 3J2x-8=0.
Solucion
Se factoriza el trinomio,
- 3/2x-8=0
(x—4\/§)(x+\/5)=0
Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacion.
x— 42 =0,0x+ 2 =0
x=4J2 ox=—2

Por consiguiente, las soluciones de la ecuacién son: x, = 4v2 ox,=— /2

Ecuaciones de segundo grado

EJERCICIO 123

e e e ec e e

Emplea el método factorizacién y resuelve las siguientes ecuaciones:

l. ¥-5x-6=0 10. 14x°-33x-5=0 19. @’ + abx = 6b
2. ¥+ 11x+24=0 11. 206" +3x-2=0 20. zz—\/gz=6
3.y’ —y=20=0 12. 57=17z-14 21. x> =23x=45
4. ¥=x+90 13. 10w’ =Tw+6 22. x*=7J7x-170
1 1
5. —w+5Sw—4=0 14. 14X +17x-6=0 23. 5y2+z7y+g=0
5 5 5 1
6. 3y"—11y+10=0 15. =2x"=T7x-15 24, x"——x—-—=0
12 6
2 2 2 1 2
7. 3x —x-2=0 16. 6x" + 11bx=10b 25. w _E E—O
8. 2y'=4-"Ty 17. 24* + 2a°b* = Sabx
9. 3’ -6="Tx 18. a’x’—2ax-3=0
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢« ¢ o ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o
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Solucién de una ecuacién de segundo grado incompleta

Mixtas

Tiene la forma ax” + bx = 0; para obtener las raices de la expresién se aplica el factor comin, y una de sus raices
siempre es cero.

(7]
[¢] . . .
<. | ®@e-Determina las soluciones de la ecuacién x* — 5x = 0.
£ ‘s
KB Soluciéon
L
Se factoriza por factor comun.
X=5x=0
x(x—5)=0

Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacion de primer grado.

x=00x-5=0
x=5

Finalmente, las soluciones de la ecuacidn son:

x,=00x,=5

? ®@e-Determina las raices de la ecuacién (x — 3)* — (2x + 5)* = — 16.
Soluciéon

Se desarrollan los productos notables y se simplifica la expresion:

x—=37-02x+5°=-16
X —6x+9—(4x*+20x+25)+16=0
X —6x+9—4x"-20x-25+16=0
—3x*=26x=0

Se aplica factorizacién por factor comun.
x(=3x-26)=0
Se iguala a cero cada factor.

x=00-3x-26=0

—-3x=26

26
x=—-——

3

Por tanto, las raices de la ecuacion son:

26
x,=00x,= ——

3
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EJERCICIO 124

Encuentra las raices de las siguientes ecuaciones:

e e o0 e e

. ¥+6x=0 6. 7x*—5x=0
_ 2
2. 4P —8x=0 5 X293 % _,
6 2 3
3. 5x—x'=0 8. (y+4'=(@d-y@+y)
4
4. 3% +2x=0 g Xt4__8
x+2 4-x
5. X -x=0 10. 5(x+3)-50 - 1D)=x"+73-x) -1
O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »
Puras

Son de la forma ax’+ ¢ = 0, para obtener sus raices o soluciones se despeja x o se factoriza la expresion.

EAEMPLOS °
—g_ 1 ®@e-Resuelve la ecuacién x* — 9 =0.
£ .2
Kl Solucién
i

Se realiza el despeje para obtener los siguientes valores de x,

¥-9=0 5 F*=9>x= i\@
x==x3

Por tantox, =3 0x,=-3

? ®@e-Encuentra las soluciones de la ecuacién =

Solucién
Se eliminan los denominadores y se simplifica la expresion,

2x-3 x-2
x=3 x-1

- 2x=-3)x-DH=x-2)(x-3)
2 —2x—=3x+3=x"-3x-2x+6
2 —2x=3x+3-xX+3x+2x—6=0

¥=3=0
se despeja a x, ¥©=3
xX= i\/g

Por consiguiente, las soluciones de la ecuacién son: x, = V3o X, =- NG

3 ®@e-;Cuiles son las raices de la ecuacién 4x* — 1 = 0?

Solucion
Se factoriza la expresion como una diferencia de cuadrados, se iguala a cero cada factor y se despeja x.
4x’-1=0 - (2x-1)(2x+1)=0
2x—1=0;2x+1=0
1 1

X, == 0xX,=——

2
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4 ®e-Encuentra las soluciones de la ecuacién x> + 4 = 0.
Solucién
X+4=0>x=-4—>x= i\/j
x==%x2i
Por consiguiente, las soluciones de la ecuacién son:
x,=2i0x,==2i

5 @e-Encuentra las soluciones de la ecuacién 2x* + 162 = 0.

Solucién
2 +162=0—>2x"=—162
x=-28l
Se extrae raiz cuadrada a ambos miembros x=%+/-81
x==x9i
Por consiguiente, las soluciones de la ecuacién son:
x,==9o0x,=9i

EJERCICIO 125

: Determina las raices de las siguientes ecuaciones:
. 1. ¥-4=0

E 2. 1-x=0

© 3. w-100=0

. 4. 38 -192=0

5. 4y°-12=0

6. 16x-a*=0

7. 257 -36=0

8. 135=2y+3)(2y-3)

9. W+2)2w-1)=w-2)(w+5)+15

10. =

1. 3(x+1)=L
3 1

12. 24 —————=3
(2x+1)(2x-1)

13. Y +16=0
14. w*+25=0
15. ¥+1=0

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »
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» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Existen diversos problemas cuya solucién se obtiene al plantear y resolver una ecuacién de segundo grado.

La suma de dos nimeros es 18 y la de sus cuadrados es 180, ;cudles son los nimeros?

Soluciéon

Primer nimero: x
Segundo nimero: 18 —x

Ecuacion:

X+ (18 -x)" =180

X +324-36x+x—180=0
2x* = 36x +144 =0
X—18x+72=0
(x=12)(x—=6)=0
x—12=00x-6=0
x=120x=6

Finalmente, tenemos que los niimeros son 12 'y 6

al dividir entre 2

se resuelve la ecuacion

se factoriza

cada factor se iguala con cero

En ¢ segundos la altura 4, en metros sobre el nivel del suelo, de un proyectil est4 dada por la ecuacién h = 80z — 5¢°,

(cudnto tardard el proyectil en llegar a 320 m sobre el nivel del suelo?

Solucién

Con la ecuacién h = 80f — 5¢°, se obtiene la altura del proyectil en cualquier instante.

Para determinar el tiempo que tarda el proyectil en tener una altura de 320 m, este valor se evalia en la ecuacién

dada, es decir:

h=80r—5¢"
320=80¢—>5¢>

Se obtiene una ecuacién de segundo grado, la cual se resuelve para ¢

320 = 807 — 5¢°
5:*—80r+320=0
P —16t+64=0
(t—-8)’=0
t—8=0
t=8

se iguala con cero
se divide entre 5

se factoriza
se extrae raiz en ambos miembros
se obtiene el valor de ¢

por tanto, el proyectil tardard 8 segundos en estar a 320 m sobre el nivel del suelo.

Determina las dimensiones de un rectdngulo, si su perimetro es de 280 m y su 4rea es de 4 000 m’.

Solucién

2(base) + 2(altura) = perimetro
2x + 2(altura) = 280
x + (altura) = 140
altura = 140 — x

T

140 —x

1
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El 4rea de un rectdngulo es el producto de la base por la altura:
Area: x(140 — x) = 4 000
Se resuelve la ecuacién de segundo grado.
x(140 — x) =4 000
140x — x* —4 000 =0
— x> +140x — 4 000=0 al multiplicar por — 1
X — 140x+4 000 =0 se obtiene una ecuacién de segundo grado
(x—40)(x—100)=0 se resuelve la ecuacién y se obtiene:
x—40=00x-100=0
x=400x=100
De acuerdo con lo anterior, las dimensiones del rectdngulo son 40 y 100 metros.
4 A partir de una pieza cuadrada de hoja de lata, se desea construir una caja con base cuadrada y sin tapa, quitando

cuadrados en las esquinas de 2 cm por lado y doblando hacia arriba los lados; si la caja debe tener 98 cm’, ;cuiles
son las dimensiones de la pieza de hoja de lata que debera usarse?

Solucién

Se construye una figura con los datos que se proporcionaron.

El volumen de la caja es:

V = (Alto)(Largo)(Ancho)
V=2(x—4)(x—4)=2(x—4)"=2(" — 8x + 16) = 2x" — 16x + 32, entonces
V=98 = 2x” — 16x + 32, se obtiene una ecuacién de segundo grado.

Se resuelve la ecuacion:

2x* — 16x+32=98
2x*— 16x+32-98=0
2% —16x—66=0 se divide entre 2
X —8x-33=0 se factoriza
x—1D)x+3)=0

Los valores son: x =11 o x =— 3, la longitud de los lados de la hoja de lata no pueden ser negativos.
Finalmente, la longitud del cuadrado es de 11 cm por lado.

5 Un comerciante compré determinado nimero de pelotas con $720 y vendi6 algunas, excepto 18, gané $6 en cada
una. Sabia que con el dinero de la venta podria haber comprado 3 pelotas mas que antes, calcula el precio de cada
pelota.
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Soluciéon

Precio de compra de cada pelota: x
2

Niimero de pelotas: 720
X

Precio de venta de cada pelota: x + 6

72
Total de la venta: (—0— 18)(x+ 6)
x

720
Numero de pelotas compradas con el total de la venta: —+3
X

2
Costo de la compra de 3 pelotas mds: x (7—0 + 3)
X

(2-wers 20

X

(720 18x) x( 20+3x)
X

(720- 18x)(x+ 6) _ x(720+ 3x)

Ecuacion:

720x +4 320—18x* —108x = 720x + 3x°
21"+ 108x — 4 320=0 al dividir entre 3
7x" +36x—1440=0

Se aplica la férmula general,

—~(36)%4/(36) ~4(7)(~1440) —36+,/41616 —36+204

= S =

2(7) 14 14

Entonces, las soluciones son:

-36-204 240 120 -36+ 204 168
xl = = — 0 X2 S—— 12
14 47 14 14

; » 120 . . ]
Las raices de la ecuacién son: x, =—7 o0 x,=12, pero el precio de un articulo no puede ser negativo, por

tanto, el precio de cada pelota es $12.

EJERCICIO 126

Resuelve los siguientes problemas:

1. Encuentra 2 nimeros enteros que sumen 42 y cuyo producto sea 405.
. 5
2. Encuentra 2 ndmeros naturales que su producto sea 360 y el cociente del mayor entre el menor sea 5

3. Encuentra 3 nimeros consecutivos impares, cuya suma de sus cuadrados sea 83.

4. Encuentra 3 nimeros enteros consecutivos pares, cuya suma de sus cuadrados sea 596.
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. . 26 .
. La suma de un nimero y su reciproco es 5 Halla los ntimeros.

. . 1 .
. La suma de 2 niimeros es 25 y la suma de sus reciprocos es 1 Encuentra los nimeros.

. Un agricultor tiene necesidad de cercar 25 000 m” de su parcela; dicha propiedad es rectangular y colinda con un

rio, por lo que no necesita cercar ese lado. ;Qué dimensiones tiene el terreno si el propietario dispone de 450 m de
cerca?

. La base de un tridngulo es 3 veces su altura. Su 4rea es de 150 m’, ;cudles son las dimensiones de la base y la altura?

. Encuentra la longitud de los lados de un tridngulo rectdngulo, cuya superficie es de 6 m’, perimetro de 12 m e hipo-

tenusa de 5 m.

10. Se desea construir un recipiente, sin tapa, de fondo cuadrado y lados rectangulares, con una altura de 6 m, si el material
para el fondo cuesta $800 por metro cuadrado y el de los lados $1 200, ;cudl es el volumen que se puede obtener con
$128 000?

. . . 1 >

11. Determina las dimensiones de un rectdngulo cuya altura es 3 de su base y su drea es de 972 cm”.

12. Alejandro tiene 4 afios mds que Alfredo y el cuadrado de la edad de Alejandro, aumentado en el cuadrado de la edad
de Alfredo, equivalen a 80 afios. Encuentra las edades de Alejandro y Alfredo.

13. El cuadrado de un nimero disminuido en 13 equivale al exceso de 50 sobre el doble del nimero. Determina dicho
ndmero.

14. En cierto parque de la Ciudad de México se desea plantar 195 arboles, de tal manera que el niimero de éstos por fila
exceda en 2 al nimero de filas. Determina la cantidad de filas, asi como el nimero de drboles por fila.

15. Un productor de conservas en almibar desea envasar su producto en una lata cilindrica, cuya altura es de 8 centimetros
y su volumen de 128 7 cm’. Encuentra el radio de la lata.

16. Mario va a construir una caja sin tapa, cuyo volumen debe ser de 312 cm’; utilizar4 una lamina rectangular en la cual
cortard cuadrados de 2 centimetros por lado en las esquinas. Si €l sabe que la superficie total de la hoja al quitar los
cuadrados es de 256 cm?, ;cudles son las dimensiones de dicha hoja?

17. La edad actual de Ricardo son trece medios de la edad de su hijo, el préximo afio su edad serd igual al cuadrado de
la edad de su hijo disminuido en 9 afios. Determina la edad actual de Ricardo.

18. Un famoso jugador de béisbol lanza una pelota verticalmente hacia arriba, tan fuerte como le es posible. La altura que
alcanza la pelota después de ¢ segundos la determina la ecuacién h = 40t — 87 ;Cuénto tiempo le llevaré a la pelota
regresar al suelo?

19. En ¢ segundos la altura 4 en pies, sobre el nivel del suelo, de un proyectil estd dada por la ecuacién h =240t — 167,
(cudnto tardard el proyectil en llegar a 900 ft sobre el nivel del suelo?

20. Dos llaves llenan un depdsito en 6 horas, ;cudnto tiempo necesitarfa cada una, por separado, para llenarlo si una tarda
16 h més que la otra?

21. Una persona gast6 $2 000 en regalos, obsequi6 30 a sus familiares y amigos, el resto los vendié y gané $10 por regalo.
Una vez vendidos todos los obsequios, se dio cuenta de que podia comprar la misma cantidad inicial de regalos y 5
mads. ;Cudl es el costo de cada presente?

22. Encuentra las longitudes de los lados de un tridngulo rectangulo, si su perimetro es de 24 unidades y su drea es de 24
unidades cuadradas.

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢
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Funcién cuadrdtica

La funci6n cuadrética es una funcién polinomial de la forma y = ax’ + bx + ¢, donde a, b, cy x eR con a # 0

Andlisis de una funciéon cuadrdtica

1. La funcién cuadrdtica representa una pardbola, la cual puede ser concava hacia arriba o hacia abajo, depende del
coeficiente del término cuadratico.
. e .. b 4dac-b’ o )
2. La funcién toma su valor maximo o minimo en el punto (_Za’éla} el cual se llama vértice de la pardbola.
3. Sia >0, entonces la pardbola es concava hacia arriba y su vértice representa el punto minimo de la funcién.
4. Sia <0, entonces la pardbola es concava hacia abajo y su vértice representa el punto maximo de la funcién.

5. Sila gréfica interseca al eje X en 2 puntos, éstos se conocen como soluciones o raices de la ecuacién ax® + bx + ¢ = 0;

si es tangente, la ecuacién ax” + bx + ¢ = 0 s6lo tiene una raiz cuyo valor es 5. en caso de que la funcién no
. . . a
interseque al eje de las X, entonces las raices no son reales.

EJ,IEMPLOS o
—g_ ] @e-Grafica y = x* + 5x — 6 ¢ indica las raices.
£ .
K3 Solucién
i

Se realiza una tabla con un nimero suficiente de valores para x, los cuales se sustituyen en la funcién.

Tabla de valores

s Y —6\—5—
-6 0 X
-5 -6
-4 - 10
-3 - 12
5 49
2 4
-2 -12
-1 - 10
0 -6
1 0

La pardbola corta el eje de las X en los valores x=—6y x =1
Por tanto, las raices son: x=—6o0x=1

? ®e-Encuentra las coordenadas del vértice, las raices y traza la gréfica de la pardbola: y = x*— 4x + 4.
Solucién
Se identifican los valores de a, b y ¢ y se sustituyen en la férmula,
a=1,b=—4,c=4

Se observa que el valor de a es mayor que cero, entonces la pardbola es concava hacia arriba y su vértice representa
un punto minimo.
Para determinar las coordenadas del vértice se utiliza la férmula

v _i’4ac—b2
2a 4a

(continiia)
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(continuacion)

Al sustituir los valores en la férmula se obtiene:

V{_<—4> 4<1><4>—<4>2J v(20)

2(1)" 41

Se realiza una tabla con un nimero suficiente de valores para x, los que se sustituirdn en la funcién.

Tabla de valores Y
X y
-1 9
6
0 4 5
1 1 4
2 0 3
3 1 2
1
4 4 L 1 1 1 1 1 1 1 "
1 1 1 1 1 1 1 1 1 »
5 9 -1 :If)l 23 45 6 X

La pardbola interseca en un solo punto del eje de las X, es decir, la pardbola es tangente al eje X.
Por tanto, la raiz de la ecuacién es x = 2

3 ®@e-Determina las coordenadas del vértice, las raices y traza la gréfica de la pardbola: y = — x’+ 2x — 4
Solucién
Se identifican los valores de a, b y ¢ y se sustituyen en la férmula,
a=-1,b=2,c=-4

Se observa que el valor de a es menor que cero, entonces la pardbola es concava hacia abajo y su vértice representa
un punto maximo.
Las coordenadas del vértice son:

v(—bw)=V[—2(2)l 4(_1)(_4)_(2)2]:”1, N

(1) 4(=1)

Se realiza una tabla con un nimero suficiente de valores para x, que se sustituyen en la funcion.

Tabla de valores Y
X y
-2 -12 1
-1 -7 f —» x
0 -4
1 -3
2 -4
3 -7
4 -12
La pardbola no interseca al eje X.

Por consiguiente, las raices no son reales
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EJERCICIO 127

Encuentra las coordenadas del vértice y determina las raices de las siguientes funciones:

1. y=2x"-8x+6 6. y=x"-2x+1

2. y==24+2x+12 7. y=x"—4x+13

3. y=x"-x-20 8. y=10x—25-x

4, y=x"+4x-3 9. y=—-9-»

5. y=x"+2x+5 10. y=2x"—6x
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o «

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Para encontrar la solucién ptima (mdximo o minimo) de un problema, es necesario plantear una funcion cuadratica;

la abscisa del vértice representa el valor que optimiza a la funcién y la ordenada el valor éptimo.

1 Encuentra 2 nimeros cuya suma sea 20 y su producto sea maximo.

Solucién

Primer nimero = x
Segundo nimero = 20 — x
Producto = (x) (20 — x)
Se obtiene la funcién P(x) = (x) (20 — x) = 20x — x*
La grafica de la funcion representa una pardbola concava hacia abajo, entonces el vértice serd el punto maximo;
esto significa que el valor de x en el vértice dard un valor maximo.

b 20 20
xX=——=— =——=10
2a  2(-1) -2
Si x es 10, entonces el valor de 20 — x, es 10
Por tanto, los valores son 10y 10
2 Un granjero desea cercar un terreno rectangular y dispone de 320 m de alambre, ;qué dimensiones debe tener el
terreno para que su drea sea maxima?
Solucién x
Se determinan las dimensiones en términos de una variable,
2 (base) + 2 (altura) = perimetro 160 — x

2x + 2 (altura) = 320
x + (altura) = 160
altura =160 — x

X

El 4rea es el producto de la base por la altura, se hace el producto y con esto se obtiene la funcién A(x).

A(x) =x(160 — x)
A(x) = 160x — x*

La ecuacién representa una pardbola céncava hacia abajo, por lo que el vértice serd el punto maximo; esto
significa que el valor de x en el vértice dard un drea maxima.

__b_ 160 _ 160 .
2a  2(-1) =2

Se deduce que las dimensiones del terreno son 80 metros de largo por 80 de ancho.
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Encuentra dos nimeros enteros cuya diferencia es 12 y cuyo producto sea minimo.

Solucién

Primer nimero: x
Segundo nimero: x + 12
Producto = (x) (x + 12)
Se obtiene la funcién P(x) = (x) (x + 12) = x* + 12x
La funcion representa una pardbola concava hacia arriba, entonces el vértice serd el punto minimo; esto significa
que el valor de x en el vértice dard un valor minimo.

Si x es — 6, entonces el valor de 12 + x, es 6
Por tanto, los valores son 6 y — 6

EJERCICIO 128

Plantea funciones cuadréticas y resuelve los siguientes problemas.

e e 000000000000

1.
2.
3.

10.

Encuentra 2 nimeros cuya suma sea 100 y su producto sea maximo.
Encuentra dos niimeros enteros cuya diferencia sea 20 y su producto sea minimo.

La suma de 2 nimeros es 40, ;cudles son los nimeros si la suma de sus cuadrados es un valor minimo?

. Se quiere cercar un terreno rectangular con 220 metros de alambre. Encuentra las dimensiones del terreno para que

su drea sea maxima.

. Se arroja una pelota con una velocidad de 96 pies por segundo, la altura s que alcanza en un tiempo ¢ lo determina la

siguiente ecuacién: s = 96¢ — 32£. Calcula la altura maxima que alcanza.

De una hoja rectangular de 76 cm de perimetro se cortan cuadrados de 2 cm por lado para construir una caja sin tapa.
Determina las dimensiones de la hoja para obtener el volumen maximo.

. Una editorial vende a los expendios de revistas una publicacidn cientifica a $60 el ejemplar, y cada 50 ejemplares que

excedan los 500, el precio de venta disminuye $2, ;cudntos ejemplares extras debe adquirir un expendio para que la
editorial tenga un ingreso maximo?

Una jugueteria vende x pelotas a p pesos con p = 150 — 4x, el costo de produccién de x pelotas es C = 70x — 2x°.
Determina el nimero de pelotas que debe vender la jugueteria para obtener una ganancia maxima.

Un fabricante de ldpices distribuye a las papelerias 30 cajas con 100 ldpices cada una a un precio de $0.80 por ldpiz,
y por cada caja que exceda las 30 el precio de venta disminuye en 2 centavos por 1dpiz. ;Cudntas cajas debe vender
el fabricante a las papelerias para obtener ingresos maximos?

Un trozo de alambre de 100 cm se parte en dos trozos, un de ellos se dobla para formar un tridngulo equilatero, y el
trozo restante se dobla para formar un cuadrado, ;cémo se debe cortar el alambre para que la suma de las dreas del
tridngulo y cuadrado sea minima?

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ o «

Relacion entre las raices de una ecuacién de segundo grado

Entre los coeficientes y las raices de una ecuacién de segundo grado existen dos relaciones, la suma y el producto.
Sean las raices de la ecuacién ax’ + bx +c=0

_—b+\/b2—4ac o _—b—\/b2—4ac

= X
! 2a ? 2a
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Ejemplos

—

Ecuaciones de segundo grado

Suma de raices

—b+b*—4ac +—b— /b2 — 4ac _ —b+b* —4ac +(—b—\/b2—4ac)

2a

X tx,=

2a 2a
_—b+\/b2—4ac—b—\/b2—4ac _;% _ _b

2a 2a a

Entonces, la suma de las raices es:

X tx,=——

Producto de raices

Y ox z(—b+m][_b_MJ _ (—b)2—( b2—4ac)2 bz_(b2_4ac)

2a 2a (Za)2 (Za)2
_ b* —b* +4dac _dac _c
- 4q* T 4d®

Por tanto, el producto de las raices es:

_c
XXy =—
a

Halla el valor de la suma de las raices de la ecuacién x* + x — 6 = 0.

Solucién

Se determinan los valores de los coeficientes de la ecuacién y se sustituyen en la férmula.

a=1,b=1,c=-6

b .,
XX, =—— Comprobacién

a

1 Las raices de la ecuacién son: x, =—3,x,=2
x1+x2=—I=—1 X +x,=-3+2=-1

Por consiguiente, x, +x, =—1

Encuentra el valor del producto de las raices de la ecuacién x* — 6x + 9 = 0.

Soluciéon

Se determinan los valores de los coeficientes de la ecuacién y se sustituyen en la férmula.

a=1,b=—6,c=9

XX, :2 Comprobacién
9 Las raices de la ecuacién son: x, =3, x,=3
X2y =—=9 (6)(x) = (3)3) =9

Por tanto, x,-x,=9
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EJERCICIO 129

Determina el valor de la suma y el producto de las raices mediante la relacién entre ellas.

1. 4% -9=0 6. ¥ +4x+3=0

2. X*=25=0 7. - +x+12=0

3. ¥—x=0 8. 2% +x—-1=0

4. 3X°+8x=0 9. 9’ +27x+14=0

5.xX-5x+6=0 10. X’ +7ax+12a°=0
@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « o « v o ¢ 4 o .

Deduccién de una ecuacién de segundo grado dadas las raices
Sean x,, x,, las raices de la ecuacién ax® + bx + ¢ = 0, entonces
X +x,==byx -x,=c
Por tanto, la ecuacion es:

X+bx+c=0— xz—(xl+xz)x+(x1 'x2)=0

EU.!EMPLOS o

£ ]| @e Determina la ecuacién de segundo grado, si las raices son: — 3, 5.

Solucién

Ejemp

Se determina x;, x,, y se sustituyen en la férmula.
x==30x,=5
x —(xl +x2)x+(xl ~x2)= 0
x*=(=3+5)x+(-3)(5)=0 se simplifica
X’ =2x-15=0
Por consiguiente, la ecuacién es: x2=2x-15=0
2 @®e-Encuentra la ecuacién de segundo grado, si las raices son: 1 — 44, 1 + 4.
Solucién
Se determina x,, x,, y se sustituyen en la férmula.
x,=1-4iox,=1+4i
x° —(xl +x2)x+(x1 -x2)=0
X =[(1-4i)+(1+4i) |x+[ (1-4i)(1+4i) ]=0

Se simplifican las operaciones 2 =2x+17=0
Finalmente, la ecuacién es: x*—2x+17=0

W N

s

ENEEE

3 ®@e-Determina la ecuacién de segundo grado, si sus raices son:

Solucién

1 2
Se sustituyen en la férmula x, = 7 S Xy = — 3
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Ecuaciones de segundo grado

)cz—(x1 +x2)x+(xl -x2)=0

XA

, 32

X+ %x % =0 se multiplica por 20
20x> +3x-2=0
Por consiguiente, la ecuacién es:
20x> +3x-2=0

EJERCICIO 130

Determina la ecuacién de segundo grado, que tiene como raices los valores dados.
1. 3,-3

-7,0

4i,—4i

4,1

N A RN

9. b,—3b
10. 2a, 5a

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »

Ecuaciones con radicales

En este tipo de ecuaciones se recomienda despejar de la expresion un radical, que se eleva al cuadrado la igualdad para que
se genere una ecuacion de primero o segundo grado; en caso de que existan dos o mds radicales, se repite lo anterior.

EuJ,EMPLOS °
TO,_ 1 ®@e-Resuelve la ecuacién vx—5—-4=0.
€ .s
K Solucién
L

Se despeja el radical y se elevan ambos miembros al cuadrado:

Ji5=4 - (Vx-5) =(4) 5x-5=16>x=16+5

x=21

? ®@e-Resuelve V3x*—4x+1=x+1.

Solucién

Se elevan ambos miembros de la igualdad:

(\/3x2—4x+1)2 =(x+1)

(continiia)
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(continuacion)
Se realizan las operaciones y se simplifican los términos

3x7 —4x+1=x"+2x+1
3x*—4x—x"-2x-1+1=0
2x—6x=0

Se obtiene una ecuacién de segundo grado y se factoriza para resolver:
2x(x-3)=0
2x=00x-3=0

x=00x=3

Por tanto, las soluciones son: x=00x=3

3 ®@e-Resuelve la siguiente ecuacion: x+3++/5x—1=4.
Solucién

Se despeja uno de los radicales,

Vx+3+J5x-1=4 = Jx+3=4-5x~-1

Se elevan al cuadrado ambos miembros,

(Ve+3) =(4=V5x—1) —x+3=16-8V5x—1+(\5x-1)
x+3=16—-8+5x—-1 +5x-1

xX+3-5x+1-16=-8+/5x-1
—4x-12=-8+/5x-1

se divide por — 4, x+3=2+5x-1

Para eliminar la raiz, de nuevo se elevan al cuadrado ambos miembros,

(x+3) =(25x-1) - X +6r+9=4(x- 1)
X 4+6x+9=20x—4
X¥—14x+13=0
x—13)x-1)=0
x—13=0 o x-1=0
x=13 o x=1

Se sustituyen los valores que se obtienen en la ecuacién dada; si la igualdad no se cumple o se obtienen radicandos
negativos, entonces la solucion no se admite.
Comprobacién
Six=13 Six=1
J13+3+./5(13)-1=4 143+ 5()-1=4
V16 +64 =4 Ja+a=4

4+8=4 2+2=4
12 #4 4=4

Por consiguiente, x = 13 no es solucion, finalmente, x = 1 s{ es solucién.

300



CAPITULO 12

Ecuaciones de segundo grado

EJERCICIO 131

Resuelve las siguientes ecuaciones:

e e 0000000

1
2
3

>

5
6
7.
8
9

Verifi

CAx-5=2 10. B+x+2x-1=3

C1=x=3 1. Jx+5-Jx-3=2
. 2x—4-3=0 12. Jx+3-8x+1=-1
Jo9-x=x-3 13. 2+4/x=16x+5
T=x+Jx-1 14. Bx+6-Jx+3=1
J2x+5-x=1 15. Vx+1=4x-3-1
2x=5+J4-x 16. V2—x+/11+x=5
X+2+x=10 17. I—x+/1+x=+2
CVAx+13+2x=1 18. Vx+x+1=3+10

ca tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « « « « o « « o « -

Sistema de ecuaciones cuadrdticas

Geométricamente este tipo de sistemas de ecuaciones se generan cuando se intersecan una recta y una curva con ecua-
cion cuadrética (circunferencia, pardbola, elipse e hipérbola) o dos ecuaciones cuadriticas; la solucién que satisface
ambas ecuaciones son los puntos de interseccion.

Procedimiento para la resolucion de un sistema de ecuaciones cuadrdticorlineal
con dos incégnitas
1. De la ecuacidn lineal se despeja una incognita.

2. El valor de la incégnita que se despejo se sustituye en la misma incégnita de la ecuacién cuadratica, y se obtiene
una ecuacién cuadrdtica con una sola incégnita.

3. Se obtienen las soluciones o raices de la ecuacidn cuadrética, posteriormente éstos se evalian en el despeje, obte-
niendo los puntos de interseccion.

Ejemplo
*+y* =10

Resuelve el sistema: {x Fy-2=0

Solucion
Se despeja de la ecuacién lineal x+y—2=0 una de las incégnitas,
x=2-y
se sustituye en la ecuacion cuadratica la incégnita despejada y se resuelve la ecuacién:

+y' =10 — (2-y)+y' =10
4-4y+y' +y' - 10=0
2y’ —4y-6=0
y'=2y-3=0
(-3 y+DH=0
y=3 o y=-1

(continiia)
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(continuacion)
Se sustituyen los valoresde y=3,y=—1en x = 2—y, se obtiene:

Siy=3,x=2-3=-1,siy=—-1, x=2-(-1)=3
Por tanto, la solucidn del sistema son los puntos:

L3)yG, -1

Procedimiento para la resolucion de un sistema de dos ecuaciones cuadrdticas

1. Las dos ecuaciones se multiplican por un nimero, de tal forma que al efectuar la suma de las ecuaciones equiva-
lentes, se elimina una de las dos incégnitas.

2. Se resuelve la ecuacion de segundo grado que se obtuvo en el punto anterior.

3. Para concluir, las raices obtenidas se evalian en alguna de las dos ecuaciones originales, para obtener los puntos
de interseccion.

Ejemplo
2 2
Resuelve el {x 2+3y7 =3l
x*—y =3
Solucion

Al aplicar el método de reduccién, se multiplica por 3 la segunda ecuacidn,

x*+3y* =31
9x*=3y"= 9
10x° =40

al resolver la ecuacion, se determina que,
x=2 o x=-2

Estos resultados se sustituyen en cualquiera de las ecuaciones dadas para encontrar el valor de y.

Six=2, y=v3x’-3=4/3(2)-3=12-3=/9=143
Six=-2, y=v3x*-3=3(2)-3=+12-3=/9=43

Finalmente, las soluciones son:

(2’ 3)’ (2’ - 3)’ (_ 2’ 3) y (_ 29 - 3)

Procedimiento para la resolucion de un sistema cuadrético mixto

1. Las dos ecuaciones se multiplican por un nimero, de tal forma que al efectuar la suma de las ecuaciones equiva-
lentes, se elimine el término independiente.

2. Del punto anterior se obtiene una ecuacién cuadrdtica con dos incdgnitas igualada a cero, la cual se factoriza.

3. Cada uno de los factores se igualan a cero y se despeja una de las dos incdgnitas, quedando una en funcién de la
otra.

4. Los despejes anteriores se sustituyen en cualquiera de las ecuaciones originales, lo que genera una ecuacién de
segundo grado con una incdgnita.

5. Se determinan las raices de la ecuacién de segundo grado y se evalian en su respectiva igualdad obtenida en el
paso 3, finalmente se obtienen los puntos de interseccion.
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Ecuaciones de segundo grado

Ejemplo
Resuelve el sistema:
2a® -3ab+b* =15
a’=2ab+b*=9
Solucién

Se elimina el término independiente,

3 (2a* - 3ab+b* =15) 6a’ —9ab+3b” =45
-5 (a*-2ab+b*=9)

-5a’ +10ab—5b* = —45

a+ ab-20"=0
La ecuacion resultante se resuelve para a:
(a+2b)(a-b)=0
a=-2b o a=b
Se sustituye en la segunda ecuacion y se resuelve para b, y se determina que,
si a=—2b, entonces (—2b)’ —2(=2b)(b)+b>=9
9> =9
b=x+1

sia=b, entonces (b)’ —2(b)(b)+b*=9
0#9

Para a = b, 1a ecuacidn es inconsistente.
Se calculan los valores de a sustituyendo b =1y b =— 1, en la relacidn,

a=-2b
Por consiguiente, las soluciones en el orden (a, b) son:

-2,1,2,-1

EJERCICIO 132

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

e —-4y=0 6 17V +wz—z"+7=0
x—y=0 Tlw=2z-1
) a+b*=9 ; b*+3a’> =57
"la+b=3 " |—a* =307 =43
; 2522 =9 . 9x2 -2y =
S lx+y=0 ot +2y* =1
4 xy=38 9 a*—b* =-28
"l 2x-y=0 ] @?+0* =36
X —xy+y' =19 a’ +ab+b* =49
5.0% 79 10. 4 .
x—y=2 a - —ab-2b"=0
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2

X + xy_fy =42 az_ab:_ibz

3a2—b2+9=0

16.
X +xy+2y =32

6m* —6mn+3n"—15=0
m2+zn2 :@
2 8

e e e e e e ccc e e

> 17.

2 1
—_p2_Z +-g>=3
317 3Pq 3q

18. < 1
w+3wz—4=0
107> =15rs=5s>=10=0

14 19.

a —3ab+b2 -5 IR I S S
3 3

ab+6a* =10
8a’ —6ab—4b*+80=0

3w +2wz+27° =18

15.
6w’ +3wz+27" =24

20.

: |
g |
s {w +2wz+z =4 sz-spmzzls
g |
| |

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o
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DESIGUALDADES
HISTORICA
=
] &
& yy
—~a¥ i‘:‘* 7 Thomas Harriot (1560-1621)
lmv-.'kv:,ﬂ ;
- I ngres6 a la Universidad de Oxford en el afio
N - 1577, cuando tenia 17 afos de edad.

Fue un excelente astrénomo y el primer inglés
que tuvo un telescopio, ademds, uno de los pri-
meros que observo y habld de las manchas solares con lo que rompié en
definitiva con la antigua concepcién de la perfeccion solar.

A lo largo de su vida escribio miles de paginas detallando sus estudios
y observaciones en campos tan diversos como la éptica, la quimica, la
balistica, la astronomia y las matemdticas. Diez afios después de su muerte
editaron su fratado sobre ecuaciones, en el que se pone de manifiesto su
destreza en la resolucion de algunas ecuaciones de tercer y cuarto grado.

En esfe tratado de dlgebra se dan algunas novedades en la nofacion. Una
de ellas es el empleo de los signos menor que y mayor que empleados en
la actualidad. Muchos matemdticos, por tanto, le han atribuido la paterni-
dad de los signos <y >.

Thomas Harriot (1560-1621)
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AlGEBRA

Definicién
Es la relacién de orden que existe entre dos cantidades y se representa con los simbolos menor que (<) y mayor

que (>).
Dada la expresién 3x — 2 < 8, donde x es una variable, su solucién es encontrar el conjunto de valores que la sa-
tisfagan, si esto ocurre recibe el nombre de conjunto solucién de la desigualdad.

Ejemplo

Verifica cudl de los siguientes elementos del conjunto {3, 2, 4, 5}, son soluciones de la desigualdad 3x — 2 < 8.

Solucién

Se sustituye cada valor en la desigualdad:

Parax=-3
3(-3)—-2<8
-9-2<8

—11<8 Desigualdad verdadera

Parax=2
32)-2<8
6-2<8

4<8 Desigualdad verdadera

Parax=4
34)-2<8
12-2<8

10<8 Desigualdad falsa

Parax=5
3(5)-2<8
15-2<8

13<8 Desigualdad falsa

En este ejemplo los valores que hicieron verdadera la desigualdad son soluciones de la expresion.

Propiedades de las desigualdades
Sean a, b, c €R.
1. Sia>byb>c,entoncesa>c

2. Sia>b,entoncesa+c>b+cya—c>b-c

b

3. Sia>byc>0,ent0ncesac>bcy£>f
c ¢

. a b

4. Sia>byc<0,entoncesac<bcy —<—
c c
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Desigualdades
Tabla de desigualdades
Desigualdad Intervalo Gréfica 1 Gréfica 2
x>a (a, ) O > S >
a oo a oo
x<a (—o0,a) _40; ;\3 _4 )
X>a [a, ) @ > [ >
a oo a oo
x<a (—o,a] _g g < j
— 5
) O - =
a<x<b (a, b) 2 5 S /b
a<x<b [a b] o ® in =
a b a b
a<x<b (a b] ca z a( :{b
® ~ L a
as<x<b [a, b) h X aj_ jb
— o< X< o (—oo, oo) 4 . }
— 0o 0 oo

Nota: (a, b) es un intervalo abierto, [a, b] es cerrado y (a, b] o [a, b) semiabierto o semicerrado.

Desigualdad lineal con una variable

Para determinar el conjunto solucién de una desigualdad, se procede de la misma manera como en una ecuacién
lineal: se despeja la variable y se toman en consideracidn las propiedades de las desigualdades.

E.’J,EMPLOS .
%_ ] @e-Resuelve la desigualdad 6x — 10 > 3x + 5.
£ os
o Solucién
(")

Al despejar x se agrupan todos los términos que contengan la variable en uno de sus miembros, y los términos inde-
pendientes en el otro, finalmente, se simplifica.

6x—10>3x+5 - 6x—-3x>5+10
3x>15 se divide por 3
15
x>—
3
Por la propiedad 3, el sentido de la desigualdad no cambia x>5

La desigualdad x > 5, tiene la forma x > a de la tabla, por tanto, el intervalo que representa el conjunto solucién
es (5, o), y su representacion grafica es:

w Q

>
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2 ®e-Determina el intervalo y grafica el conjunto solucién de la desigualdad: 2x — 6 + 3x > 8x + 21.

Solucion
2x—6+3x=8x+21 - 2x+3x—-8x=221+6
-3x=27
Por la propiedad 4, el sentido del signo de la desigualdad cambia
x< 27
x<-9

La desigualdad x < — 9, tiene la forma x < a de la tabla, por tanto, el intervalo que representa el conjunto solucién
es (—oo, — 9 ]y su representacion grafica es:

< ®

— oo _9

2x—

. . . 3
3 ®@e-Determina el conjunto solucién de 3 < <7.
Solucién

Se multiplica la desigualdad por 5, para eliminar el denominador.

3< 2x5—3<7 = BA)O)<2x-3<(NB) » 15<2x-3<35 - 15+3<2x<35+3
Se suma 3 a cada extremo de la desigualdad 18 <2x < 38
Se divide entre 2 todos los miembros % < 2—; < %
Por la propiedad 2, el signo de la desigualdad no cambia 9<x<19

La desigualdad tiene la forma a < x < b, por tanto, el intervalo solucién es [9, 19) y la gréfica es:

® O
9 19
. . - L . 2-3x
4 ®e-;Cuil es el intervalo solucién para la siguiente desigualdad 4 > >-27
Solucion:
4> 2-3x

>2 > D DH>2-3x>-2)(7) - 28>2-3x>-14
Se resta 2 a cada miembro 28—-2>-3x>-14-2
26>—-3x>-16

2 -1
Se divide entre — 3 y se cambia el sentido de la desigualdad 26 <x< -16

La desigualdad tiene la forma a < x < b, por consiguiente, el intervalo solucién es:
-35)
3’3
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5 @e-Determina el conjunto solucién de (5x + 2)* — 2x > (5x — 4)(5x + 4).
Solucién
Se desarrollan las operaciones indicadas.

Gx+2-2x>Gx—4) (5x+4) > 25X +20x+4—2x>25x" - 16

Se agrupan los términos y se simplifican 25x" +20x — 2x — 25x° > - 16 — 4
Se divide entre 18 y se simplifica 18x>-20
-2
Por la propiedad 3, el signo no cambia x> 1—80
. . . 10
Por la propiedad 3, el signo no cambia x> Y

. . ., . 10
Finalmente, resulta que el conjunto solucién es el intervalo —E,oo

EJERCICIO 133

Determina el conjunto solucién de las siguientes desigualdades:

1. 12x—-4>7x+11 21. ix—g>§x—i
6 5 4 10

5—x_x—17 2x Tx-3

e e 000000000000 00

2. 3x+9>7x-3 22. ——
2 4 3 12
3. 2x—5<x-9 23. —7<4x+1<13
4. 4x-2212x+6 24, —6<2x-3<4
. 5. 2x—1>27+6x 25. -8<3x+1<-2
: 6. x—9<8x-1 26. —10<x—-1<-2
7. 2x—4+6x<10x—-7 27. —11<3x-2<7
8 3x+7-2x>4x—-3+2x 28. —15<x+8<-2
9. 0.6x+3.4<84+0.1x 29. —=5<3x+1<13
10. 4(x—-3)-8<5—-x 30. 8—x<5x+32<x+36
11. 16x+(5-x)>30 31. —100<0.1x< 10
12. Bx+1)(x—=7)=22x-3)4x+5) 32. ¥ +2<xX+5x<x+3
13, x(x+12)> (x—4) 33. —1<5;xs7
2x-3
14. (4x+ 1D)2x—-2)>8x(x+5) 34, —-6< 1 <2
15 2715 35, 322
3 5
16 —5— "4 11-3y 36. —552'63xsz
17 Yol =2 37. 2<% 6
2 5
18. l+le§x—i 38. 06— Ex <9
3 2 6 3 2
1 1 1
19. —x—-4<-9——x 39. 4<x-—-<9
2 3 2
20, -8c5042 g0, Lol 1
37 3 3 5 9
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ o o o o o o o »
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Desigualdad cuadrdtica con una variable

Método por casos

Para encontrar el conjunto solucidn, se factoriza la expresién cuadrdtica, la expresién que se obtiene se divide en casos,

a los que se hace un andlisis de signos, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo

Determina el conjunto solucién de la desigualdad x* +x — 6 < 0.

Solucién

Se factoriza la desigualdad y se analizan sus factores:

(x+3)(x=2)<0

El producto de los binomios es negativo, entonces existen 2 casos:

Caso 1
x—2<0 y x+3>0

Caso I1
x+3<0 y x-2>0

El conjunto solucién de cada caso resulta de la interseccién de los intervalos que se obtienen al resolver las des-

igualdades que dan origen a cada caso.

Solucién del caso I
x=2<0 y x+3>0
x<2 y x>-3

(-2 (-3)

Solucion del caso 11
x+3<0 y x-2>0
x<-3y x>2

(~e-3)n(2:)

(3eo)(==2) = (=32)
La unién de los intervalos es el conjunto solucién de la desigualdad.
(=3.2)up=(-3,2)

Para concluir, el conjunto solucién es el intervalo: (—3,2)

Método por infervalos

Se factoriza la expresion cuadrética, después se buscan valores que hagan cero a cada factor, entonces los valores se
indican en la recta numérica y se forman los intervalos a analizar.

Ejemplo

Resuelve la desigualdad x> — 5x — 6 > 0.
Solucién

Se factoriza la expresion cuadratica.

x-6)(x+1)>0

El conjunto solucién son los valores que hacen el producto positivo.
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Se buscan los valores que hacen cero a cada factor.

x—-6=0 x+1=0

x=6 ¥ x=-1
Los valores son 6 y — 1, se localizan en la recta numérica y se forman los intervalos.
—oo, — 1 -1,6 6,
— e e
— oo 2-1012 3456 7 o

De cada intervalo se toma un valor cualquiera, el cual se sustituye en los factores para determinar los signos de
éstos. Posteriormente, se multiplican los signos para tomar como solucién el intervalo o los intervalos que cumplen
con la desigualdad dada.

Para el intervalo (= oo, —1)
Se toma el valor de x = — 4 y se sustituye en cada factor:
-4-6)(-4+1)=(-10)(=3)=30
El producto es positivo (=) (—) =+
Para el intervalo (-1, 6)
Se toma el valor de x = 0 y se sustituye en los factores:
0-6)O0+1)=-6)(1)=-6
El producto es negativo (—) (+) =—
Para el intervalo (6, o)
Se toma el valor de x = 7 y se sustituye en cada factor:
T-60T+1)=1)(@8)=8
El producto es positivo (+) (+) =+
El intervalo solucién es la unién de los intervalos donde el producto es positivo, es decir,

(o0, = 1)U (6, )

Otra forma de resolver una desigualdad cuadritica mediante intervalos, es construir una tabla que indique los signos
resultantes de cada factor y el signo resulta del producto de dichos factores.

Ejemplo
Resuelve la desigualdad x* — 25 > 0.
Solucion

Se factoriza la expresion cuadratica.

X¥—-2520
x+5x=-5=20

Se buscan los valores que hacen cero a cada factor.

x+5=0 x-5=0
x=-5 x=5
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Los valores que hacen cero al producto son x =5 y x =— 5, entonces los intervalos que se forman son:

(_:’_5]‘ — I[I_S,IS]I —t—t lE:)
-5

— o0 -3 0 1 3 5 0
Tabla de signos
Intervalo [5, o)
parax =6
Signode x-5 =6=8==11 0=5== 6-5=+1
Signo de x+ 5 — 6+ 5=—1 0+5=+5 6+5=+11
Signo del producto (x — 5) (x + 5) (=)=)=+ (=)+)=- (+)+)=+

El conjunto solucién son los valores que hacen el producto positivo o cero.
Por tanto, el conjunto solucién es (— oo, — 5] U [5, o)

Ejemplo

Resuelve la siguiente desigualdad: 6x” < 7x + 3.

Solucién

Se acomodan los términos en uno de los miembros y se factoriza la expresion cuadratica.
6 <7x+3 = 6xX-7x-3<0

2x-=3)3x+1)<0

2x-3=0 3x+1=0
3 1
X=— X=——
2

3
Intervalo 3 (E' oo)
Parax = 2
Signo de 2x -3 = = +
Signo de 3x+ 1 = + +
Signo del producto (2x—-3) (3x+ 1) (=)N=-)=+ (=)+)=- (+)(+)=+

b}

. . 13
El producto es menor que cero, entonces el intervalo solucién es ~33

312



CAPTUIO 13

Ejemplos

Método grafico

Desigualdades

En las siguientes graficas la parte sombreada representa al conjunto solucion de las diferentes desigualdades cuadrdticas,
la linea continua representa un intervalo cerrado y la linea discontinua o punteada indica que el intervalo solucidn es
abierto, éste se determina al encontrar las raices de la ecuacion de segundo grado.

figura 1

| X1 0 X2

ax*+bx+c20 — (— oo,x,]u[xz,oo)

a>

figura 3

\ a>0 / R
|X] RY ©

2

ax’ +bx+c<0 — [xl,xz]

figura 5

X X
7 o T

ax’ +bx+c=0 — [xl,xz]

figura 7

|x1 %
a<0

ax* +bx+c<0 > (— oo,x,]u[xz,co)

figura 2

X1 ©

’
Na>0-+
’
A ’

~_-

ax>+bx+c>0 — (— oo,x,)u(xz,oo)

figura 4

ax’ +bx+c<0 — (xl,xz)

figura 6

ax’ +bx+c>0 — (xl,xz)

figura 8

x1,' ‘X
1

'

' a<0 \

ax’ +bx+c<0 — (— oo,xl)u(xz,oo)

. . o 2
Los valores de x, y x, son las raices de la ecuacién cuadrdtica ax™ +bx+c=0 con x,<x,

Solucién

] ®@e-Determina por método grafico el conjunto solucién de la desigualdad x* +2x—8>0.

Se determinan las raices de la ecuacién x* +2x— 8 = 0, por cualquier método, por ejemplo factorizacién.

(x+4)(x—2)=0

(continiia)
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(continuacion)
Después, cada factor se iguala a cero y se obtienen las raices:
x+4=0 5> x=—4yx-2=0 - x=2
Por tanto, las raices son: x;, = -4, x,= 2, yaque x, < x,
La desigualdad tiene la forma ax” + bx + ¢ = 0 de la figura 1, con a positivo; la férmula que representa el conjunto
solucion es: (— o0, X, ]U[ xz,oo)

Finalmente, el conjunto solucién es: (—oo,—4]U[2,0)

2 ®@e-Resuelve por método grafico la desigualdad —3x> >2x—1.
p g g

Solucién

Se acomodan los términos, —3x> —2x+1>0, se determinan las raices de la ecuacién —3x* —2x+1=0, las cuales son:
1
x==1x==

3
la desigualdad tiene la forma: ax* + bx + ¢ >0

. . 1
De la figura 6 con a negativo, entonces el intervalo es: ( X, X, ) ,conx, =—1yx,= 3
Por tanto, el intervalo de solucién es:

EJERCICIO 134

Determina el conjunto solucién de las siguientes desigualdades por cualquier método.
. =xX+9>0
L 16-x 20
. 25-x <0

e o 0000000000
—

. X =36>0

L x=3x20

2

3

4

5

6. — X +5x<0
7. =2 +8x<0

8. xX—x—-20>0

9. 2’ -5x-3<0

10. 6x*—=7x-3<0

11 ¥ +3x+6>-2x+2

12. 2x+5)(2x—-3)=>23x—-12
13. Bx—-2)(x+5)<14x-38
4. x=3)2x+1)=0

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ o o o o o o o »
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Desigualdades

Desigualdad racional

En este tipo de desigualdades se analiza el signo del numerador y del denominador, para obtener el signo del cociente,
segln sea la desigualdad dada.

—
[ ]
e

2
Resuelve la desigualdad <0.
3x—6

Solucién

En el primer miembro el numerador es positivo, entonces para que la division sea negativa, como lo indica la desigual-
dad, es necesario que el denominador sea negativo, es decir:

3x-6<0 - x<2

Por tanto, el intervalo solucion es (— oo, 2 )

2 ®e-Resuelve la desigualdad 5 4 5 >0.

e
Solucién

En el primer miembro el numerador es positivo, entonces para que la divisién sea positiva es necesario que el deno-
minador sea positivo, es decir:

S5x=2>0 — x>§

- . . 2
Por consiguiente, el intervalo solucién es g,oo

Ejemplos

Método por casos

La desigualdad dada se transforma a otra, la cual se compara con cero y se analizan los signos del cociente.

—
[ ]
e

Determina el conjunto solucién de >2.

x+1
Solucién

Se agrupan los términos en un miembro de la desigualdad y se realizan las operaciones indicadas:

“2(x41 2y —x-
X _gag o MR, x2em2 0 oxm2 0 x42 0,
x+1 x+1 x+1 x+1 x+1

Al aplicar la propiedad 4 de las desigualdades, la nueva desigualdad a resolver es:

x+2 <0
x+1

En un cociente el denominador debe ser distinto de cero, entonces éste representa un intervalo abierto; en este
ejemplo el cociente es menor o igual a cero, entonces existen 2 casos.

Caso1 Caso I1
x+1<0 x+1>0
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Solucion del caso I

x+2 <0 La solucion es la interseccion de los intervalos.

X+l x+1<0 = x<-1 = (—oo,—1)

Six + 1 <0, entonces, por la propiedad 4, al multiplicar

ol : . x4220 - x2-2 - [-2,)
por (x + 1) se invierte el signo de la desigualdad.

(=eo=1)n[-2.)

(x+21)(x+1)20(x+1) .

X+
——)
x+220

v

Solucién del caso IT

x+2 <0 La solucion es la interseccion de los intervalos.
x+1"

14150 > x>-1 - (-lLeo)

Six+ 1> 0, entonces por la propiedad 3, no se invierte el
signo de la desigualdad al multiplicar por (x + 1).

(x+21)(x+1)SO(x+l)

X+

x+2€0 - x$-2 - (—ow,-2]

(b )r(-on-2]

y 3
v

x+2<0 } ——

— oo -2 -1 0 1 2 oo

® O
1 1
I I

(c==2]n (1) =

El intervalo de soluciones es la unién de los intervalos resultantes en cada caso.
[-2.-1)ug=[-2,-1)

Finalmente, la solucién de la desigualdad es: [ —2,—1)

. . 1 2
2 ®@e-Resuelve la siguiente desigualdad —— > ——

2—-x x+1
Solucion
De acuerdo con la desigualdad, existen 4 casos, los cuales se indican de la siguiente forma:
Casol
2-x>0y x+1>0

Caso I1
2-x>0y x+1<0

Caso III
2-x<0y x+1>0

Caso IV
2-x<0y x+1<0
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Solucioén del caso I

Si 2-x>0 — x<2 o (-,2)
Si x+1>0 — x>-1 — (~1,%)

Se multiplica la desigualdad por el producto (2 —x) (x + 1),

el cual es positivo, entonces, el sentido de la desigualdad
no cambia de direccion.

1

—X

2
?(2—)6')()6"'1)
1(x+1)22(2-x)

x+124-2x
x+2x24-1 — 3x23

x21 > [1e)

(2—x)(x+1)2

X

La solucién del primer caso es la interseccién de los 3
intervalos.

(-Leo) N [Leo) N (—0,2)

G——
O >
——)
| 1 1 | | 1
1 1 1 1 1 1
- -1 0 1 2 oo

La solucion es:

(0, 2) A (F12) A [Le)

Solucion del caso IT

Si2—x>0 — x<2 - (-,2)
Si x+1<0 — x<-1 o (—eo,-1)

Se multiplica la desigualdad por el producto (2 —x) (x + 1),

el cual es negativo, entonces el sentido de la desigualdad
cambia de direccion.

(z_x)(xﬂ)gil(z_x)(m)

2—x X+

1(x+1)£ 2( 2—x)
x+1<4-2x

x+2x<4-1 — 3x<3

X<l = (—oo,1]

La solucién del segundo caso es la interseccion de los
3 intervalos.

(=o0,=1) N (=o,1] N (—o0,2)

Solucién del caso IIT

Si2—x<0 — x>2 — (2,)

cambia de direccion.

xSl o (=01

La solucién del tercer caso es la interseccion de los 3

intervalos
Si x+1>0 = x>-1 = (~1,%)
. . (2.02) A (=Leo) A (=]
Se multiplica la desigualdad por el producto (2 —x) (x + 1),
el cual es negativo, entonces el sentido de la desigualdad ——

[o, >
_

L (2o (vt1) €2 (2-2)(x+1) I
2—x Tx+l — oo -1 0 1 2 oo

1(x+1)£2(2—x) La solucion es:
x+1<4-2x
x42x<4-1 (2.00) A (~Leo) A (=oo1]=0
3x<3
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Solucion del caso IV

Si2—x<0 — x>2 — ( 2,00 ) La solucién del cuarto caso es la interseccion de los 3

intervalos
Si x+1<0 — x<—1 — (—oo,—1)

Se multiplica la desigualdad por el producto (2 —x) (x + 1),

el cual es positivo, entonces el sentido de la desigualdad G——)
no cambia de direccion. GO
O—,
1 2 | 1 | | l 1
—(2=x)(x+1)2——(2-x)(x+1) rrrror
2-x x+1 — 2 -1 0 1 2 oo
1(x+1)22(2—x) La solucién es:
x+1=24-2x
x+2x24-1 (2.0) N (=o0,—=1) N [Leo) =¢
3x23

xzl - [L)

La union de los intervalos es la solucién de la desigualdad.

(—eo—=1) U [L2) UPpUP= (—=o,-1) U [L2)

Ejemplos

Método por infervalos

Consiste en encontrar los valores que hagan cero al numerador y al denominador, para determinar los intervalos y
realizar el andlisis de signos, como se ilustra en los siguientes ejemplos.

1

1 @e-Resuelve < )
2x+3 x-2

Solucién

Se agrupan los términos en un miembro de la desigualdad y se realiza la operacién indicada.

3 1 3 1 3(x-2)-(2x+3) 3x—6-2x-3

< - - <0 » ————F——-— —_—

2x+3 x-2 2x+3 x-2 (2x+3)(x-2) (2x+3)(x-2)
x-9 <0

(2x+3)(x-2)

Se determinan aquellos valores que hacen cero al numerador y al denominador, para obtener los posibles intervalos
que daran el conjunto solucién.

x-9=0 - x=9 5 2x+3=0—>x=—§ 5 x=2=0 > x=2

. . . 3 . .
El denominador debe de ser diferente de cero, por consiguiente, para x:—E y x=2, los intervalos son abiertos y

para x =9, es cerrado, entonces los intervalos que se van a analizar son:

) (—3,2) (2,9 ] [9,50)
l: :2: £ ———t—t— l —
2 6 9

oo
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Tabla de signos
Intervalo

Signo de x—9 - - - +
Signo de 2x + 3 - + + +
Signo de x— 2 = = + +

. x=9 (=) (=) (=) (+)
S de —8M8M— —_— = =— =

910 % 2x+ 3x-2) =X o e +)X(+) EaEIl

Si x99 <0, entonces el intervalo solucién de la desigualdad es (—oo, - E) U (2,9]
(2x+3)(x-2) 2

(3-x)(x*+2)

2 ®@e-Resuelve la desigualdad m =0

Solucién

Se buscan los valores que hacen cero los factores, con estos valores se construyen los intervalos que dan origen al
conjunto solucién de la desigualdad.

Para el factor (x + 2), Para el factor (3 — x), 3—x=0—x=3

X 4+2=0-x"=-2—x=/-2 Para el factor (x — 5), x—5=0—x=5

La raiz es imaginaria, esto significa que el factor siempre | pa1 o] factor (x+3), x+3=0—>x=-3

tendrd un valor positivo.

Luego, el denominador debe ser distinto de cero, entonces para x =5y x = — 3, los intervalos son abiertos y para
x =3, el intervalo es cerrado.

4(_00’_13)& i (_13,13] — l[3,15)$—|—>(5’°°)

Se construye la tabla, no se toma en cuenta el factor (x* + 2), ya que es positivo en todos los valores de x, y no
afecta al signo del cociente.

Intervalo
Signo de 3 — x + L — _
Signo de x—5 - = - +
Signo de x+ 3 - + + +
Signo de B +2) (+) _+_ | )+ =) - =) -
(x=5)(x+3) (=)X=) + (=)+) - (=)+) - (+£)(+) +

Finalmente, la solucién de la desigualdad es: (— o, —3) U [3, 5)
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EJERCICIO 135

: Determina el conjunto solucién de las siguientes desigualdades.
: T(x+4
S T B 6. 2*0 g i, lerd)
. 4x-3 2x—4 (x=1)(x+2)
° 2
. _ 2x—
S Y 7. o 1, =3 (2x3)
2x=5 x—3 (x+2)(x—4)
- 4—x)(x+3)°
3. 272 <o g > 5 2 ;3. Wo0lerd)
2x-5 x+1 x-3 (x+6)(x—1)
4. 6 >0 9. 4 < 2
(x—2) 3x+1 x—-4
5. > >0 10. 3 < !
6-2x x+2 x-2
0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ ¢ o o o o o

Desigualdad que tiene la expresién (x - a) (x - b) (x - ¢)...

Una forma préctica para determinar el conjunto solucidn, es construir una tabla con los intervalos que se forman al
encontrar los valores que hacen cero a cada factor, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo

Resuelve la desigualdad (x—2)(x—4)(x+2)20.

Solucién

Se determinan los valores que hacen cero a cada factor para formar los intervalos.

Parax—-2=0 - x=2 5 Parax-4=0 - x=4 5 Parax+2=0 - x=-2

4(_00’12]' } l[_lz’?] } l[z’l4]l—l—>[4’°°)
4 -2 0

T
— oo —

2 4 oo
Tabla de signos
Intervalo (—o0, —2] [-2, 2] [2, 4] [4, o)
Signo de x— 2 = - + +
Signo de x— 4 = - - +
Signo de x + 2 = + + +
Signo de (x — 2)(x — 4)(x + 2) (=)N=)-)=~ (=)N=)+)=+ (+)N=)+)=~ (+)N+)+)=+

La desigualdad indica que el producto es positivo, entonces se toman los intervalos cuyo producto es positivo, es
decir, [— 2,2] y [4,oo) , luego, la unién de estos intervalos es el conjunto solucién.

Finalmente, la solucién de la desigualdad es: [— 2,2] ] [ 4,00 )
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EJERCICIO 136

—

Ejemplos

Determina el conjunto solucién de las siguientes desigualdades.
. (x+2)(x—-4)R2-x)(x+1)=20
2. X +2x—4x-82>0
3. ¥ +27-x-2<0
4, ¥ -12x+16<0
5. X >9x
6. x'—11x’ - 18x—8>0

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ « o

Desigualdades con valor absoluto

Desigualdades

El conjunto solucién de una desigualdad que involucra valor absoluto, estd dado por las siguientes propiedades:

Seana,beRyb>0

1. |a|<b seexpresa como: 3. | a|> b se expresa como:
—b<a<bobiena>—-bya<b

2. |a|< b seexpresa como: 4. | a| = b se expresa como:
—b<a<bobiena=2-bya<b

@9 Determina el conjunto solucién de |x + 1| < 7.

Solucién

La desigualdad |x + 1] < 7, tiene la forma de la propiedad 1, entonces:

—a>boa>bobiena<—boa>b

—a2boa=2bobiena—-boa=b

—T<x+1<7
O bien:
-T7<x+1 x +1<7 -8<x<6
—7-1<x x<7-1 O O
-8<x x<6 -8 6
Por consiguiente, el conjunto solucién es el intervalo (-8, 6 )
@®e-Encuentra el conjunto solucién de 12x — 11> 7.
Solucién
La desigualdad |2x — 1| > 7 tiene la forma de la propiedad 4, entonces:
-2x-1)=27 2x—-127 -32x24
-2x+127 2x>27+1 < 9 L >
-2x27-1 2x=>8 —o =3 4 oo
xéi x2§
-2
x<-3 x>4

Por tanto, el conjunto solucién es el intervalo (= oo, — 3] U [4,00)
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Casos especiales de desigualdades con valor absoluto

En este tipo de desigualdades se aplican las propiedades anteriores, para obtener dos desigualdades lineales; el conjunto

solucién de la desigualdad es la unién o interseccion de los intervalos solucién de cada desigualdad obtenida.

v
—g_ ] ®@e-Determina el conjunto solucién de la desigualdad |x — 2| = 3x + 1.
£ .z
9 Solucién
(i)
La desigualdad |x — 2| = 3x + 1 tiene la forma de la férmula 4, entonces se representa como:
. . . 3 1
Primera desigualdad Segunda desigualdad —52 X SZ
—(x=2)23x+1 x—2203x+1) 3
—x+223x+1 x—223x+1 x<— 0 x<—=
4 2
-3x—-x=2-2+1 x—=3x21+2 " °
-1 3 L1 1 Ll 1
< — <= | L 1 |
- -2 -2 _3 -1 01 1
- 2 4
xSl xS—g
4 2
Finalmente, las soluciones de cada desigualdad son:
1 1
X<— - (—w,f] ; xS—g JEEN (—oo,—é]
4 4 2 2

Se determina la unién de los intervalos:

-1
? ®@e-Resuelve la desigualdad ‘—x >4,
x+2

Solucion
La desigualdad tiene la forma de la propiedad 3, entonces se tienen las siguientes desigualdades.

g0 x_1)>4
x+2 x+2

-1
La desigualdad x+ >4, se transforma a:
x
=Ly 40 5 2220
x+2 x+2 x+2
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Al aplicar el procedimiento para resolver una desigualdad racional, por el método de intervalos, los valores que hacen
cero al numerador y al denominador son x =— 3 y x = — 2, respectivamente, el denominador debe ser distinto de cero;
entonces el intervalo es abierto, lo mismo para el numerador ya que la desigualdad es estrictamente mayor que cero, por
tanto los intervalos que se forman son:

(—oo,—3)’(—3’—2),(—2’oo)

Tabla de signos
Intervalo
Signo de —3x—-9 + - -
Signo de x + 2 = - +
. 3x-9 + - -
Signo de 12 —=- —=+ —=-
x—1

El conjunto solucion para la desigualdad > >4 es: (—3,-2),de manera similar, se obtiene el conjunto solucién

X+

de la desigualdad —(%) >4 , dando como solucion el intervalo (—2,—%); la unién de las soluciones obtenidas da
X

origen al conjunto solucién de la desigualdad original, por consiguiente la solucién es:

7
(=3,-2)v (—2,—g)

3 @e-Resuelve la desigualdad |x + 1| = |1 — 2x].

Soluciéon

Una forma de resolver el ejercicio es elevar al cuadrado ambos miembros,

(Ix+11° 2(1-2x1)" = (x+1)72(1-2x)
XA 2x+121—4x+4x°
021 —4dx+4x"—xX*—2x—1

0>3x"— 6x
o bien, 3x* —6x<0
factorizar, 3x(x—2)<0

Los valores con factores iguales a cero son: x =0y x =2, por consiguiente, los intervalos se definen como: (— oo, 0],

[0,.21y[2. %)
Tabla de signos
Intervalo
Signo de 3x _ + +
Signo de x— 2 _ _ +
g e 2= 2] (-)-)=+ (+)(-)=— (+)(+)=+

El intervalo de soluciénes [ 0, 2 ]
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EJERCICIO 137

Ejemplos

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

—

Determina el conjunto solucién de las siguientes desigualdades:

1. x|27 10. éx—lﬁl
4 2| 8
2. Xl <7 I1. |x—11<2x
3. kx—=5|>4 12. 2x+3|=2x+3
4. 15x-3|<12 13. 2-2x|<x—4
x+1
5. 18-2x>2 14. <1
x=2
+4
6. [7x—1]<0 15. =52
X
7. 2x—-1]1<19 16. x| <x—1]
3
8. 6—Zx >9 17. 13x —4]> |x + 4|
5
9. 2(x=10)/<10
4
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ o « o

Gréfica de una desigualdad lineal con dos variables

Una desigualdad lineal que tiene la forma:
a) y<mx+bno incluye a la recta ¢) y>mx+ b no incluye a la recta
b) y<mx+ b incluye a la recta d) y=mx+ b incluye a la recta

En una desigualdad lineal de dos variables, el conjunto solucién es la region que se forma por el conjunto de todos
los pares ordenados (x, y) que satisfacen la desigualdad.

Determina la gréfica del conjunto solucién de y > — 2.

Solucion Grifica
Primero, se grafica larectay =— 2, con una linea punteada, Ya
ya que el signo de la desigualdad representa un intervalo 3
abierto.

2

Luego se sombrea la regiéon que contiene a todos los
puntos de ordenada estrictamente mayores que — 2, en este

caso son todos los puntos que se encuentran por arriba de < >
la recta punteada. -4-3 -2-1 (01 2 3 4 X
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2 oo

Encuentra la region del conjunto solucién de x < 5.

Solucién

Se grafica larecta x = 5, el signo de la desigualdad indica
que la linea es continua.

El conjunto solucién son los puntos del plano cuyas
abscisas son menores o iguales a 5.

Determina la gréfica del conjunto solucién de y > x + 2.

Solucién

Se grafica y = x + 2; ésta se representa con una recta
punteada, ya que el signo representa intervalo abierto, la
recta divide al plano cartesiano en 2 planos.

Para determinar la region solucién del sistema, se
sustituye un punto perteneciente a una de las regiones y
se verifica que cumpla con la desigualdad. Por ejemplo,
el punto: (- 1, 4)

y>x+2
4>-1+2
4>1

El punto si satisface la desigualdad.

La region que es la solucion de la desigualdad, es el
conjunto de puntos que estdn en la region por arriba de
la recta punteada, es decir, el conjunto de puntos que se
encuentran en el plano I.

Por el contrario, si el punto elegido no satisface la
desigualdad, la regién que representa el conjunto solucién
serd el plano contrario al punto.

Desigualdades
Grafica
Y,
3
x<5
2
1
2 -1 01 2 3 4 5 X
-1
v
Grafica
YA /’
Ve
3 Ve
Plano I /7
2 /
/]
//1 Plano II
/7
<+— /,/ + + + +—
-3,-2 -1 01 2 3 X
7 -1
7/
7 -2
v
Grafica
YA
4
4 7/ 7
-1,4)° /
Ve
3 Ve
//
2
Vg
Ve
7 1
7/
< ‘— —>
34 -1 01 2 3 X
// 1
// i
-2
v
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EJERCICIO 138

. Grafica las siguientes desigualdades lineales:
1. y>6 4. y<3 7. x<-3 10. 3x—-2y<0
2. y<-=5 5. x>4 8. x=4 11. x+y<1
3. y24 6. x<-3 9. 2x—y>3 12. %+§21
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ ¢ o o o o «

Sistema de desigualdades lineales con dos variables

El conjunto solucién de un sistema de desigualdades es la interseccién de las regiones solucién de cada desigualdad
lineal.

—
]
o

. . . > 2
Representa graficamente el conjunto solucién del sistema {y <r
x<—

Solucién

Ejemplos

Se encuentra la regién solucién de cada desigualdad. La solucién es el conjunto de todos los puntos que se encuentren
en la interseccion de las regiones.

Yy x<-1 Ya
4 4
3 3
**************** N I I a
1 1
432 -1]0] 1234 x 432 |ol1 23 4 x
v v

x<-1

yzx-2

2 ®e-Determina grificamente el conjunto solucién del sistema .
x+y-1<0

Solucién Grifica

El sistema tiene la forma:
y=2x-2 x+y—-1<0 4
\\
y<l-—-x N
PN

Se grafica larecta y =x — 2, con linea continua ya que
AN >
>¢§/1<2 345X
N
N

7

»—/N S

el signo de la desigualdad indica intervalo cerrado; luego,

se grafica larectay =1 —x, con una linea punteada, ya que
el signo de la desigualdad indica intervalo abierto.

Se grafica la region solucién de cada desigualdad y
la interseccién de las regiones son todos los puntos que
satisfacen el conjunto solucién del sistema.
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Desigualdades

Finalmente, la grafica que representa a la region que contiene el conjunto de todos los pares ordenados es:

Grifica

AN AY

' s

3 x+y-1<0

EJERCICIO 139

e e o000 00

Determina la regién que es solucién de los siguientes sistemas:

L2 6 [2x—3y>9
o x<3 " ly<3x-10
. y<-3 2x+y<1
2 {x<4 7 {x—y>2
—-2<x<2 3 x+2y>0
y=1 T |lx—3y<0
—-1<y<4 9 X<y
0<x<3 T lx+y<1
x+y>3 y<x—4
> {x—ySl 10. {ySl—x
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »
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CAPTUIO 14
LOGARITMOS
HISTO
O
1=
(1]
3
oz
B N John Napier
“ili-'.w-.,u‘;,ﬂ N | trmino logaritmo lo acuiié el matema-
- fico escocés John Napier, a partir de los
O — términos griegos légos (razén) y arithmds

S

(ntmero) para designar a la correspondencia,
que habia descubierto, entre los términos de
una progresién aritmética y otra geométrica. Al principio los llamé “nimeros
artificiales”, pero luego cambié de opinién.

Al logaritmo que tiene por base el nimero e se le llama, en su honor, ne-
periano.

Pero fue el inglés Henry Briggs, un amigo de Napier, quien comenzé a
usar los logaritmos con base 10. Briggs escribié acerca de su nuevo des-
cubrimiento: “Los logaritmos son nimeros que se descubrieron para facilitar
la solucion de los problemas aritméticos y geométricos, con su empleo se
evitan todas las complejas multiplicaciones y divisiones, y se fransforman
en algo completamente simple, a través de la sustitucion de la multiplica-
cion por la adicién y la division por la substraccién. Ademés, el céleulo de
las raices también se realiza con gran facilidad”.

John Napier (1550-1617)
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AlGEBRA

Definicién
Ellog, N = a, es el exponente a, al que se eleva la base b para obtener el argumento N.
log, N=a & N=Db"

Con Ny b niimeros reales positivos y b diferente de 1

E"J,EMPLOS o
%_ ] ®@e-Emplea la definicién de logaritmo para transformar las siguientes expresiones a su forma exponencial:
£
.:_j. Forma logaritmica Forma exponencial
1. log,243=5 243=3’
6
1 1 1 )
2. log —=6 — ==
®i4 64 (2
3. log l=—3 2’3=l
2 8 8
1y 1
log L 3 (7) =—
é 27 3 27

2 ®e-Transforma las siguientes expresiones exponenciales en expresiones logaritmicas:

Forma exponencial Forma logaritmica
LoN=(2) log ;N =3

1 1
2. —=57 log,—=-3

125 125

4

3. (V5) =25 log - 25 =4
4. x"=y log . y=p

EJERCICIO 140

Convierte a su forma exponencial los siguientes logaritmos:

. 1 1
D 1 log,8=3 4. logg—=-2 7. log, N6 =~
: g, g6 36 L. 2
: 2. log, 16=4 5. log ;9=4 8. log,(x—1)=2
3. log,81=4 6. log,343=x 9. log, 625=4
Transforma a su forma logaritmica las siguientes expresiones:
2 1 2 "
13. 17"=a 16. —=N 19. 2" =256
16
A
14. 625=5* 17. (*) =— 20. (x-2)’=8
3 9
1
15. 643 =4 18. (x+3)=2* 21. x"=z2
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente« « ¢ ¢ o o o o o o »
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11.
12.

22.

23.

24.

. log,_,, 128 =7

log,, 243 =35
log,, ,,256=38

5%=125

441 = (3x + 2y
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Logaritmos

Aplicacion de la definicién de logaritmo

En los siguientes ejemplos se aplica la definicion de logaritmo para encontrar el valor de la incégnita.

EVJ,EMPLOS *
—g_ ] ®@e-Encuentra el valor de a en la expresién: log, 216 = 3.
£ .
.0 Solucion
i

Se escribe el logaritmo en su forma exponencial y se despeja la incégnita:
log216=3 — 216=d’ — Y216 =a — 6=a

Por consiguiente, el resultado es: a =6

? ®@e-Encuentra el valor de m en log L, m= 3.

Solucién

Se transforma a su forma exponencial la expresién y se desarrolla el exponente:
3 2
log m=3 - m=(\/§) =(\/§) 2=212

Por tanto, el resultado es: m = 242

3 ®@e-Determina el valor de x en la expresion: log, % =X.

Soluciéon

La expresion se transforma a la forma exponencial.

1 1
log,——=x - 3=
©729 729

El niimero 729 se descompone en factores primos y la ecuacion se expresa como:

De la dltima igualdad se obtiene: x=—6

EJERCICIO 141

Encuentra el valor de las incégnitas en las siguientes expresiones:

e o000 0

2 1 1
1. log,25=2 6. log,49=— 11. log,,w=— 16. log,,—=a
3 3 4
1
2. log, 64=3 7. log,x=4 12. log%x=—2 17. logEE=x
3. log,81=4 8. log,m=3 13. log,, b=0.2 18. log,,0.5=y
4. log,3125=-5 9. logysy=5 14. log,x=0333... 19. log,512=x
8
5 3
5. log, 32=5 10. log4N:E 15. log,216=x
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ o o
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Propiedades
Para cualquier M, N, b >0y b # 0, se cumple que:
1. log,1=0 5. log, MN =log, M +log, N
M
2. log,b=1 6. loghﬁzloghM—loghN
3. log,M"=nlog, M 7. log, M =InM, In =logaritmo natural y e = 2.71828]1...

1
4. log,NM =—log, M
n

Importante: las siguientes expresiones no son igualdades.

MY log, M
log, (M +N)#log, M +log, N logb(—);t%
N log, N

Demostraciones de las propiedades de los logaritmos:
1. log,1=0

Demostracién:
Sea log, 1=a, esta expresion se transforma a su forma exponencial:

log,1=a — 1=b"
Para que b” = 1, se debe cumplir que a = 0, entonces, al sustituir este resultado se determina que:
log,1=a=0
2. log,b=1

Demostracién:
Sea log, b =a, se aplica la definicién de logaritmo y la expresién exponencial es la siguiente:

log,b=a — b=b"

Pero b =b', por consiguiente b' =b" y a=1
Al sustituir este resultado se obtiene: log,b=a =1

3. log,M"=nlog, M

Demostracién:
Sea x=1log, M, suforma exponencial es b* = M, al elevar esta expresion a la enésima potencia se determina que:

by =m" > p=m

La forma logaritmica de esta expresién: log, M" = nx
Se sustituye x=1log, M, y se obtiene: log, M" =nlog, M

4. log, M = llog,} M
n

Demostracién:

Sea x =1log, M, su forma exponencial es b* = M, se extrae la raiz enésima en ambos miembros de la igualdad:
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Ejemplos

Logaritmos

El primer miembro de esta igualdad se expresa como: br=4M

Ahora esta nueva igualdad se transforma a su forma logaritmica: log, ¥M = z
n
. . 1
Se sustituye x = log, M, y se determina que: log, ¥M =—log, M
n

5. log, MN =log, M +log, N

Demostracién:
Seax=log, My y =log, N, ésta es la forma exponencial de ambas expresiones:

b'=M ;b =N

Al multiplicar estas expresiones se obtiene: (b“)(b") =MN — b =MN
Se transforma a su forma logaritmica: log, MN = x +y
Se sustituye x =log, M y y =1log, N, éste es el resultado:

log, MN =log, M +log, N
M
6. 10ng= log, M —log, N

Demostracién:
Sea x=1log, M y y=1log, N, ésta es su forma exponencial:

b*=M ; b'=N
Se divide la primera expresion entre la segunda:
b M

x=y M
== 5 p =
v N N

Ademas se transforma a su forma logaritmica la dltima expresion:
M
log, W =Xx-y
Al final se sustituye x=1og, M y y=1log, N y resulta que:

M
log, N =log, M —log, N

Aplicacién de las propiedades para el desarrollo de expresiones

El logaritmo de una expresion algebraica se representa de forma distinta mediante sus propiedades y viceversa; una
expresion que contiene varios logaritmos se transforma a otra que contenga un solo argumento.

] ®@e-Con la aplicacién de las propiedades de los logaritmos desarrolla esta expresion: log,x'"*.

Solucién

La base x se encuentra afectada por el exponente 12, por tanto se aplica la propiedad 3 y se obtiene:

log, x> = 12log, x
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2 ®@e-Desarrolla la siguiente expresion: log, 3x4\/§ .

Soluciéon

Se aplica la propiedad para el logaritmo de un producto (propiedad 5):
log, 3x4\/§ =log, 3+log, x* +log, \/§

Se aplican las propiedades 3 y 4 y la expresion queda asi:

1
=log, 3+4log2x+510g2y

3 ®@e-Desarrolla a su forma mds simple la expresion: log, Y(x- 5)3.

Solucién

Se aplica la propiedad 4 para el radical:

log, {(x-5)" = %logy (x-5)°

Ahora al aplicar la propiedad 3, se determina que:

= i[3log_‘,(x—5)]=%10gy(x_5)

4 ®e-;Cuil es el desarrollo de la expresién log,

Soluciéon

Se aplica la propiedad para la divisién (propiedad 6):

3
log, (x+y )2 =log,(x+y) ~log, (x—y)’
(x=)

Para obtener la expresion que muestre el desarrollo final se aplica la propiedad 3:

=3log, (x+y)—210ga (x—y)

2
X

5 ®@e-Desarrolla la siguiente expresion: ln|:

Soluciéon

Se aplican las propiedades de los logaritmos y se simplifica al mdximo, para obtener:

Enseguida se aplica la propiedad del cociente y el producto (propiedades 5 y 6).

= 3[lne3" +In(x+1)- ln2x2]

En el sustraendo se aplica nuevamente la propiedad del producto, y resulta que:

=3[Ine* +In(x+1)—(In2+Inx")]

334



CapriTulO 14

Logaritmos

Finalmente, se aplica la propiedad del exponente y se eliminan los signos de agrupacion:

=3[3xIne+In(x+1)-In2-2Inx] =9x+3In(x+1)-3In2-6lnx

Lo . {3 4
6 ®e-Desarrolla la siguiente expresion: log 3 2—;(5

Solucién

Se aplica la propiedad para la raiz de un nimero (propiedad 4):

e 35 L3
2y T3 %2y
Después se aplica la propiedad para el logaritmo de un cociente (propiedad 6):
1
= g(log 3x* —log 2y5)
Al aplicar la propiedad para el logaritmo de una multiplicacién se obtiene:
1
= g|:(10g 3+logx* ) - (log 2+logy’ )]
Se aplica también la propiedad 3 para exponentes:
1
= 3[(10g 3+4logx)—(log2+5logy)]
Se cancelan los signos de agrupacion y éste es el desarrollo de la expresion:
1
= g[log3+410gx—log2—510gy]
1 4 1 5
=—log3+—logx——log2-—1lo
3 g 3 gx 3 g 3 gy
7/ ®e-Escribe como logaritmo la siguiente expresién: log x + log y — log z.

Solucién

La suma de 2 logaritmos de igual base, se expresa como el logaritmo del producto de los argumentos:
log x +logy —log z=1logxy —log z

La diferencia de logaritmos de igual base, se expresa como el logaritmo del cociente de los argumentos:

log xy — log z =log 2
z
Por tanto:
log x +1og y —log z=1og Al
b4

1
8 ®@e-Expresa como logaritmo: 2 + 3 log (a+1)— 1 log, (a—1).
Solucion

Se sabe que log, a = 1, entonces:

2+3loga+1)— % log(a—1)=2log,a+3log(a+1)- % log,(a—1)

(continiia)
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(continuacion)
Los coeficientes representan los exponentes de los argumentos:
1
=log,a" +1log(a+ 1)’ - log, (a—1)*

Se aplican las propiedades de los logaritmos para la suma y diferencia:

2 3 2 3
=10gaa (a+ll) - aa4(a+i)
(a=1)* “
Por consiguiente:
1 a*(a+1)’
2+3loga+1)— 7 log(a—1) = log, }T—l)

1 1
@ @e-Escribe como logaritmo la siguiente expresion: 3 log(x+ 1)+ 3 log (x — 2) — 2logx — 3log(x + 3).

Solucion
Al aplicar las propiedades de los logaritmos y simplificar se obtiene:
1

L L
= log(x+1) 3+log(x—1)3~logx* —log(x + 3)3

1 L
= log(x+1)3+log(x—1)3- |:logx2 +log(x+ 3)3]

= lo =
& e (xr3) 2 (x+3)
1 3xz—l
= 10
gXQ(x+3)3

2 1
10 @ Expresa como logaritmo: x — 3 + 3 In(x—2)— 3 In(x + 1).

Solucién

Se sabe que In e = 1, entonces:
2 1 2 1
x—-3+ 3 In(x-2)- 3 Inx+1)=(x—-3)Ine+ 3 In(x—2)— 3 x+1)

Al aplicar las propiedades de los logaritmos, se tiene que:

2
3

(x-2) P - In? (x- 2)2 )

w o

1
e + In(x-2)3 - In(x+1)® = In

1
(x+1)° v+l

o\ 33
=3+ 2 I -2)— L It 1)= 1n$/%
3 3 x+1

Por consiguiente:
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EJERCICIO 142

Utiliza las propiedades de los logaritmos para desarrollar las siguientes expresiones:

3% (1- 2)c)6

A

-1 log, 7 10. log, ————2
: . “ov (v -y)
. 3

. 2. log,3 ? 11. log,/3x%y*

. 3. log,Ve'x 12. log ()c+y)4 7

. 3

. 4. log5xy* 13. logﬁ

. /a3b
: 5. log,x’y’z 14. logé/_
. cd
. XY
© 6 (3¢ 15. log, Y,
(x-v)
2
7. 10g(x+y)3(x—z) 16. logm
7 (x+3)(y-5)
8. log, — 17. log | —5F—=
e Vo) -2
xy’
9. lne3Z4

Aplica las propiedades de los logaritmos para expresar los siguientes logaritmos como el logaritmo de un solo argu-

mento:
19. 2In5+2Inx 28. 1-log,(m—1)-1log, (m+1)
1 1 1
20. 3logm—2logn 29. glogx+§10gy—zlogz
1 1
21. Elog7x+§log7y 30. In5+1+Iny—"7Inx
22. In8+4x 31. 2—x+3In(x+y)-3In(x—y)
2 2 4
23. glogm+4logn 32. glog(x—2)—§log(x+2)+210g(x+1)
1 3
24. 2x+log, 3 33. E+7log2x—§log2y
2 1 1 1 1
25. —Zlog, (x+1)——log, (x+2) 34. —log(x+1)+—log(x—1)—=logx—1
3 4 3 2 6
26. log3+logy—logx 35. ¥ +x+1-2logx+3log(x+1)
27. log, x—log, y—log, z 36. 2In9+4Inm+2Inp—-2In7-2Inx—61ny
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ o o
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Ecuaciones logaritmicas

En estas ecuaciones las incognitas se encuentran afectadas por logaritmos, su solucién se obtiene al aplicar las pro-
piedades y la definicion de logaritmo.

v
%_ ] ®#-Resuelve la siguiente ecuacién: log  (2x+1)=2.
£ .2
o Solucion
L
Al aplicar la definicién de logaritmo, la expresion log , (2x+1)=2 se convierte en:
2x+1=5
Ahora al resolver esta ecuacion, se obtiene:
2x+1=5 - 2x+1=25
2x=24
x=12

2 ®e-;Cuiles son los valores de x que satisfacen la ecuacién log(x+2)+log(x—1)=1?

Solucién
Se aplica la propiedad 5 para expresarla en término de un solo logaritmo:
log(x+2)+log(x-1)=1 — log(x+2)(x-1)=1 — log(x2 +x— 2) =1
Se aplica la definicién de logaritmo y se resuelve factorizando la ecuacién que resulta:
log(x* +x-2)=1 - X +x-2=10'
X +x-2-10=0
¥ +x-12=0
(x+4)(x=3)=0
x+4=0 y x-3=0
Por consiguiente, los valores que satisfacen las igualdades son: x =—4y x = 3, y el valor que satisface la ecuacion
esx=3

3 ®e-Resuelve: log,(4x—5)=1log,(2x+1).

Solucion
Se agrupan los logaritmos en el primer miembro de la igualdad y se aplica la propiedad 6:
4x-5
log,(4x—5)=log,(2x+1) — log,(4x-5)-1log,(2x+1)=0 — log3ﬁ= 0
X

Se aplica la definicién de logaritmo y se resuelve la ecuacién que resulta:

4X=5 _ 3 L AeS - 4x-5=2x+1
2x+1 2x+1
2x=6
x=3

4 @®@e-Resuelve la ecuacién: log,v/3x—1=1-log,Vx+1.

Soluciéon

Se agrupan los logaritmos en un solo miembro de la igualdad:

log, V3x—1+log,vx+1=1
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Se aplica la propiedad 5 para expresar la suma de logaritmos como el logaritmo de un producto:
log, (M)(\/m) =1
Se transforma la expresion a su forma exponencial y se multiplican los factores:
(Vax=T)(Va+1)=2" - B3x’+2x-1=2

Para eliminar la raiz se elevan al cuadrado ambos miembros de la igualdad:

2
(Var+2x=1) =2 > 3¢+20-1=4

Se resuelve la ecuacion resultante:

3 +2x—1=4 - 3 +2x—1-4=0 - 3 4+2x-5=0
3 +5x—3x=5=0

x(Bx+5)-13Bx+5=0

Bx+5x-1)=0

x=—-——,x=1
3

Por consiguiente, los valores de la incégnita son: ~3 y 1, el valor que satisface la ecuacion logaritmica es x = 1

5 @e-Resuelve la ecuacién: In(x+5)=2+Inx.
Solucion
Los logaritmos se colocan de un solo lado de la igualdad:
In(x+5)-Inx=2
Se aplica la propiedad de divisién de argumentos:

x+5
X

In 2

Se transforma a su forma exponencial y se resuelve la ecuacidn resultante:

+
ezzg xe*=x+5 xe*—x=5
X
xe&-1)=5
. 5
e -1

EJERCICIO 143

Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas:

1. log,(x+3)=2 5. logVx*+64 =1

2. log,(4-3x)=3 6. log,81-1log,(x—4)=2
3. log,(5x—9) =4 7. log, (x+9)+log, 49 =4
4. log,\15x+1=2 8. log,25—log, (x+100)=-1
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. 9. log(x+3)" =1+log(3x—11) 18. log ;; (x—3)+log ;5 (x+2)=4+log ; x
S 10. logyx + log, (2x-3)= 3 19. log, (x+1) + log,(3x-5) = log,(5x-3)+2
SRTE log(x + 2) =-1+ log(3x—14) 20. log ; (Vax+1)=1+log s x—1
12. log; (4—x)3 =log, (6+)c)3 2. nx+1)=1+In(x-1)
13. log(2x+10)° —log(1-x) = 2 22. Inx+In(x—3e)=In4+2
14. log, (x—4)+log,(x—1)=1log, Sx—log, 3 23. In(x-2)=In12-In (x +2)
15. log,Y3x+1=1log, Y10 +log, Iyx—2 24. In(x— 1) —In(x—2)= %
16. log(8x+4) +log(7x+16) = 10g(x—2)2+2 25. In(2x-3)-In(x+1)=e
17. log, (x—1)—log, (3x+1) =3-1log, (6x+2) 26. In (& +x) +Ine=In(x+ 1)
@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « o « v o ¢ o o .

Ecuaciones exponenciales

Las ecuaciones que tienen la incgnita en el exponente se llaman ecuaciones exponenciales y su solucion se obtiene
al aplicar los siguientes métodos:

1. Siel argumento o resultado se puede expresar como potencia de la base, s6lo se igualan exponentes.
2. Se aplican las propiedades de los logaritmos para encontrar el valor de la incégnita.

EAEMPLOS o

To_,_ ] ®@e-Encuentra el valor de la incégnita en la ecuacién: 2! = 32.
£ ..

9o Solucién

i

Se expresa a 32 como 2°, se sustituye en la ecuacién:
2x+I:32 N 2x+|:25
En la ecuacion resultante las bases son iguales, entonces, también los exponentes:
x+1=5

Al resolver esta ecuacion, se determina que: x =4

2 ®e-0Obtén el valor de la incégnita en la ecuacién: 9*~' = 81,

Solucién

El resultado 81" se expresa como 9%, al sustituir la equivalencia:
9 '=81" —» 9"'=9*
Para que la igualdad se cumpla, tanto bases como exponentes deben ser iguales, entonces:

x—1=2x

Se resuelve la ecuacidén y resulta que: x =—1
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3 ®@e-Resuelve la siguiente ecuacién: 4* > =8',
Solucion
Ambas bases se descomponen en sus factores primos y la ecuacién se expresa como:
4x—2:81—x - (22)x—2:(23)]—x N 22(x—2):23(]—x)
Se eliminan las bases y se igualan los exponentes, para obtener la ecuacién:
2x=2)=3(1 —x)
Finalmente se resuelve la ecuacién y se determina el valor de la incégnita:

2(x=2)=3(1-x)

2x—4=3-3x
2x+3x=3+4
Sx=7
7
x= —
5

Ejemplos

Otra forma de resolver una ecuacién exponencial es aplicar logaritmos, como ilustran los siguientes ejemplos:

] ®@e-Resuelve la siguiente ecuacién: 5* = 625°.

Solucién
Se aplican logaritmos a los dos miembros de la igualdad:
log5* =log625°
Se aplica la propiedad 3 para despejar a x y se efectian las operaciones:
xlog5=2log625

L 2log625 _ 2(2.7959)
© log5 06989

Por tanto, x =8

2 ®e-;Cuil es el valor de la incégnita en la siguiente ecuacién: 3>~ =79

Solucion
Se aplican logaritmos en ambos miembros de la igualdad,

log3*™' =log7

Se aplica la propiedad 3, se despeja x y se obtiene como resultado:

(2x=1)log3=log7 — 2x—1= log7
log3
iog;ﬂ
x=-287 13856
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3 oo

4 ®@e-Resuelve la ecuacion:

RA

(Cudl es el valor de x en la ecuacién 3> — 5(3%) + 6= 0?
Solucién
Esta ecuacion se expresa como una ecuacion de segundo grado, de la forma:
(3 -53")+6=0
Se factoriza y se resuelven las ecuaciones resultantes:

(3-3)(3°-2)=0

3'=3=0 3¥-2=0
3'=3 3'=2
log3* =log3 log3* =log?2
xlog3=1log3 xlog3=1log?2
x=10g3=0.4771=1 x:10g2=O.3010
log3 04771 log3 0.4771

Por consiguiente, las soluciones de la ecuacién son: 1y 0.6309

e +4

- 3.
Solucion
La ecuacidn se expresa de la siguiente manera:
e +4=3"
Se despeja el término ¢

e =32 =—4 —2e¥=-4
e¥=2

En ambos miembros de la igualdad se aplica el logaritmo natural y se obtiene:

In € =1n2 2ylne = In2 2y(1) =1n2
2y =1n2
1
= —1In2
Y73
y=In V2

=0.6309

EJERCICIO 144

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

oo 00000

1

2.

3.

. 5%=625 8. 7% =343 15. 5% =625™"
3*=8 9. 3 =3 16. 497> =7*
9> =9° 10. 4% =16"" 17. 252 =5""
64" =8 11. 57 =4 18. 3" =243

. (2.37) =283 12. 3*=0.15 19. 270+ = 30
(2.4)" =5.76 13. (0.125)" =128 20. 3" =729
51=25 14, 2% =256 21, 277 =38
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x-1
22. 25" +5" =750 27. (%) = 4;—61 32. -zt =
2 4. 463X -5
23. 6 =36=0 28. 128723 =1728 33. oy 3
e‘ [

2 1 . * 3

24, 4% = 29. 5(7%7")=7(5"7) VI 6

16 =2 €e'+2 ee'—4

25. 7(3)“] — 5% = 35 30. 27427 =2 35. e¥ 424> =1-e
. . -1 2 e'+e" 3
26. log, (9" +7)=log, (3" +1)" 31. =——=2 36. =2
& )=log, ) 2-3¢ 7 et—et 2

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ o o

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Los logaritmos son una herramienta excelente para la solucién de problemas propios de las ciencias, a continuacién
se ejemplifica su uso:

Quimica
En quimica los logaritmos se emplean para calcular la acidez de las soluciones.
pH= —log[ H*]
Donde:

pH = acidez de una solucién.
[ H*] = concentracion de iones de hidrégeno en iones-gramo equivalente por litro.

Determina el pH de una soluci6n, que tiene una concentracién de iones de hidrégeno de 10™* iones-g/It.
Solucién
La concentracién de iones de hidrogeno en la solucidn es de:
[ H* ] =107 iones-g/lt
Se sustituye este valor en la férmula y se obtiene:

pH=- log[ H" ]

pH= —log[ 10’8] se aplica la propiedad 3

pH =—(-8)log[ 10]=(8)(1)

pH=8
Encuentra la concentracion de iones de hidrégeno de una solucion, si su pH es de 7.
Solucion

Se sustituye pH =7 en la férmula y se despeja [ H*]

pH=—log[ H*]
7=—10g[ H*]
—7=log[ H*]

antilog(-7) = [ H*]
Por consiguiente, la concentracion de iones de hidrégeno de una solucién es:

[ H*] =107 iones-g/It
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© Sismologia
En sismologfa los logaritmos se emplean para calcular la intensidad de un sismo por medio del siguiente modelo

matemdtico:
A
I, =log 7
Donde:
I, = intensidad del sismo (escala Richter)
A = amplitud (micrémetros)
t = periodo (tiempo en segundos que dura una oscilacién)
3 (Cudl es la intensidad de un sismo en la escala Richter si su amplitud es de 8 000 micrémetros y su periodo de 0.09
segundos?
Solucién

Se sustituye A = 8 000 micrémetros y P = 0.09 segundos en la férmula:

A 8000
I=log2 I =10g>N
# =08 TR T8 09
log (88 838.89)

4.95

Por tanto, el sismo tiene una intensidad de 4.95 grados en la escala Richter.

4 Un sismo tiene una intensidad de 5.7 grados en la escala Richter, si la amplitud del movimiento es de 9 021.37
micrémetros, /cudl es su periodo?

Solucion
Se despeja la amplitud de la férmula:
I, = log? — antilog/, =?
A
t=———
antilog/,

Se sustituye en esta dltima féormula 7, =5.7 y A =9 021.37 micrémetros:
~9021.37

" antilog5.7

902137

=————=0.0179
501187.23

Por consiguiente, el periodo de una oscilacién es de 0.0179 segundos.

© Decaimiento radiactivo
Otra aplicacién de los logaritmos se lleva a cabo en el decaimiento radiactivo. El decaimiento radiactivo de un
material estd dado por la férmula:

Donde:

C = cantidad de material radiactivo después de cierto tiempo
t = antigliedad del material

C,= cantidad presente cuando =0

n = vida media del material
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El tiempo de vida media de un material es de 25 afios, ;cudnto de dicho material queda después de haber transcurrido
15 afios?

Soluciéon

Se sustituye en la férmula n =25y ¢ = 15 afios:

t 15

C=C,(2) " —» C=C(2) >
c=¢,(2)"
C=C,(0.659)=0.659C,

Por consiguiente, queda 0.659C, o 65.9% del material inicial.

(Cuadl es la antigiiedad de una figura de madera que tiene la cuarta parte de su contenido original de carbono 14, si
la vida media del material es de 5 900 afios?

Solucién

Con las propiedades de los logaritmos se despeja t:

c=G@F » L-p5 o 1og(§0]:1og(z)'i

C
c) ’“"g(c)
log(]z—log(Z) - ———Y =y
C n

8 log2
. 1 .
Se sustituye C = ZCO y n=5900 en la dltima férmula:

1
-,

4
(5900)1log c

0

i _ _(5900)log(0.25) _ _(-3552.15) LG e
log2 log?2 0.3010

Por tanto, la antigiiedad de la pieza es de 11 801.16 afios.

La desintegracién de cierta sustancia radiactiva se rige por el modelo matematico:

000721
P = Do€

Donde p, es la cantidad inicial de sustancia y ¢ es el tiempo en afios. ;Calcula el tiempo de vida media de la
sustancia?

Solucién

El tiempo de vida media es el tiempo necesario para que la mitad de la sustancia se desintegre, es decir p = > Do»

entonces, se despeja ¢ de la férmula:

p:poeﬂomzt P _ 00072t In A = In & 00072t
Po Py
lni
In2 =-0.0072¢1ne - Po -y
Do 0.0072
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Se sustituye p = P D, Y se realizan las operaciones:

1
~Po
I’ In2
f= Po
0.0072

fee Py __ In0.5 _
0.0072  0.0072
Por consiguiente, el tiempo de vida media de dicha sustancia es de 96.27 afios.

Poblacion

El crecimiento de poblacion estd determinado por la férmula:

N=N, "
Donde:

N = nimero de habitantes de una poblacién en determinado tiempo
N, = nimero de habitantes en una poblacién inicial, cuando # = 0
K = constante

t = tiempo
8

El modelo matematico que rige el crecimiento de una poblacion es:

N =3500¢"""
Calcula el mimero de habitantes que habra en 20 afios.
Solucion

Se sustituye el valor de ¢ = 20 en la férmula:

N =3500"")

=3500¢"° =5770.52
Por tanto, en 20 afios habra aproximadamente 5 770 habitantes.

El siguiente modelo muestra el crecimiento de una poblacién de insectos

N =850(3)"""

Donde N es el nimero de insectos y ¢ el tiempo en dias. ;En qué tiempo la poblacion serd de 10 200 insectos?
Solucion

Se despeja t de la férmula:

N ' N In N
N =850(3)""" = =(3)""™ In—— =0.09471n(3) 850
850 850 0.0941n(3)
Se sustituye N = 10 200 en la Gltima férmula:

| 10200

. "Tgs0  _ Inl2 24849
©0.0941n(3)  0.094In(3)  0.1032

=24.07 dias

Por consiguiente, deben transcurrir 24.07 dias para que se incremente la poblacion de insectos a 10 200.
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10 En un cultivo de laboratorio las bacterias aumentaron de una poblacién inicial de 480 a 1 200 en cinco horas.
(Cuanto tardara la poblacién en aumentar a 8 000?
Solucién
Se determina el valor de k para la poblacién inicial, donde N, =480, N=1 200, t =5,
N=Nod' = 1200=480¢" PO0_pr 5 e*=25
480
Se aplica logaritmo natural para despejar :
In(e*)=In2.5 - SkIn(e)=In25 — k= lnz.S = 0.9162 =0.183
Entonces, el modelo matematico se expresa como: N = Noeo"w
Se sustituye en la férmula N = 8 000 y N, = 480
8 000 = 480"
Para despejar ¢ se aplican logaritmos naturales:
In 8 000
8000 _ jorwst _, 1n 8000 o, 8000 1gs L o480 _ 153
480 480 480 0.183

Por tanto, en 15.37 horas o en 15 horas 22 minutos 12 segundos, las bacterias aumentaran de 480 a 8 000

Ley del enfriamiento de Newton
Con esta ley se obtiene la temperatura 7 de un cuerpo en funcién del tiempo #; donde T’ es la temperatura ambiente,
el modelo matematico que la rige es:

T=T"+Ce"
Donde:
T’ = temperatura del ambiente
T = temperatura del cuerpo después de cierto tiempo, ademds T < T’
C'y k = constantes
11 Una barra de metal se extrae de un horno cuya temperatura es de 250°C. Si la temperatura del ambiente es de 32°C

y después de 10 minutos la temperatura de la barra es de 90°C, ;cudl es su temperatura después de 30 minutos?
Solucién

La temperatura del ambiente es 7’ = 32°C, la temperatura de la barra al momento de sacarla del horno es de
T=250°Cy t=0. Al sustituir estos valores en la ley del enfriamiento de Newton.

T=T +CeM 250 = 32+ CeM? 250=32+C
250-32=C
218=C

Se sustituye el valor de C =218°C en la ley:

T =32+218¢"

Se sustituye = 10 minutos y 7= 90°C en la ley y se despeja s

90 = 32 +218¢ 1

90-32 )
=e

0.2660 = ¢'**
218
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En la dltima igualdad se aplica logaritmo natural a ambos miembros para despejar a k:

In0.2660 = Ine'** 1n0.2660 =10k Ine % _k
-0.1324 =k

Al sustituir este valor se obtiene que la ley del enfriamiento para la barra es:

T =32+218¢ "

Finalmente, se sustituye ¢ = 30 minutos en la férmula anterior:

T =32+ 218132400 T =32+218¢>"
=32+218(0.01883)
=32+4.1049
=36.1049°C

Por consiguiente, la temperatura de la barra después de 30 minutos es de: 36.1049°C

EJERCICIO 145

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

Resu

1.
2.

O 0 3 O W

10.

12.
13.

elve los siguientes problemas:

Obtén el pH de una solucién, cuya concentracién es de 1.90x 10 iones de hidrégeno/It.

La concentracién de una conserva de vinagre de iones de hidrégeno es de 6 x10™. Determina su pH.

. (Cudl es la concentracién de iones de hidrégeno de una sustancia, cuyo pH es de 9?

. Un sismo se presenta con 6 000 micrometros de amplitud y un periodo de 0.3 segundos. Determina la intensidad del

movimiento sismico en la escala Richter.

. Encuentra el periodo de un sismo de 90 000 micrémetros con intensidad de 5 grados en la escala Richter.

. Un sismo tiene un periodo 0.35 segundos de duracién y alcanza 4 grados en la escala Richter. ;Cual es su amplitud?
. El tiempo de vida media de un material es de 40 afios. ;Cudnto de dicho material queda después de 30 afios?

. La vida media del tritio es de 12.5 afios. ;Cudnto tardard en desintegrarse 30% de una muestra de este metal?

. La desintegracion de una sustancia radiactiva estd dada por el siguiente modelo:

V =V,e "
Donde V, es la cantidad inicial de material y ¢ es el tiempo. ;Cudl es el tiempo de vida media de dicho material?
El modelo que rige el crecimiento poblacional de una ciudad es:
N =15 000"

Donde N es el nimero de habitantes y ¢ el tiempo en afios. ;Cudntos habitantes habrd dentro de 10 afios?

. En un cultivo de laboratorio las bacterias aumentaron de una poblacién inicial de 150 a 830 en 2 horas. ;Cudnto

tardarédn en llegar a 3 000?
La poblacién actual de ratas en una ciudad es de 40 000; si se duplican cada 8 afios, ;cudndo habra 500 000 roedores?

Del horno de una estufa se saca una rosca, cuya temperatura es de 180°C. Si la temperatura del ambiente es de 25°C,
y después de 8 minutos la temperatura de la rosca es de 100°C, ;cudl es su temperatura después de 15 minutos?
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14. Latemperatura del ambiente una tarde es de 21°C. Si se sirve agua para café con una temperatura de 95°C, y después
de 4 minutos la temperatura del agua es de 80°C, ;cudl es su temperatura después de 20 minutos?

15. Una barra de aluminio se encuentra a una temperatura de 400°C y la temperatura ambiental es de 28°C. Si después
de 30 minutos la temperatura de la barra es de 300°C, ;cudntos minutos deben transcurrir para que su temperatura
sea de 120°C?

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ ¢ o
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HISTORICA
o
2
&
e\ Sucesién de Fibonacci
AW

educado en Africa del norte. Su obra

principal es Liber Apaci (Libro acerca del
dbaco), donde expone la importancia del sis-
tema de numeracién indoardbiga. Escrita en
1202 solo se conserva una version de 1228, donde aparece un problema
sobre el nacimiento de conejos, que da origen a la sucesién de Fibonacci.
Por muchos afios fue objeto de numerosos estudios que permitieron descubrir
muchas de sus propiedades, ademés de que Kepler la relaciond con la
seccion durea y el crecimiento de las plantas.

I eonardo de Pisa nacié en ltalia y fue

la sucesion de Fibonacci se define por:
RN
ettt OGRS
cuyos primeros términos son:
s =ERONG, |13, 215,34, 55, 89

Leonardo de Pisa “Fibonacci”
(1170-1250)
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Sucesién infinita
Una sucesion es de la forma:

a,,a,,a,a,, ...,4, ...
donde a, es el término general y se denota por:

a,=f(n) o {a,}

Siendo n un nimero natural, asi: a, representa el primer término, a, el segundo término, a, el tercer término, a,,
el vigésimo sexto término y a, el n-ésimo término de la sucesion.

EJEMPLOS °
3 1
ot ] ®@e-La sucesién con n-ésimo término @, = — , con ne N, se escribe como:
E 4n
9
i) 1 1 1 1
4787127 4n”
? ®@e-Escribe la sucesién con n-ésimo término {3"}.
Solucién
Ya que 7 es natural entonces toma los valores 1, 2, 3, 4,...,
a =3 a,=3% a,=3 a,=3" a,=3"

Por consiguiente, la sucesion es:

3',3%2,3%3%...,3" ... o 3,9,27,81,.

. . . 2n—1
3 @e-Encuentra los términos que conforman la sucesién con término general a,= .
n

Solucién

El término general es:

Para determinar los elementos de la sucesion, se sustituyen los niimeros naturales:

2()-1 _2-1 1

Sin=1,a,= = =-=1
1 1 1
2(2)-1 —
Sinoq - 2271 _4-1 3
2 2 2
2(3)-1 —
Sin=3,a3=7() =—6 lzé
: 3 3 3
Por tanto, los términos de la sucesion son: 1, %, %, . 2n-1
n
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5 @e-Determina los 5 primeros términos de la sucesién, sia, =2y a

4 ®@e-Determina los 4 primeros términos de {(— 1)"*' - 2n}.

Solucién
Se sustituyen los valores de n =1, 2, 3, 4 en el término general:

1+1

Sin=1,a,= (-1)" =2(1) = (<1 -2 =1-2=-1
Sin=2,a,= (1" =2(2) = (-1 -4 =—1-4=-5
Sin=3,a,= (-1)"=2(3) = (-1)' =6 =1-6=-5
Sin=4,a,= (-1)" =2(4) = (-1 =8 =—=1-8=-9

Se concluye que los cuatro primeros términos son:

-1,-5,-5,-9

n+1 =
Solucién

De acuerdo con la regla general se tiene que:
a,=2
a,=3a,=3(2)=6
a,=3a,=3(6)=18
a,=3a,=3(18)=54
as=3a,=3(54)=162
Por consiguiente, los 5 primeros términos de la sucesion son:

2,6, 18,54, 162

3a,.

Progresiones

EJERCICIO 146

s o0 e 0000

Escribe los 5 primeros términos de las siguientes sucesiones:

1. a,= — 7. {(n—1DHn-2)}

3 g 14 L 9 1M
. a,= +n2 R (EE]

2! wtl 20
a,= 10. (=" =

n+3 n+1
2n-1

5. a,= ' 11. a,=2,a,,,=2a,+1

n.
6 {(—1)"112} 12. a= 7 4= 5 4
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢ « « o «
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

2
a, = E’arﬁrl_an_l
1
01—27, a,. = —7 4,
a=-1,a,  =na,
a,=—2,a. =)
1 > ¥+l n

’a
_ _ %
a=4.a,, =

n

—1
al = 3’ an+l = (_ an)n
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Suma

Dada una sucesién infinita a,, a,, as,..., a,,..., 1a suma de los primeros m términos se expresa como:
n
Ya, =a,+a,+a,+... +a,

J
=

donde 1y m son los valores minimo y maximo de la variable de la suma j.

Evaluacién de una suma. Es el resultado de la suma de los primeros m términos de una sucesion.

5
Determina la suma: 2 j

—
[ ]
[}

[y j:]
Soluciéon

Ejemplos

Se sustituyen los valores 1, 2, 3, 4, 5 en el término general y se realiza la suma:

5
N =P+ 4344 +5=144+9+16+25=55

=
Por tanto, la suma es: 55
6
2 ®e-Encuentra el resultado de la suma: Y (j+2).
=
Solucién

Se sustituyen los valores: 3, 4, 5, 6 en el término general, y se suman los resultados parciales para obtener como
resultado final:
6
(j+2) = (3+2)+(4+2)+(5+2)+(6+2) =5+6+7+8=26
=3

J

7
3 ®@e-Determina la suma: 23.
., ]:1
Soluciéon

Debido a que no existe j en la férmula de sustitucién, 3 se suma 7 veces y se obtiene:

7
N 3=3+3+3+3+3+3+3=21
j=1

5
4 ®e:;Cuil esel resultadode Y (j+2)(j—3)?
=
Solucion :

Se sustituyen los enteros del 1 al 5:

Z(j+2)(j—3) = (1+2)(1-3) + (2+2)(2-3) + (3+2)(3-3) + (4+2)(4-3) + (5+2)(5-3)

5
=

Se realizan las operaciones de los paréntesis y, por ultimo, se efectia la suma para obtener:

= (3)(=2) + (4)(-1) + (5)(0) + (6)(1) + (7)(2)
=—6-4+0+6+14
=10

5
Por tanto: Y. (j+2)(j—3) =10

=1
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4
5 ®@e-Determina el valor de ¢ que cumpla con la siguiente igualdad: Z(C‘j - 1)2 =214.
Iy J=l
Solucién

Se desarrolla la suma:
2 2 2 2
(c=1) +(2c=1)" +(3c—1)" +(4c-1) =214
Se desarrollan los binomios y se reducen los términos semejantes, para luego resolver la ecuacién resultante:

F=2c+ 144 —4c+ 149 —6¢c+1+ 16 —8c+1=214
30¢* —20c —210=0
3¢ 2c-21=0

- 7
Por consiguiente: c =3y 3

EJERCICIO 147

Determina las siguientes sumas:

oo 0 o e

~

+
—
o

: 1. i(Zj—S) 3. ii S (Vi+1-4i)

<
L
~
+
o
i
3
M-
o
[\S)
~
i
Ne)
N

[N}
M
=
~
S
|
o
~
=
&
M-
8
)}
-
[\
oo
M=
w

10. Zj

~.
]

Determina el valor de ¢ que cumpla con las siguientes igualdades:

& S.¢ 7 & S(cji—1Y 286
2¢=120 —== 2.(¢j-2)=105 25 =
11. g‘ 12. =3 3 13. 3 14. ‘5 3 9
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ o o o o o o o &

Progresién aritmética o sucesién aritmética

La sucesién a,, a,, as,..., a,, €s una progresion aritmética si existe un nimero real r, tal que para todo nimero natural
m se cumple que:

+r

m m—1
Donde la diferencia comin o razénes r=a,, —a,, _,
Ejemplos
Determina si las siguientes sucesiones son aritméticas:
a) 2,6,10,14,....,4n-2
by -3,-5-7,-9,...,-2n-1

2
o 2.4.7.11.., 0 4n+2
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Ejemplos

—

AlcEBRA

Soluciéon

a) De lasucesion: 2, 6, 10, 14,..., 4n — 2, determina la diferencia comiin:

r=a,—a,_ = [4(m)-2]-[4(m-1)-2] = [4m—-2]-[4m-4-2]
=4dm-2-4m+4+2
=4
Esto significa que los términos de la sucesion se encuentran sumando 4 al término anterior, por tanto, la
sucesion es aritmética.

b) Se determina la diferencia comiin de la sucesion:

r=a,-a,_ =[-2(m)-1]-[2(m-1)-1] = [-2m-1]-[2m+2-1]
=—2m-1+2m—-2+1
=-2
Por consiguiente, la sucesion es aritmética.

c¢) Se determina la razén o diferencia comun:

rea —a, = {(m)2+(m)+2}_[(m—1)2+(m—1)+2:| _ |:m2+m+2:|_|:m2—m+2:|

2 2 2 2

La diferencia no es constante, entonces la sucesion no es aritmética.

Férmula para determinar el n-ésimo t#rmino en una progresion aritmética

Sea la progresién aritmética + a,, a,, as,..., a,, con razén r, entonces el n-ésimo término de la sucesion estd dado
por:

a,=a,+@n-1r
Para todon > 1

Donde:
a, = n-ésimo término de la progresién
a, = primer término de la progresién
n =numero de términos en la progresién

r =razén o diferencia comin - r=a,—a, |=.=a;—a,=a,—4a,

@9 Determina el 8° término de la progresion + 1, 4, 7, 10....

Solucién

Se identifica el primer término, el nimero de términos y la razén para sustituir en la férmula del n-ésimo término:

a=1,n=8yr=4-1=3
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Por consiguiente:

a,=a,+(n-1)r - a8=1+(8—1)(3)
ay =1+(7)(3)
ag=1+21=22
Entonces, el 8° término de la progresion es 22
2 ®e-;Cuil es el 7° término en la progresién %,%,% ?
Solucion
Se determinan los valores de los elementos
1 5 1 1
a,=— n=7yr=———=—
2 6 2 3
Al sustituir en la férmula, se obtiene:
1 1 1 1
a=a+n-r - a=—+(7-D = = =+6| =
= agHn=1) = 2e-(3) = 2+o(3)
1
a; = 5 +2
1+4 5
a7: —_— -
2 2

. L. 5
Finalmente, el 7° término es 5

3 ®e:Si en una progresién aritmética el tercer y noveno término son 11y 35, determina el séptimo término.

Solucion

De acuerdo al problema:
a;=a,+3-1r ay=a,+0O-1r
a;=a, +2r a,=a,+8r
11=a,+2r 35=a,+8r

Se genera un sistema de ecuaciones con incégnitas a, y r:

a, +2r=11
a, +8r=35
Del cual, al resolverlo, se obtiene que:
a,=3yr=4

Luego, el séptimo término es:
a,=a,+(T-Dr=3+(6)4)=3+24=27

Férmulas para determinar el primer término, nimero de términos y la razén
Todas estas formulas se deducen de la férmula a, = a, + (n — 1)r y dependen de los elementos que se tengan como datos.
Para encontrar el primer término se despeja a;:
a,=a,+mn-1r - a,—(n—-1)r=aq,

Por tanto:
a,=a,—(n-1r
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AlGERRA
© Para encontrar la razén se despeja r:
a —a
a,=a,+n-1r - a,—a,=m-r N p=n 11
n—
Por consiguiente:
r= an - al
n-1
© Para obtener el nimero de términos se despeja n:
a,—a a,—a
a,=a,+m-1Dr - 1 _p-1 - n=-2_"".4
r r
En consecuencia:
Al +r
r
EVJ,EMPLOS o

] ®@e-Encuentra el primer término de una progresion aritmética, si se sabe que el 13° término es — 28 y la razén es — 6.

Soluciéon

Ejemplo

Se determinan los valores de los elementos:
a,=-28,n=13 y r=—6

Al sustituir en la férmula se obtiene a;:

a=a,—(n-1r — a,==28-(13-1)(-6)
a,=-28-(12)(- 6)
a,=—28+72
a, =44

Por tanto, el primer término es 44
El procedimiento de los despejes es el mismo si se sustituyen los valores directamente en la férmula:
a,=a, +n—-1r

2 ®e-Determina la razén de la progresién aritmética cuyo primer término es 6 y el 16° es 9.

Soluciéon

Se determinan los elementos que se tienen como datos:
a,=a¢=9, a,=6y n=16

Al sustituir en la férmula y despejar 7:

a,=a,+n—-1r - 9=6+ (16— 1)r
9-6=(15r
9-6 3 1
= = — = —
15 15 5

Finalmente, la razén de la progresion aritmética es 3
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3 ®e-; Cual es el nimero de términos que tiene la progresién aritmética + 4.5, 6.6,..., 25.5?

Solucién

Se obtienen los datos:
a,=45,a,=255y r=66-45=2.1

Se sustituyen los valores y se despeja n:

a,=a +n-1r - 255=45+m—-1)2.1)
n 255-45+2.1
2.1
n 23.1 - 11
2.1

Entonces, la progresion tiene 11 términos.

EJERCICIO 148

: Determina cuéles de las siguientes sucesiones son aritméticas:

. 1. 4,9,14,...,5n—1 4. 11,2830

: 2.2,4,8,...,2" 5. 2,4,6,...,2n

: 3EZE ln+l 6. k+1,2k+3,3k+5 k+2n—1
: 353 2" Ck+1,2k+3,3k+5,..., nk+2n—
. Encuentra el término que se indica para cada una de las siguientes progresiones aritméticas:

7. E18° términoen: + 2,5, 8,... 12. El 7° término en: + 120, 108, 96,...
: . 53

: 8. El111°término en: + 1, Z’E peee 13. El 12° término en: = 0.5, 0, — 0.5,...
: 0 s 3 1 75 L

. 9. E115°términoen: + ——,——,—,—,... 14. El 18° término en: = -5, 22, 49,...

: 4 12124

: 10. El 10° término en: = 1, 7, 13,... 15. El 13° término en: = 15, 11.5, 8,...

. , 13 7 _

. 11. El 16° término en: + 3, 13,5 yoee 16. El 17° término en: + %,0.875, L,...

Dados algunos elementos de una progresién aritmética, determina el elemento que se pide:
17. El 1* término si el 13° término es 67 y la razén es 5
18. Larazénsiel 1 términoes 7yel 10°es — 11

19. El nimero de elementos de la progresién: + 120, 519,..., 3 312
2 1
20. Larazénsiel ler términoes — yel 8° _é

21. El 11° términosiel 3°es—4yel 7°es — 16

22. El 1* término si el 20° es — 62.5 y la razén es — 2.5
23. El niimero de términos de la progresion: + %,g,...,%
24. El 1” término siel 5°es — 9y el 9° es — 25

1 2
25. El 1" término si el 11° es —79 y la razén -3

. 1 . . . . .
26. Silarazén es > del nimero de términos y el 17 y dltimo término son: 0.15 y 3.75, respectivamente, determina el

nimero de términos.
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. . 1
27. Larazén si el cuarto término es 1 yel 11°es2

28. El 5° término si el 2° es —% y el octavo es —%%

29. El 7° término siel 3" es4n—1yel 10°es 11n—8

30. El 4° término si el 8° es # yel 15° 43”73_20

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ o o

Suma de los n primeros términos en una progresién aritmética
Sea la progresion aritmética:

+a, a,, ay,..., 4,

Entonces, la suma de los primeros n términos se define como:
n
S, = Zaj =a,ta,ta;+..+a,
Jj=1
Demostracion:

S=a,ta,+.......... +a,, +a,

n—

S=a,+@+nN+...... +[a,+ (n=2)r] +[a, + (n=1)r]

Al cambiar el orden de los términos y realizar una suma vertical, se obtiene:

S=a,+@+nr+.......... +[a, + (n—2)r] + [a, + (n-1)r]
+ S=la,+(m-Drl+[a+m-=2Dr]+......... +[a, + 1] +aq,
28 =[2a+(n—-Drl+[2a+n—-Dr]+........ +[2a+(n— Dr] + [2a,+(n — 1)r]
} n veces |
Por tanto:
28 =n[2a,+ (n—1) r] N S= g[Zal +(n=1)r]

Ademds sabemos que a,= a, + (n —1)r, entonces:
n
S= E[al +a, +(n—1)r]
Luego, la férmula para hallar la suma de los primeros n términos estd determinada por:

n (a1 +an)
2

S =

EJEMPLOS .
8

] ®@e-Determina la suma de los primeros 12 términos de la progresion aritmética:

Ejempl

+2,7,12,...

Solucién

En esta progresion los datos son:
a=2, n=12y r=7-2=5

Por consiguiente, el 12° término es:

a,=a,+m-r - a,=2+12-1)(5)
a,=2+11)5)
a,=2+55=57
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Luego, para encontrar la suma de los 12 términos se sustituyen en la férmula los siguientes valores:
a=2, a,=5Ty n=12
Finalmente,

5 = n (a12+an) . 5= 12 (22+57) _ 12(259) 354

Entonces, la suma de los 12 términos es: 354

2 ®e-Encuentra la suma de los 15 primeros términos de la progresion:
19 17

s R
33
Solucién
De esta progresion los datos son:
a,= L n=15y r= ll—gz—z
3 3 3 3
Se encuentra el 15° término:
19 2 19 2
as=a,+n-=r - a;s= ?+(15—1)(—§) - a;s= ?+(14)(—§)

19 2
a5 = *9_*8:_3

3 3

Para encontrar la suma de los 15 términos, se sustituye en la férmula:
19
1=? n=15 a=-3
1 1
Is (3+(_3)) 15(3)
n (aI +an) 3
S, = - Sis= = =25
2 2 2

Entonces, la suma de los 15 primeros términos es 25

EJERCICIO 149

Resuelve los siguientes problemas:

1. ¢(Cudl es la suma de los primeros 8 términos de: + 1, 7, 13,...7

. Determina la suma de los 9 términos que conforman la progresién: +—5,...,7

1
. Encuentra la suma de los primeros 8 términos de: + 3, ZS% e
. ¢Cudl es la suma de los 9 primeros términos de: + 120, 108, 96,...7

e e 00000000000

. Encuentra la suma de los 13 términos de: ~ 15, 11.5, 8,...

. Determina la suma de los 11 primeros términos de: + —15, -12, -9,...

2

3

4

5

6. Determina la suma de los 12 primeros términos de la progresion: + 21, 24, 27...
7

8. (Cudl es la suma de los términos de la progresién: + 1 000, 988...., —188?

9

. Determina la suma de los términos en la progresion: + 1, 2, 3,...,n

10. Encuentra la suma de los términos de la progresién: + 2, 4, 6,...,2n
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11. ;Cudl es la suma de los términos de la progresién: + 1, 3, 5,..., 2n — 1?7

12. ;Cudl es el niimero de términos de una progresion aritmética, cuya suma es 42. Si el dltimo término es 31 y la razén es 5?

. P . . 65 . . L 1
13. Determina el niimero de términos de una progresion aritmética, cuya suma es i si el primer término es > yla
razén —.
4
14. La suma de 32 elementos en una progresion aritmética es 1 200. Si la razén es 3, determina el primer término.

15. La suma de 50 términos de una progresion aritmética es 2 550. Si la razén es 2, jcudl es el primer y dltimo término
de la progresién?

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢ ¢ ¢ o o o o »

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Un constructor apila cierto nimero de bloques de granito de la siguiente manera: 15 bloques en la base y 2 menos
en cada fila superior a la anterior. Si en la dltima fila superior colocé 1, encuentra el total de bloques que apil6.
Solucion
El problema indica que el primer término de la progresion aritmética es 15, y que al disminuir de 2 bloques por
fila, resulta:
+ 15,13, 11,...

Los datos conocidos son: a, =15, r=—2y a,= 1, entonces se debe de calcular el nimero de filas que se pueden

apilar.
a,—a, 1-15

n=2"41 n=
; =

+1=7+1=8

Luego, la suma estd determinada por:

8 (15+1) 128

S:"(“DL%) §= =) _ 228 gy

! 2

Entonces, el constructor apilé 64 bloques de granito.

EJERCICIO 150

1. El estacionamiento de un centro comercial tiene la siguiente disposicion de lugares: la primera fila tiene 50, la segunda
47,y cada fila subsiguiente tiene 3 menos que la anterior. Si la tltima fila tiene 23 lugares, ;de cudntos lugares dispone
el estacionamiento?

» o 0o 0 0 0 0 o

2. Un albaiiil apilard ladrillos de tal forma que la base tenga 50, la segunda capa 48, la tercera 46, y asi sucesivamente
hasta que la capa superior tenga 24, ;cudntos ladrillos en total apilard el albaiiil?

3. Una empresa va a repartir entre 18 de sus empleados $13 275, como bono de puntualidad. Si la diferencia entre cada
uno de los bonos es de $75, determina cudnto recibi6 el trabajador més puntual.

4. Se apilan 135 rollos de tela de tal manera que la base tendra el doble de rollos que la dltima, y la diferencia de rollos
entre cada una de las capas serd de 1. ;Cudntos rollos debe tener la tltima capa?

5. Sevan a colocar en filas los asientos para un auditorio, de tal manera que la primera tenga 20, la segunda 23, la tercera
26y asi sucesivamente. Si en total se colocaron 819 asientos, ;cudntas filas se formaron?

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢ ¢ o o o o o »
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Interpolacion de medios aritméticos

Los medios aritméticos son los términos que se encuentran entre el primer y el dltimo término, y dependen directa-

mente del valor de la razén.
La interpolacion de medios aritméticos consiste en encontrar los términos de toda la progresion a partir de conocer

el primer y tltimo término.

] ®@e-Interpola 4 medios aritméticos entre 5 y 32.5.

Solucién

En esta progresion los elementos dados son:
a,=5y a,=325

Para encontrar el nimero de términos es necesario sumar los medios aritméticos més 2 (primer y tltimo término),

entonces:
n==6
Con los datos anteriores se encuentra la razon:
a, —a 32.5-5
r= —— — r= ——0
n—1 6—1
27.5
r = —
5
r=>5.5

Por tanto, la progresion estd determinada por:

+5,(5+5.5),(10.5+5.5), (16 +5.5), (21.5+5.5), 32.5
+5, 105, 16, 21.5, 217, 325

Y los 4 medios aritméticos son:

10.5, 16, 21.5, 27

2 ®e-Interpola 5 medios aritméticos entre 11y — 13.

Solucién

Los términos dados son,
a=11, a=-13 y n=7

Se obtiene la razon,

a, —a -13-11 24
r=—— — r=———=—=-4
n—1 7-1 6
Por consiguiente, los medios aritméticos son:
7,3,—-1,-5,-9
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Media aritmética o promedio aritmético

Sean los nimeros x, y x,, entonces la media aritmética o promedio aritmético se define por:
X, +x,
2
Sea el conjunto de nimeros x,, x,, X,,...,X,, €n consecuencia la media aritmética o promedio aritmético se
determina asi:
X tX, +xX;+...+x,

n

] ®@e-En el grupo de danza se inscribieron 9 alumnos, cuyas edades son: 12, 13, 13, 14, 15, 12, 14, 15, 11. Determina la edad
promedio del grupo.

Ejemplos

Solucién

Se suman todas las edades y el resultado se divide entre el nimero de éstas, entonces:

Edad promedio = 12+13+13+14+195+12+14+15+11 — 132

Por tanto, la edad promedio es de 13.2 afios.

2 ®e-Un alumno tiene en sus 4 primeras evaluaciones las siguientes calificaciones: 7.6,9, 8.4 y 7.8. ; Qué calificacién necesita
tener en la quinta evaluacion para exentar la materia con 8?

Solucién

Sea x la quinta evaluacidn y el promedio 8, entonces:

suma de las evaluaciones g 7.6+9+84+7.8+«x

Promedio =

total de evaluaciones 5

Al despejar x de la expresion se obtiene:

58)-(7.6+9+84+7.8)=x
40-328=x
712=x

Por consiguiente, la calificacién minima que necesita para exentar es 7.2

EJERCICIO 151

Resuelve los siguientes problemas:

1. Interpola 5 medios aritméticos en la progresion, cuyo primer y tltimo término son: 21 y 60.

e o000 0

2. Interpola 7 medios aritméticos en la progresion, cuyos extremos son: 5y 17.

. . . 2
3. Interpola 6 medios aritméticos entre 3 y 3.

1
. Interpola 7 medios aritméticos entre 0.5 y 85.

. . . 1 7
. Interpola 3 medios aritméticos entre 3 y 3

4
5. Interpola 6 medios aritméticos entre =3 y 0.5.
6
7. (Cual es el promedio de un alumno cuyas calificaciones son: 6, 9, 8.4, 7.8 y 10?

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢ ¢ ¢ o o o o »
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o PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
La compaiiia de dulces La Pasita compré una maquina registradora a un precio de $12 000. Al cabo de 6 afios la
vendi6 en $5 520. La depreciacién anual es constante, calcula el valor de la registradora al final de cada afio.
Solucién

Esta es una progresién aritmética, cuyos precios inicial y final son: $12 000 y $5 520 respectivamente, entonces,
se deben interpolar 5 periodos (afios).
En consecuencia:

a,=12000, a,=5520 y n=7

Se encuentra la depreciacién anual (razén):

a,-a, 552012000  —6480
r=-—— — r= =
n—1 el 6

=-1080

El signo negativo indica que el costo de la maquina va a disminuir $1 080 por afio.
Por tanto, el valor de la maquina al final de cada afio es:

17 afio: $ 10920 4° afio: $ 7680
2° afio:  $9 840 5% afio:  $ 6 600
3% afio:  $ 8760 6° afio: $5 520

EJERCICIO 152

e e e 000 e e

1.

En un salén de clases de 15 alumnos la edad promedio es 7.8; 9 de ellos tienen 8 afios; la edad de otros 3 es 7. ;Cudl
es la edad de los restantes si tienen los mismos afios?

(Cudl es la calificacién que debe obtener un alumno en el cuarto bimestre para exentar con 8.5 la materia de biologia,
si en los 3 primeros bimestres obtuvo las siguientes evaluaciones: 8.7, 7.9 y 7.6?

Determina el promedio de una progresion aritmética que se conforma de ocho términos, su primer término es 2 y el
dltimo 16.

Obtén la media aritmética de la progresién aritmética a,, a,, as,...,qa,.

El lado norte del tejado de una casa lo forman 476 tejas, ordenadas de tal forma que la primera hilera tiene 80 y la
dltima 56. Determina el niimero de hileras y el de tejas que contiene cada hilera.

Si el lado norte de un tejado consta de x menos 50 hileras, y x es el nimero de tejas que tiene la primera hilera. Si
las hileras subsecuentes exceden en 4 tejas a la anterior, y el total de tejas utilizadas es de 576, determina el nimero
de hileras y mediante una interpolacién precisa el nimero de tejas de cada hilera.

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢ ¢ ¢ o o o o »

Progresién geométrica o sucesién geométrica

Ala sucesién a,, a,, a,,..., a,, se le llama sucesion o progresién geométrica, si para todo a,, que pertenezca a la sucesion
existe una constante r diferente de cero, tal que:

a a r

m+1 " “m

am+l

Donde la razén comtn es r = y se denota con el simbolo ++

m
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Ejemplos
Determina cudl de las siguientes sucesiones es geométrica.

a) 3,6, 3-2""

Solucién

a) Se obtiene la razén comun:

3. 2(m+|)4 3.m
r= a"’” = m—1 = m—1 = 2
a, 3.2 3.2
Se observa que los elementos de la progresioén: 3, 6, 12,..., 3-2"" se obtienen al multiplicar por 2 el término
que le precede, por tanto la progresion es geométrica.
b) Se determina la razén comun para la comprobacién:
1 1
G 3(m+l)+l _ 3m+2 _ 3”‘*1 _ 1
r= am - 1 - 1 - 3m+2 - 3
3m+l 3m+l
. o .11 1 1 . -
Significa que los términos subsecuentes de la progresién: —, PR TR e se obtienen al multiplicar por
3 entonces se deduce que es progresién geométrica.
¢) Al obtener la razén de la progresion:
Ay 3(m+1)-2 _3m+3-2  3m+l
a, 3(m)-2 3m-2 3m-2

La progresion no es geométrica, ya que los términos siguientes no se pueden obtener al multiplicar por la
razon resultante.

Férmula para obtener el nésimo término en una progresién geométrica

Sea la progresién geométrica ++ a, a,, a;,..., a, y razén comin r, entonces el n-ésimo término se define como:
_ n—1
a,=a,-r
Donde:
a, = n-ésimo término r=raz6n de la progresién
a, = primer término n =numero de términos de la progresion

@9 Determina el 9° término de la progresién ++10, 20, 40,...
Solucién

Se obtiene la razén al dividir uno de los elementos entre su antecesor:
40 20
r = —-——-— =
20 10
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Entonces, los elementos dados son:
a,=10,r=2y n=9

Al sustituir, se obtiene el 9° término:

a,=ar"' - a, =102y’ "' =10(2)*
a, = 10(256)
a,=2 560

Finalmente, el 9° término es 2 560
? ®@e-Determina el 7° término de ++200, 100, 50.,...

Solucién

De la progresién se tienen como datos:

100 _ 1

a,=200,r= =—yn=7
200 2
Luego, para encontrar el 7° término se sustituye en la férmula:
1 7-1
a,=a, -r"" - a, = (200)-(5)

a - (200)(;)6

a, =(200).(L)_ 200 25

64

T 64 8
0 s 25
Entonces, el 7° término es ?
3 ®@e-Si en una progresién geométrica el 3 y 7° términos son 18 y 1458, ;cudl es el 5° término?

Solucion
De acuerdo con el problema
a,=a;r’”! a,=a;r "
18=a,r’ 1458 = a,r°
Se obtienen las ecuaciones:
ar’=18 y a,r®=1458

Pero a,r®=a,r* r*=18r", entonces

18r*=1458 — r= f% - r=3

Al sustituir este valor, se obtiene a,:
18
a, (3 =18 = q, =5 =2

En consecuencia, el 5° término es:

as=a;rt=(2)(3)" = (2)(81) = 162
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Férmulas para obtener el 1% término, nimero de términos y la razén

n—1

Todas las féormulas subsecuentes se obtienende a, = a,-r

Para encontrar el 1° término:

-1
a,-r" - a = —*=
n—1

Q
1]

Para encontrar la razén:

Para determinar el nimero de términos que contiene la progresion geométrica:
e loga,—loga, +logr
logr

-1
a, = a,.r' -

Estas formulas se aplican, segtin las necesidades de los ejercicios que se deben resolver, como se ejemplifica a con-

tinuacion:

- (o . 1 0 1 e g
] ®e-En una progresién geométrica la razén es ) y el 8° término es 3 Calcula el 1% término.

Solucién
Los datos en este problema son:
ag = % n=28 r= %
Entonces, al sustituir los valores en nuestra férmula, se obtiene:
1 1
. 8=2%- 128 _ 16

Por tanto, el 1* término de la progresion es 16

2 ®e-;Cuil es la razén de la progresién geométrica, cuyo 1y 7° término es — y 3 125 respectivamente?
5

Solucién

Los elementos que se tienen como datos son:

1l
~

a, = a,=3125 n

1
5
Luego, al sustituir en nuestra férmula se obtiene el valor de la razén, entonces:

a, 3125
ro= ot — N 15625 =5

5

Finalmente, la razén de la progresion es 5
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3 ®@e-;De cusntos términos ests formada la siguiente progresién geométrica?
++ 1,2, ...,512
Solucién
De la progresion se tiene:
a=1 a,=512 r=
Se sustituyen los valores para obtener el nimero de términos.

_log (512)—log (1)+log (2)  2.7092-0+.3010
- log(2) - 3010

El niimero de términos de la progresion geométrica es 10

=10

EJERCICIO 153

De las siguientes sucesiones determina cudl es geométrica:

1. 1,2,4,.., 2" 4, —4,-2,0,....2n—6
11 3 3“

2. 2o L1203 a8
32 47T 3 Foom

3. 1,2,6, 6. 3,6,12,..., 32"

Determina el término que se indica en cada una de las siguientes progresiones geométricas:

e o000 000000000000 000000

7. El 6° término de ++l , =1, 3, .. 13. El 12° término de ++ E E L oo
3 64 > 3216
0 Lz . 3 2 (U . 3 6
. 8. El9° término de ++E .1, E A 14. E19° términode ++ 1, —m~, m°, ...
: 9. El 5° término de <= -5, 10, —20, ... 15. E1 10° término de ++n™*, n%, 1,...
. 5 5 5 4
© 10, BI7 términode ++ 2.5, >, >, .. 16. EI7° término de .. (D" (n+1)
4 8 PR
11. E110° término de = -9, =3, —1, ... 17. El 13° término de ++2% 7%, 2%75 ™6 .
12. El 8° término de ++ 8, 4, 2,... 18. El 9° término de ++ a,, a,rz, alr4,...

Dados algunos elementos de una progresién geométrica, halla el elemento que se pide:

19. El 1* término, si la razén es % y el 6° término es %

20. El2° término, si surazénes—2yel 7°es — 128

1
21. Larazon, si el 1* término es % yel5%es —

135
2
22. Larazon, siel 1* términoes — 8 y el 7° es —%
23. El nimero de términos de ++ -2, =6, ..., —162

24. El nimero de términos si la razén es 2 , el 17 término es 1 y el dltimo 64
5 2 78 125

25. El nimero de términos de ++ 5%, 5% .., 5%
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26.

27.

28.

El 1* término si el 4° es 2 yel7° 16
27 729
El4° términosiel 2°es 1 y el 9°es —;
m

7 19
El 11° término siel 3°es 26 yel9es 26

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢ ¢ o o o o o »

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Un cultivo de 20 000 bacterias aumenta su poblacién 25% por hora. ;Cudntas bacterias se generan en la sexta
hora?

Solucion
El cultivo es el 100% inicial de bacterias, a la primera hora aumenta 25%, esto indica que el porcentaje actual es
125% o 1 de la cantidad inicial; luego, el nimero de elementos que conforman la sucesion es el término inicial

mds los 6 términos siguientes.
De acuerdo con los datos:

a,=20000, r= % yn=17
Al sustituir en la férmula para obtener el n-ésimo término:
7-1
a,=ar""" a, =20 000 (%) =76293.9 =76 294

Por tanto, al cabo de 6 horas habrd aproximadamente 76 294 bacterias.

EJERCICIO 154

oo 0000000000

1.

Determina la sucesion de 4 términos, cuyo primer y cuarto término sea 9 y — 1, de tal manera que los tres primeros
nimeros formen una progresion geométrica y los tltimos 3, una progresion aritmética.

. Una generacién celular es la divisién de una célula en 2. Si se tienen 8 células iniciales, jcudntas células se han

generado tras 10 generaciones celulares?

. Tres nimeros forman una progresion aritmética con una razén de 2. Si el segundo niimero se incrementa en 1 y el

tercero en 5, los niimeros resultantes forman una progresiéon geométrica. Determina los ndmeros de la progresién
aritmética

. Determina el nimero de células iniciales si se obtuvieron 98 304 después de 14 generaciones celulares.

. Un cultivo de 25 000 bacterias aumenta 5% en 20 minutos. ;Cudl serd la poblacién de bacterias al transcurrir una

hora 20 minutos?

. Del problema anterior establece la férmula general que determina el nimero de bacterias en ¢ horas.
. Se invierten $230 000 a una cuenta que da por concepto de intereses 5% anual. ;Cudnto se tendrd al final de 8 afios?

. En cierta ciudad nacieron 32 500 bebés en el afio 2005, si el nimero de nacimientos se incrementa 20% anual, ; cudntos

bebés se estima que nazcan en el afio 2009?

. , 2 . . . .
. Se tiene un cuadrado de drea 1 024 cm” y se inscribe otro cuadrado de tal manera que los extremos coincidan con los

puntos medios del primero; después se inscribe otro cuadrado en el segundo con la misma disposicion. Si se conoce
que el drea de un cuadrado inscrito es la mitad del drea del cuadrado en el que se inscribe, ;cudl es el drea del noveno
cuadrado inscrito?

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢ ¢ o o o o o »
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Suma de los n primeros términos de una progresién geométrica

Deduccién de la férmula.
Sea la progresion geométrica ++ a,, a,, as,..., a,, llamemos S a la suma de los primeros n términos, entonces:

n
S=Qa =a+ta,ta;+............ +a - (1)
j=1

Al multiplicar por la razén la igualdad:
S-r=a-r+a,r+a-r+ ... a,-r - 2)

Al restar a la ecuacion 2 la ecuacion 1, tenemos:

Sr = a,r + ay r + a3 r o +a,r
=S = —a, — ar— G T, —a, - r
S-r=S =a, r—aqa

Entonces:
S(r—1)= a,-r—a, pero a, = ar"’
S(r—l):alr”'l-r—a]
S(r=1)=ar"—a,
Finalmente:
a(r" -1 r—1 1-7"
IR R I (9
r—1 r—1 1-r

EAEMPLOS °
%_ ] ®@e-Determina la suma de los primeros 8 términos de la progresién geométrica:
£
2 4
1] ——,2,3,...
3

Solucién

En esta progresion los datos son:

a =

4
- r=E n=38
3 2

Luego, al sustituir en la férmula se obtiene la suma de los 8 términos:

NG O R NECR

r—1 3, 1 256 96
2 2

3

305

Se concluye que la suma de los primeros 8 términos de la progresion es
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2 ®@e-Encuentra el 1 término de una progresién geométrica, cuya suma de los primeros 10 términos es 341 y la razén es — 2.

Solucién

De acuerdo al problema los datos son:

n=10,r=-2y S=341
Al sustituir en la férmula y despejar a, se obtiene:
a (r"—1 a| (=2 Y-l
- l(r—l ) = [(—2)—1 ]

Se simplifica la expresién y se despeja a;:

a[(-2)"-1]

g a,[1024 1] (-3)(341) _ -1023

3= — 1 a,= =
-3 -3 1023 1023

Por tanto, el 1* término de la progresion es — 1

3 @e-Determina el nimero de elementos de una progresién geométrica, cuya suma es 1093, su 1% término es 1 y la razén es 3.
Solucion
De acuerdo con el problema:
a,=1,r=3 y§S=1093

Al sustituir en la férmula de la suma de términos:

.- a,(r-1) 1093 1(3"-1)

-1 -
Al simplificar y despejar n se obtiene:

3" —

1093 = 2186=3"-1 2187=3" (3 =3"

Por consiguiente, se realizé la suma de los primeros 7 términos de la progresion.

EJERCICIO 155

Encuentra la suma de los primeros términos que se indican en las siguientes progresiones geométricas:

1. Seis términosde +~ -9, -3, -1, ...
2

2. Siete términos de ++§ 1, =, ..
2 3

3. Nueve términos de ++~ —5,10, —20, ...
4. Diez términos de ++ 9, 12, 16,...

1

5. Quince términos de —, l e
4 2

s

8

o0 o 0000000000000 000000000

6. Dieciocho términos de ++ 2, 4, 8,...
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Doce términos de ++ \/5 .3, V27 ...
Diez términos de ++ 1, -2 ,2,...

Veinte términos de ++ n, n*, n’,...
Nueve términos de <+ 22 27" 2% ...

n términos de ++ a,, a,r’, a,r’,...

L. 1 1 1
ntérminos de ++ —, —, — s
2 48

Resuelve los siguientes problemas:

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Encuentra el nimero de términos de una progresion geométrica; si la suma es 255, el 1% término es — 3 y la razén — 2.

Determina la razén comin de una progresion geométrica si el 1* término es —8 y el 6° término 1

p er g . - - . . 6305 . 2
(Cudl es el 1 término de una progresién geométrica, cuya suma de los primeros 8 términos es y larazén es E?

) oy Lo - - 31 P 1 1
(Cudl es el tltimo término de una progresién geométrica cuya suma es o’ su 1* término es 1 y larazén > ?
Determina el 1* término de una progresion geométrica si la suma de los primeros 6 términos es 364 y la razén es —3.

. . - - . 211 otz 2 P P 27
(Cudl es la razén de una progresién geométrica, si la suma es EYR el 1% término es 3 y el dltimo término es ?7

—x . .
———, el 1 término es x* y la razén
Xt —x

. P . o . 1-x
Encuentra el nimero de términos de una progresion geometrica, si la suma es

€S —.
X

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ o o o o o o o &

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Una compaiifa de autos tiene estimado vender 5000 autos en 2010 y durante los 10 afios siguientes incrementar en
5% anual las ventas con respecto al afio anterior. Determina cudntos automéviles pretende vender la compaiifa en ese
periodo.

Soluciéon

De acuerdo con el problema los datos son:

a,=5000, r=100% + 5% = 105% = 1.05

1-r"
S,;Zal( 1—}’)

1—1.05“’)

S, =5000
1-1.05

=5 000 (12.5778)
=62 889.46 = 62890 autos

Por consiguiente la compafifa pretende vender aproximadamente 62 890 autos en los siguientes 10 afios.
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Una epidemia ataca a 2 500 habitantes de una poblacion en 2006, y por cada afio que transcurre la clinica de salud
de la entidad observa que las personas que padecen la enfermedad se incrementa en un 5% ;Cuéntos habitantes
habréan padecido la enfermedad para el afio 2010?

Solucién

De acuerdo al problema, los datos son los siguientes:
a,=2500,r=105%=1.05yn=5

Sustituyendo en la férmula, se obtiene:

5, = a, (1 = r”)
1—-r
~2500(1-1.05%)
" 1-1.05
_2500(1-1.2762) | 2500(=02762) _ 2o
~0.05 -0.05

Por tanto, para el afio 2010 habrdn padecido la epidemia 13 814 habitantes aproximadamente.

EJERCICIO 156

e e 0 o o

1. Un tridngulo equildtero se divide en 4 tridngulos equildteros mds pequefios de igual drea, éstos a su vez se dividen
en otros 4 tridngulos cada uno; este procedimiento se repite para cada tridngulo resultante. ;Cudntos tridngulos se
tendrdn en total después de realizar 6 veces esta operacién?

2. Carolina tiene papd y mama, a su vez éstos tienen cada uno a su padre y madre, y asi sucesivamente. ;Cudntas per-
sonas en el arbol genealdgico de Carolina existen hasta 7 generaciones atrds, incluyéndola a ella?

3. En cierta poblacidn la produccién de maiz en el afio 2001 fue de 20 000 toneladas; por diversas cuestiones esa cantidad
ha tenido una disminucién de 25% anual. ;Qué cantidad de maiz se produjo desde 2001 hasta 2006?

4. Durante el afio 2005 cierto hospital atendié 5 110 partos; sin embargo, este nimero se increment6 10% anual. ;Cuantos
partos estima el hospital atender desde 2006 hasta el afio 2010?

5. La poblacién en México en el aflo 2000 estd cuantificada en 100 millones de personas. Si para el afio 2002 las au-
toridades registraron 104 millones de mexicanos, ¢a qué ritmo estd creciendo la poblacién en nuestro pais? Si se
mantiene este crecimiento, para el afio 2010 ;cudntos habitantes tendra el territorio mexicano?

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ o ¢
Progresién geométrica infinita
14 4 . er Z l z .
Sea una progresién geométrica, cuyo 1% valor es a,= 100 y la razén r = 5 (qué le sucede a la suma de los primeros

n términos?
El comportamiento de la progresién:

1
Paraa, =100y r= 5 se obtiene:

1 n
S, =2a, - 2a, (5)
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S, =200- 200(%) sin=3
1 .
Sy =200-200| — sin=28
256
1 .
Sy =200-200| ———— sin=20
1048 576

n
De manera que, conforme n crece, el término (5) se hace mds pequefio y tiende a cero.

Es por eso que para cualquier progresion geométrica infinita, donde la razén es menor que la unidad, se debe
considerar la suma de los primeros » términos igual a:

S, =V | <1
1-r

—

@®¢-Determina la suma de la progresién geométrica infinita: 9, 3, 1....

Solucién

Los datos proporcionados por la progresién sona, =9, r = —

. . 3
Como larazén |r| < 1 entonces se utiliza:

N S =— =

n

1-r 1—

9
1

W |
w)o
[V}

. P - e e 27
En consecuencia, la suma de términos de la progresién geométrica infinita es: >

2 ®e-0Obtén la razén de una progresion geométrica infinita si el 1° término es 4 y la suma es 8.
Solucién
De acuerdo al problema, los datos son:
a,=4,8 =8

Al sustituir en la férmula de la suma de una progresion infinita:

Su = - 8= i
1-r 1-r
Al despejar r de la ecuacion se obtiene:
1
8(1-r=4 8—-8r=4 -8r=-4 r=5
EJERCICIO 157
: Realiza lo siguiente:
. 1. Encuentra la suma infinita de términos de la progresién ++ — 6, 3, =3 yoee
. . S e 31 1
: 2. Determina la suma de términos de la progresion infinita ++ 133"
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. 3. (Cudl es el valor de la suma infinita de términos de la progresién ++ 6, 2, —,...7
. ) o R 9 3
. 4. ;Cudl es el valor de la suma de términos de la progresion infinita ++ Z s 5 ,1,..2

P e . 1 . g .
5. La suma de términos de una progresion infinita es 3 y la razén es YR Determina el 1* término de la progresion.
6. El 1 término de una progresién infinita es 2 NG y la suma de los términos es 5 /3 . Encuentra la razén.
er s e a 3a , ;

7. El 1* término de una progresion infinita es > conb>aya,beNylasumaes PR (Cual es la razén de la progre-
sién?

8. Un trigngulo equilatero de drea 1 cm’ se divide en 4 tridngulos equildteros mas pequefios de 4rea 1 cm’, a su vez, uno
de los 4 tridngulos se divide nuevamente en otros 4 tridngulos de Ecm{ y se repite el procedimiento sucesivamente
con 1 de los 4 tridangulos resultantes. ;Cudl es el resultado de la suma de las areas de los tridngulos?

9. Se tiene un cuadrado de 4rea 1 024 cm’y se inscribe otro cuadrado, de tal manera que los vértices extremos coincidan
con los puntos medios del primero, y asi sucesivamente. Si ya se conoce que el drea de un cuadrado es el doble del
que se inscribe, determina la suma de las dreas de todos los cuadrados que se pueden inscribir de esa manera.

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ ¢ o o o o »

Interpolacion de medios geométricos

La interpolacion de medios geométricos consiste en encontrar un cierto nimero de términos, entre el 1°y dltimo, para
formar una progresiéon geométrica.

] ®@e-Interpola 4 medios geométricos en la progresién += — 3,..., 96.

Ejemplos

Solucion
Al interpolar 4 medios geométricos, la progresion estard formada por 6 términos, entonces:
a=-3,n=6ya,=96

Se procede a calcular la razén, a partir de:

r = ,171& — r:ﬁ’l%:«sl—:ﬁ :—2
\] a, V-3

Por tanto, la progresiéon queda como a continuacién se muestra:
-3, -2(=3), —2(6), -2(-12), —2(24), —2(—48)
-3, 6, -12, 24, —48, 96
Los medios geométricos son:

6, —12, 24,-48

2 ®e-Interpola 5 medios geométricos en la siguiente progresién: ++ 16,..., 256"

Solucién

1
Los datos de la progresién son: a, = 16, a, = 756 yn=7
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1
r = nflai" — r:7_17256:671 :l
a, 16 400 4
La progresién que resulta es:

6,41, L L L 1L
4716 64 256

Por consiguiente, los 5 medios geométricos son:

Ejemplos

Media geométrica
Sean los nimeros x, y x,, entonces su media geométrica se define por:
X, X, Six,y x,son positivos
—\/X,X, Six, yx,sonnegativos
Sean los nimeros x,, x,, X,...,X,, entonces, su media geométrica se define como:

n
XX, X5,

] ®@e-Determina la media geométrica de 12 y 48.

Solucién

Se busca un término que forme una progresién geométrica con los elementos dados, entonces al aplicar la férmula:
Media geométrica = /(12)(48) = v/576 =24

Esto indica que la progresion geométrica formada es:

12,24, 48
Y se comprueba con la razén:
L2 4
12 24

Por tanto, la media geométrica es 24

2 ®e-Encuentra la media geométrica de los nimeros 3, 9, 27 y 81.

Soluciéon

Se aplica la férmula:

Media geométrica = 3/(3)(9)(27)(81)

Al simplificar la raiz se obtiene:
B =V =R =323 =93

Finalmente, la media geométrica es: 9 \/5
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EJERCICIO 158

Realiza la interpolacién de los medios geométricos que se indican:

. . . 1
1. Cinco medias geométricas entre 5 y 32.
. - 4
2. Tres medias geométricas entre 12 y 7

3. Cuatro medias geométricas entre — 3 y — 96.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

. 4. Cinco medias geométricas entre 1% y 6 144.

. 5. Tres medias geométricas entre 2 NG y 18 V3.

6. Cuatro medias geométricas entre 1 y2 é
2 243

7. Seis medias geométricas entre — 128 y — 1

-1°
8. Tres medias geométricas entre (x — 1)* y %
a’ 8
9. Tres medias geométricas entre > y -
a

V2

10. Cuatro medias geométricas entre - y 4.

Determina la media geométrica de los siguientes nimeros:
11. 6y9

12. —4y-38

13. 5y25

14. 9y 16

15. 2,3y6

16. 4,8y 32

17. 1,3,9y27
1 1 1 1

y —

18. —, —, =
2 4 8716

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »

Interés compuesfo

Una de las aplicaciones mds importantes de las progresiones geométricas es el interés compuesto, por su constante
uso en la economia y la administracion.
Considera un capital inicial de $100, que se invierte en una tasa fija de 10% de interés anual compuesto. Calcula
el interés compuesto por periodo en los primeros 5 afios.
M,=100(1+0.1)=110 primer afio
M,=110(1+0.1)=121 segundo afio
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Ejemplos

Progresiones

M,=121(1+0.1)=133.1 tercer afo
M,=133.1(1+0.1) = 146.41 cuarto afio
M;=146.41(1+0.1)=161.051 quinto afo

Ahora bien, si se desea calcular el monto que genera un capital en determinado tiempo, con una tasa de interés

. nt
M=C (1+i)
n

fija, se utiliza:

Donde:
M = monto generado

C = capital inicial
i =tasa de interés porcentual anual
n = numero de capitalizaciones al afio

t = tiempo que se invierte el capital

] ®e-Un ama de casa ahorra en un banco $5 000, la institucién bancaria le da un interés anual de 6%. Calcula el monto que
obtendrd en 12 afios.

Solucién

Los datos de este problema son los siguientes:
C=3$5 000 i = 6% anual n =1 periodo t =12 afios

Entonces, al sustituir en la férmula, se obtiene:

L\t (1)(12)
M:C(Hi) - M =5 000 (1+0’—?6)
n
M =5000 (1.06)"
M =10 060.98

Por tanto, esa ama de casa recibird después de 12 afios la cantidad de $10 060.98

2 ®@e-Fernando invierte $3 000 en un negocio que le dard 10% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente.
(Cudl serd el monto que recibird al cabo de 5 afios?

Solucion
Los datos de este problema son los siguientes:

C=3$3 000 i = 10% anual n =2 periodos t=5 afios

Entonces, al sustituir en la férmula, se obtiene:

L \Nt (2)(5)
M=c(1+i) N M:3ooo(1+%)
n

M=3000 (1.05)"
M =4 886.68

Finalmente, Fernando recibird después de 5 afios la cantidad de $4 886.68
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3 ®e-Calcula el tiempo para duplicar una inversién de 10% de interés anual capitalizable trimestralmente.

Soluciéon

por tanto:

M:C(l+i)m - 2C:C(l+w)4’

n 4

2= (1.025)"
Se aplican logaritmos de la siguiente manera para despejar #:
log 2 =log (1.025)4' - log 2 =4t (log 1.025)
_ log2

4log1.025

t =7 afos

Entonces, se concluye que el tiempo necesario para duplicar la inversion es de 7 afos.

Si se quiere duplicar el capital, esto indica que M = 2C, luego la inversion es capitalizable trimestralmente (n = 4),

EJERCICIO 159

Determina el monto que se genera en cada uno de los siguientes problemas:

1. $10 000 que se invierten a una tasa de 10% de interés compuesto anual, durante 10 afios.
2. $32 000 se invierten a 12% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente durante 6 afios.

3. $32 158 que vencen en 7.5 afios, a 6% de interés compuesto anual.
2 . - .
4. $24 000 que vencen en 65 afios, a 9% de interés compuesto anual, capitalizable cuatrimestralmente.
1 . o .
5. $9 500 que vencen en 85 afios, a 4% de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente.
3 . - .
6. $15 400 que vencen en 3 afios, a 62 % de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente.
| 1 L - .
7. $950 que vencen en 25 afios, a 125 % de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente.

2 1 . oo
8. $6 000 que vencen en 33 afos, a IOZ % de interés compuesto anual, capitalizable mensualmente.

© 006 0600000000000 000000000000000000e e

2 1
9. $6 000 que vencen en 3§ afios, a IOZ % de interés compuesto anual capitalizable cuatrimestralmente.

3 . -
. 10. $154 000 que vencen en 3 afios, a 62 % de interés compuesto anual, capitalizable semanalmente.

Resuelve los siguientes problemas:

11.

12.

13.

Una compaiiia de seguros presenta a un padre de familia un fideicomiso para que su hijo de 8 afios reciba una cantidad
de $40 000 cuando tenga 22 afios. Determina la cantidad inicial que debe destinar si se le ofrece un contrato con una
tasa de 6% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente.

Una deuda de $9 000 dentro de 5 afios, deberd liquidarse con un pago de $14 747.55, ja qué tasa de interés trimestral
estd comprometido el préstamo?

(Qué tasa de interés compuesto anual duplica una inversién en 5 afios?
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Ejemplos

14.

Progresiones

(Qué tasa de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente, duplica el valor de la inversién en 10 afios?

15. ;Qué tiempo se necesita para triplicar una inversiéon con rendimiento de 10% de interés compuesto anual, capitalizable
cuatrimestralmente?

16. El indice de crecimiento que se plantea para una poblacién de 6 700 habitantes es de 2% anual. ;Cuanto habra crecido
la poblacién en 20 afios?

17. ¢(Qué tiempo habrd transcurrido para que un capital de $5 300 se convirtiera en $5 627.45, con una tasa de interés
compuesto anual de 2%, capitalizable mensualmente?

18. Una empresa pide un préstamo bancario de $400 000 para la compra de maquinaria. Si dicho crédito esté sujeto a
5% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente, y el tiempo para pagarlo es de 10 afios, ;cudl serd el
monto que se pagard?

19. Emilia invierte $85 000 durante 3 afios y recibe un monto de $92 881. ;Cuadl fue la tasa de interés compuesto anual
a la que fue sometida dicha inversiéon?

20. (Cudl fue el interés que generaron $20 000 si se invirtieron con una tasa de 12% de interés compuesto anual, capita-
lizable mensualmente durante 4 afios?

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s ¢ ¢ ¢ o o o o o »

Depreciacion

Se define como la pérdida de valor de un activo fisico (automdviles y casas, entre otros), como consecuencia del uso
o del transcurso del tiempo. Muchos de ellos tienen una vida qtil durante un periodo finito.

En este capitulo sdlo se abordarad el método de porcentaje fijo, que se define como:
s=c(1-a)'

Donde:
S: valor de salvamento o valor de desecho

C: costo original del activo
d: tasa de depreciacion anual

t: vida util calculada en afios

] ®@e-Latasa de depreciacién de un automévil del afio estd calculada en 8% anual. Si un cliente paga en una agencia $120 000

por una unidad, ;cudl serd el valor de desecho del automdvil al final de su vida util, si se calcula que es de 5 afios?

Solucién

De acuerdo con los datos:

C=120000,d=8%=0.08 y t=5

Al sustituir los valores en la férmula y desarrollar las operaciones se obtiene:
§=120000 (1- 0.08)5 =120 000 (0.92)5 =120 000 (0.6590) =79 080

Por tanto, el valor del automdvil a los cinco afios es de $79 080

2 ®e-Una pizzeria compra una motocicleta en $42 000 para el reparto de su mercancia. Se calcula que su vida itil seré

de 4 afios y al final de ella su valor de desecho serd de $15 000, determina la tasa de depreciacién anual de la mo-
tocicleta.
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3 ee

Solucién
De acuerdo con los datos:
C=42000,S=15000yt=4

Al sustituir los valores en la formula y despejando d, se obtiene:

15000=42000(1—d)4 l-d= 4 15 000 1-d=0.7730
42 000

d=0.227
d=227%

Por consiguiente, la tasa de depreciacion es de 22.7%

Se adquirié una maquina de bordado, cuyo precio fue de $78 600. Si su valor de desecho es de $20 604.50 y la tasa
de depreciacién es de 20% anual, calcula la vida dtil de la bordadora.

Soluciéon

De acuerdo con los datos:
C=178600, $=20604.50 y d=20%=0.20
Al sustituir en la férmula:
S=C(1—d)[ 20 604.5 =78 600(1 — 0.20)'
Se aplican logaritmos para despejar :

- log(20 604.5)—log(78 600) 6
B log(0.80) -

Por tanto, la vida util de la maquina de bordado es de 6 afios.

EJERCICIO 160

Realiza los siguientes problemas:

e e 0000000

1.

La tasa de depreciacién de una méquina esté calculada en 12% anual. Si su costo es de $200 000, ;cudl serd su valor
de desecho, si tiene una vida ttil de 10 afios?

2. El costo de una impresora es de $8 000 y se calcula que su vida til es de 3 afios. Si la tasa de depreciacién es de
23%, determina su valor de desecho.

3. Un agricultor compré un tractor con valor de $300 000 y calcula que tiene una vida til de 7 afios, al cabo de los
cuales su valor de desecho es de $40 045. ;Cuadl es la tasa de depreciacion del tractor?

4. Un edificio tiene un costo de $1200000, se le ha estimado un valor de salvamento de $226 432, y una probable vida
util de 20 afios. Determina su tasa de depreciacion anual.

5. Una escuela adquirié una camioneta en $230 000 para el transporte de material, si la tasa de depreciacién anual es
de 12%, (cudl serd su valor al cabo de 3 afios?

6. Un automdvil tiene un costo de $96 000, una vida til de 5 afios y un valor de salvamento de $31 457. Determina la
tasa de depreciacién anual.

7. Se adquiri6 una planta de luz cuyo costo fue de $220 000, se le ha estimado un valor de salvamento de $30 238; si
la tasa de depreciacion es de 18% anual, ;cudl es su vida ttil?

Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ ¢ o o o o »
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HISTORICA

Resena

rthur Cayley, matemdtico briténico. En
A 1838 ingres6 en el Trinity College de

Cambridge, donde estudié matemdati-
cas y fue nombrado profesor de esta disciplina;
permanecié en Cambridge durante el resto de
sus dias. Uno de los matemdticos mas prolificos
de la hisforia, publicd a lo largo de su vida més de novecientos articulos
cientificos. Es considerado como uno de los padres del dlgebra lineal,
introdujo el concepto de matriz y estudio sus diversas propiedades. Con
posterioridad empled estos resultados para estudiar la geometria analitica
de dimensién n.

Arthur Cayley (1821-1895)
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Definicién

Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros de la forma:

a,  4p 4y a,,
Gy Ay dy )y
ay  dzp Ay a,,
a a a a

Los nimeros a,, a,,, a,3,....a; reciben el nombre de elementos de la matriz. Para simplificar la notacion, la matriz se
expresa: A = (a;). El primer subindice de cada elemento indica el renglén, y el segundo la columna de la matriz donde
se encuentra el elemento.

Cl CZ C3 Cn
Ay Gy g a, | R,
Ay Gy Gy . G, | R
a,, — Columna — ay, Ay .. a4y | Ry
Renglén aml amZ am 3 o amu Rm
Donde: R, R,, ..., R, son renglones y C;, C,, ..., C, son columnas.
Ejemplos
Sea la matriz
-2 1 6
-3 4 -5
A=
1 6 -7
-4 0 1
Determina: a,, a,, a;;y d;
Solucién
a,,: es el valor que se encuentra en el renglén 2, columna 1, es decir, a,; =—3

a,,: es el valor que se encuentra en el renglén 2, columna 2, es decir, a,, =4
as,: es el valor que se encuentra en el renglén 3, columna 3, es decir, a,; =—7
a,,: es el valor que se encuentra en el renglén 4, columna 3, es decir, a,, = 1

Orden de una matriz

El tamafio de una matriz de m renglones y n columnas se conoce como orden y se denota por m X n.

Ejemplos

[a, a, a; ] Z:} [all a, ] |:a11 a, a, ]
- a, ay dy ay Gy Gy

Orden=1x3 Orden=3 x 1 Orden=2x2 Orden =2 x 3
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Numero de elementos de una matriz

En una matriz de m renglones y n columnas, el nimero de elementos es m X n, m veces n elementos.

Ejemplos
i a, dp ay app 4y
[a, a, a; ] ay, a“ a a, a, a
a 21 22 21 22 %23
31
mxn=1x3=3 mxn=3x1=3 mxn=2x2=4 mxn=2%x3=6
3 elementos 3 elementos 4 elementos 6 elementos

Tipos de matrices

Matriz cuadrada. Es aquella cuyo nimero de renglones es igual al nimero de columnas; es decir, una matriz de n
renglones con n columnas, recibe el nombre de matriz cuadrada de orden n.

al] alZ al} alll
a, a, a; Ay Ay Ay a,,
ay ayp
Ay Ay Go a3 Az 4y .. Oy,
ay ay “ 4 a . . . .
31 32 33
an 1 an 2 an 3 ann
Matriz cuadrada de orden 2 Matriz cuadrada de orden 3 Matriz cuadrada de orden n
Ejemplos
7 31 0
B= A A=(2-1-2
-3 111
Matriz cuadrada de orden 2 Matriz cuadrada de orden 3
Matriz renglon. Es aquella de orden 1 X n
[an Ap Qi3 Ay - Gy ]
Ejemplos
A=[12-15] B=[—37é—18]
Orden=1x4 Orden=1x5
Matriz columna. Es aquella de orden m X 1
all
ay
asz;
a,
Ejemplos
-1
3 2
A= [_2] B-| 2
-5
Orden=2x1 Orden=4x1
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Matriz cero (matriz nula). Es aquella en la cual todos los elementos son cero.

Ejemplos
g 000 00
0=[000] 0=\, 0=|000 0=|00
000 00
0
Matriz nula de Matriz nula de Matriz nula de Matriz nula de
orden 1 X 3 orden 4 x 1 orden 3 orden 3 x 2

Matriz diagonal. Es aquella matriz de orden n que tiene elementos distintos de cero en la diagonal principal, es decir,
una matriz cuadrada M :( m; ) donde m; = 0 siempre que i#j

m, 0 0 0 ..0
0 m, 0 0 ..0
|10 0my 0 .0
M=1"%9 00 m, .0
000 0 ..m,
Ejemplos
-4 0 0 0
1 0 0
2 0 0 -1 0 0
A= B=|0 -6 0 Cc=
0 3 0 0 -6 0
0 0 -1
0 0 01

Matriz identidad (matriz unidad). Es aquella matriz diagonal de orden n, cuyos elementos distintos de cero son 1,
se denota por I,

10000..0
01000..0
~({00100..0
L=100010..0
00000..1
Ejemplos
100
12=[§)(;] L=010
001
Matriz identidad de orden 2 Matriz identidad de orden 3

Matriz triangular superior. Es aquella matriz cuadrada de orden n, donde los elementos a;; = 0, para i > j, es decir,
todos los elementos debajo de la diagonal principal son cero.

a, a, a; ... q
0 a, a, .. a,,

A=10 0 ay ..a,,

0 0 0 ..a
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Ejemplos

—

Matrices

Ejemplos
2-13
B= [ g _i] c=|0 75
0 01
Matriz superior de orden 2 Matriz superior de orden 3

Matriz triangular inferior. Es aquella matriz cuadrada de orden n, donde @, =0, para i < j, es decir, todos los elementos
por arriba de la diagonal principal son cero.

a, 0 0 .. 0

a, a, 0 .. 0
A=|a; a; ay .. 0
a;l anZ anS b ann
Ejemplos
2000
4 0 5700
I= [—8 3] I= 9410
1 361
Matriz inferior de orden 2 Matriz inferior de orden 4
Matriz simétrica. Es aquella matriz cuadrada de orden n, tal que los elementos a,;=a,
Ejemplos
a a b, b, b, 56 -3
A:[all a12:| B=|b, b, b, C=| 6 1 4
T b,, by, by, -3 4 2
La matriz A de orden 2, La matriz B de orden 3, La matriz C de orden 3,
es simétrica si: es simétrica si: es simétrica porque:
b, =b,, €, =¢y =06
{au = Ay b=y, Cy=cy="3
by, =by, Cpy =0y =4

Matrices iguales. Dos matrices son iguales si tienen el mismo orden y sus elementos correspondientes son respecti-
vamente iguales.

Ji6 15| |4 (1) s
Determina si las matrices | —1 2 -3|y [-1 V4 -3 son iguales.
o 3 10 27

Solucién

Las matrices son iguales porque son del mismo orden y sus elementos son iguales:

Jie 1 5] [ 4 (<1 s
-1 2 3lz|-1 J4 3
Lo 3 1 0 27
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2 @®@e-Determina el valor de x, y, wy z, para que:

x+y 6z | [-1 2
2w 2x=3y || 6 =7

Soluciéon

x+y=—1
6z=2
2w=6
2x—-3y=-17

Al resolver el sistema resultaque x=—2,y=1,w=3yz= 3

Las matrices tienen la misma dimensién, al realizar la igualdad de términos se obtiene el siguiente sistema:

EJERCICIO 161

Determina los valores de las incognitas, para que las matrices sean iguales.

AR
2 [ [

3. [t+4 6-r 2g+1]=[6-t 5 T-gq]

7 3-x x -4
-1 2-— -1
4. Y = J
8 2 8 2
0 z+12 0 10
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »

Multiplicacion por un escalar

Sea A = (a;) una matriz de orden m X n'y A un niimero real, entonces AA = ().a,_,/.) es decir, si:

a, a, a, .. a, Aa,  Aa, Aas .. Aa,
ay Ay Gy e Gy, Aa,  Aay, Aay ... Aay,
A=l|a, a, a; .. a,|entoncesAA=|Aa,, Aa, Aay,; .. Aa,
aml am2 am3 b anm Mml 2'amZ 2’am 3 oo a’amn

Esta nueva matriz también recibe el nombre de matriz escalar.
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EAEMPLOS °
el 2 -1
% 4 6
c | ®@eSiA= determina 3A.
Hy 0 -2
1 3
Solucién

El escalar 3 se multiplica por cada uno de los elementos de la matriz.

2 -1 3(2) 3(-1)
34 = 4 6 _ 3(4) 3(6)
0 -2 3(0) 3(-2)
L3 3(1)  3(3)
6 -3
- 12 18
Por consiguiente, 34 = 0 -6
39
6 -3 4
2 e SiB:[ :|encuentralB.
5 =21 2

Solucién

1 . P .
El escalar — multiplica a cada uno de los términos de la matriz.

1 1 1
—(6) =(-3) =4
IB—I—|:6 -3 4:| 2() 2( )2()
27 2[5 -2 1]]1 1 1
75 7_2 —_
26) 5(2) 5
Cofs 2
Por tanto, — B = 2
2P7s 1
2 2

6
12

-3
18
-6
9

Nl W

|
N | W

N | =

Matrices

Suma

Sean A = (a;) y B = (b;) dos matrices de orden m X n, la suma de A y B estéd determinada por:

A+B=(a)+ b,

Donde A + B es la matriz de orden m X n que resulta de sumar los elementos correspondientes.

EuJ,EMPLOS o
—g_ ] ®@e-Determina A + B para las matrices:
£
Q0 3 6 2 -1
i
-1 0 4

Determina A + B
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Soluciéon

Las matrices tienen el mismo orden, en este caso, 3 X 2, entonces la suma se puede realizar; la definicién indica que
cada término de la primera matriz se suma con los términos correspondientes de la segunda matriz, es decir, se suman

ay,+by,a,+by,,a,+b,y, ..., a5+ by,
3 6 2 -1 3+2 6+(—1) 5 5
A+B=|2 4|+|6 -T|=|2+6 4+(-7)|=|8 -3
-1 0 4 0 -1+4  0+0 30
5 5
Por tanto,A +B=|8 -3
30

? ®e-Sean las matrices:
5 -2 6 -3 -1 -4 8 -5
C= yD:
-2 8 -7 8 6 2 1 -7
Determina 3C + 2D

Soluciéon

Se determina cada matriz escalar:

302[3 5) - 3(=2) 3(6) 3(—3)]:[15 -6 18 _9]

-6 24 -21 24

(
(
ZD:H_I) 2(-4) ZfS) 2(—5)}:[—2 -8 16 -10]

12 4 2 -14

Las matrices tienen el mismo orden, 2 X 4, al sumar se obtiene:

15 -6 18 =97 . [-2 -8 16 —10] [13 —-14 34 -19
3C+2D_[—6 24 -21 24] [12 4 2 —14]_[6 28 -19 10]

Finalmente,3C+2D:|:13 -14 34 _19:|

6 28 -19 10

Inverso aditivo

El inverso aditivo de una matriz A de orden m X n es — A.

SiA =(a,), entonces —A = (— a;), es decir, el inverso aditivo de una matriz se obtiene al multiplicar cada elemento
por el escalar — 1, en otras palabras, el inverso aditivo de una matriz A es otra matriz — A, tal que A + (—A ) =0, donde
0 es la matriz cero o nula.

Ejemplo
3 _s 2 -10
SiA = |: 7 2:| yB=|-4 5 7], determina—A,— By verificaque A + (- A)=0.
-10 1 3
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Solucién

Se obtiene la matriz inverso aditivo de la matriz A y B.

e R [ ] S

2 -1 0 2 -10 -2 1 0
B=|-4 5 7|>-B=(-1))-4 5 7|>-B=| 4 -5 -7
-10 1 3 -10 1 3 10 -1 -3

Se realiza la operacién A + (— A)

[—3 —5:| [ 3 5] [—3+3 —5+5] [0 O]
A+(-A)= + = =
7 =2 -7 2 7-7 =2+2 0 0

-2 1 0
35
Portanto,—A:[ 7 2},—32 4 -5 -T7|yA+(-A)=0
10 -1 -3

Resta

La diferencia o resta de dos matrices m X n, se define:
A-B=A+(-B)

Donde — B es el inverso aditivo de B.

1 @e-EncuentraA — B si

Ejemplos
N
I
1
\S}
|
N
—_
<
=
Il
|—
[\
|
(9,
—

Solucioén
Para determinar la resta, la segunda matriz se multiplica por el escalar — 1, entonces la nueva matriz se suma con la

primera y queda como resultado:

ey B e e Rl

0 1
Por consiguiente, A — B = |: ]

-3 3
-3 1 2 -4
2 @o-Sean las matrices M=| 4 5| yN=|-1 0 |, determinar 3M — 2N.
01 0 3
Solucion
La operacién 3M — 2N se puede expresar como en 3M + (— 2N), se obtienen las matrices escalares y finalmente se
suman.
-9 3 -4 8
3IM=|12 15| y =2N=| 2 O
0 3 0 -6 (continiia)
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Entonces,
-9 3 -4 8 -9-4 3+8 -13 11
BM-2N=3M+(-2N)=|12 15(+| 2 0 |=]12+2 15+0|=| 14 15
0 3 0 -6 0+0 3-6 0 -3
-13 11
Finalmente, 3M — 2N es | 14 15
0 -3

3 ®@e-Dada la siguiente igualdad:

m+2 n m—-2 -n 10 8 . . .
3 - = , determina el valor de las incégnitas.
1 4 y 5 3 7

Solucién

Se realizan las operaciones indicadas.

3[m+2 n]_[m—z —n]=[3(m+2)—(ym—2) 3n—(—n)]=[2m+8 4n:|

1 4 y 5 3(1)-

[ 2m+8 4n ] 10 8
Luego, =
3=y 7 3 7
Los términos resultantes se igualan con los términos correspondientes de la matriz del segundo miembro, y se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

2m + 8 = 10
4n = 8
3-y =3

Al resolver el sistema se obtienen los siguientes valores: y=0,m=1yn=2

EJERCICIO 162

: Para las siguientes matrices, efectta A+ B, A-B, A— A, 4A-3By2A-0B
. -3 1 -3 1 [2 -3 -1 1 -6 4
: l.A:[ . 2],3:[ . 2] bA=14 6 1]’3‘[—3 2 7]
- 2. A=[2 0 1].B=[-6 7 3] R a4 Loy
: 5% % ;
2 -7 -4 5 1
3.A=|1 0| B=| 2 -6 5.A=|0 3 2|,B= 3 -5 8
2 -3 1 7 7 l 0 g f _g
L3 305 2

En las siguientes igualdades, determina el valor de las incégnitas.
a=7 5 w 3 b-1 -4 6 7 -w
6. +2 =
v—4 1-c d -v =3 0 -1 -7 5
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x+1 1 2 n 2 8—-n 1 —-w 3 x -4 2 4 -2 5
7.2 5 0 [-3|y-1 2|=|-5 6 8. |11 9 12|+ |-1 z-1 1|=|10 10 13
3 1-w 2 4 0 -w y =7 2v -1 3 -4 6 -4 v

c Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o o ¢ ¢ ¢ ¢ 6 o o o o

Multiplicacién

Sea A = (a;) una matriz de orden m X n, y B = (b,) una matriz de orden n X p, la multiplicacion AB da como resultado
la matriz C = (c;) de orden m X p, tal que

c;=agb+ aphy+ ... +ab .

Para:
i=1,2,3,4,..,m j=12,3,4,..n
El niimero de columnas de la matriz A, es igual al nimero de renglones de la matriz B.
Matriz A Matriz B
mxn nxp

T 4 igual 4 T

Tamafio de AB esm X p

Ejemplos
Matriz A Matriz B Matriz AB
2x3 3x4 2x4
1%x2 2x3 1x3
5x4 4x2 5x2
3x1 3x1 No definida
EJEMPLOS °

'I‘ @9 Realiza la multiplicacién de las siguientes matrices:
2 3 2 0 3
A= y B =
5 4 -1 15

A es una matriz de 2 X 2 y B de 2 x 3, por tanto, la multiplicacion se puede realizar. Al aplicar la definicién se procede
de la siguiente manera: se multiplica el primer renglén por cada una de las columnas de la segunda matriz.

2 3] (2 0 3} _ [2(2)+3(-1) 2(0)+3(1) 2(3)+3(5)] _ [1 3 21]

5 4/[-1 15

%]
2
o
£
2
w

Solucién

AB = [
Se realiza la misma operacién con el segundo renglén.

z 2] —21 (1) 2]2_5(2)+4(—1) 5(0)+4(1) 5(3)+4(5)] [6435]

an-|

(continiia)
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Finalmente, se unen los resultados para obtener la matriz AB,
1 3 21
AB =
6 4 35
Su orden es de 2 x 3
31 -1
? @e:DeterminaR*siR=|0 4 2|
-2 1 0
Solucién

Se transforma R* en R = RR; esto es posible si R es una matriz cuadrada y se procede a realizar las operaciones

indicadas en el ejemplo anterior.

3 1 -1]1[3 1 -1
R=|10 4 2(l0 4
_—2 1 of[l—=2 1 o0
3(3)+1(0)-1(=2)  3(1)+1(4)-1(1)  3(-1)+1(2)-1(0)
=| 0(3)+4(0)+2(=2) o0o(1)+4(4)+2(1) 0(=1)+4(2)+2(0)
=2(3)+1(0)+0(-2) —2(1)+1(4)+0(1) —2(-1)+1(2)+0(0)
(11 6 -1 11 6 -1
=|-4 18 8 |entoncesR*=|-4 18 8
|6 2 4 -6 2 4

Propiedades de las matrices

Sean las matrices P, Q, R de orden m X n, O la matriz nula de m X n, I la matriz identidad y r, s escalares, entonces:

Propiedades

Conmutativa de la suma P+Q=Q+P

Asociativa de la suma P+(Q+R)=(P+Q)+R

Identidad de la suma P+O=0+P=P

Distributiva izquierda r(P+Q)=rP+rQ

Distributiva derecha

Inverso aditivo

Asociativa de la multiplicacion de escalares
Asociativa de la multiplicacion

Identidad de la multiplicacién

Distributiva por la izquierda

Distributiva por la derecha

(r+s)P=rP+sP
P+(-P)=0
(r-s)P=r(sP)
P(QR)=(PQ)R
IP=PI=P
P(Q+R)=PQ+PR

(Q+R)P=QP+RP
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EJERCICIO 163
Para las siguientes matrices determina AB, BA, A(B— 2C) y A(BC), en caso de ser posible.
1.A=[5 7] yB : soac|t lypo [0
AT U o 17T 2
2 -1 _
2.A=[3 0 -1]yB=|0 6. 4= lys=|7" 7F
- —HyeE o 2P
| L
(4 -1 0 -1 =2 _ 0 2
5 4 3 1 2
3.2.A=|1 Of|yB=|-2 0 -1 7. A= :|,B: -1 3 yC:[ :|
21 0 3 4
-3 2 -1 2 0 - 1 1
_ 0 -1 =2 (3 1
1 23 31 1 0
4. A= :|yB= -2 0 -1 8. A=1|2 -1 ,B=|: :|yC=|: :|
32 1 20 2 -1
- -1 -2 0 10 1
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ o ¢ ¢ o ¢ ¢ « o

Determinantes

El determinante de una matriz A de orden 7, es un niimero escalar que se relaciona con la matriz, mediante una regla
de operacién. Denotada por detA = ‘ A ‘

Sea la matriz de orden 2
A= |:a11 i :I
ay Ay

=)

= Ay Ay Ay ay,

El determinante de A estd dado por:

(+)

Por tanto,

a, 4y
ay Ady

detA =

= 4y Ay A tay

Ejemplo

Evalda el determinante de la matriz:
41
4= 2]

Cada elemento de la matriz se sustituye en la férmula y se realizan las operaciones.

Solucién

41

detA = ‘_2 5

‘: (4)(5)-(-2)(1) 20+2=22

Finalmente, el detA =22
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Sea la matriz de orden 3
ay dp 4y
A= ay ay, ay
Qy Ay Ay

Se escribe el determinante de 3 X 3, para resolverlo se repiten los dos primeros renglones y se multiplican las
entradas en diagonal como se indica:

a, 4y 4y
det(A): ay Ay Gy
a3 Ay Ay

Por tanto, el determinante es:

detA = (an Ay Ay Ay Ay, A3t Ay Ay, ’023)_(‘121 "y Ayt Ay Ay, Ay Ty Ay, ‘“13)

detA = a, -Gy Ay + 0y, Ay - Ay + 0y, Ay - Uyy — Gy -Gy Gy = Ay Ay~ Ay = Ay~ Aoy~ Gy

Ejemplo
El determinante de la matriz B, es:
2-10
B=|-2 34
-516

Soluciéon

Se forma el siguiente arreglo: se aumentan los dos primeros renglones del determinante, como se indica, después se
procede a sustituir los términos en la férmula y se realizan las operaciones indicadas en la férmula.
(=)
L ol
(=)
det(B)=
(+)
3 (+)
(+)

Por consiguiente, el determinante es:

det B = (2)(3)(6)+ (=2)(1)(0)+(=5)(=1)(4)=(=2)(=1)(6)-(2)(1)(4)=(~5)(3)(0)

= 36+0+20-12-8-0 =36

En consecuencia, el detB = 36

Propiedades

1. Si se intercambian dos renglones de una matriz A de orden n, el determinante de la matriz resultante es:

detA = — detd
2. Si son cero todos los elementos de un renglén o columna de una matriz A de orden n, entonces
detA =0
3. Si 2 renglones son iguales de una matriz A de orden n, entonces
detA =0

4. Si se tiene una matriz A de orden #n, ya sea matriz triangular superior o inferior, entonces

detA = producto de los elementos de la diagonal principal
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5. Siun rengl6n de una matriz se multiplica por un escalar A, entonces
detA = A detA
6. SiA y B son matrices de orden n, entonces

detAB = detA detB

1 -3
1 ®@e-Verifica la propiedad 2 si A = [0 0 :|

Ejemplos

Solucién

Se observa que en uno de los renglones de la matriz todos son ceros, luego se procede a encontrar el determinante de
la matriz A

-)
detA = =(1)(0)-(0)(-3)=0-0=0
)

Finalmente, el detA = 0, y se verifica la propiedad 2

. . ) 51
? ®@e-Verifica la propiedad 4 si A = [0 4:|.

Solucion
Se observa que la matriz es triangular superior, entonces el producto de la diagonal principal es:
(5)(4)=20

Luego, se procede a hallar el determinante de la matriz A

=)

Por tanto, detA = (5 )( 4 ) =20
Finalmente, se verifica la propiedad 4

132
3 ®@e-Verificaqueel detdA =0siA=|2 3 4
132
Solucién
(=)
3 (=)
(=)
detA =
(+)
3 (+)
(+)

detA = (1)(3)(2)+(2)(3)(2)+(1)(3)(4)-(2)(3)(2)-(D(3)(4)-(1)(3)(2)

=6+12+12-12-12-6=0

Por consiguiente,
detA =0
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EJERCICIO 164

: Encuentra el determinante de las siguientes matrices:
3 -1 8 -2 -5 -1
L. A:[i _53] 2. B:[_lz_g] 3. C=[18 _ﬂ 4. E=|5 6 4 5.D=|-4 -1 -3
0 4 -3 1 0 -6
Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ o o o o o o o &

Matriz inversa
Dada una matriz cuadrada P de orden n, si existe una matriz Q tal que:
PQ=QP=1,
Entonces, se dice que la matriz Q es la matriz inversa de Py se denota P, de tal forma que:
PP'=P'P=1I,
Donde:

I : Matriz identidad de orden n

Para que exista la inversa de la matriz P es necesario que la matriz sea cuadrada y el detP#0

Método de Gaussjordan

Se utiliza la matriz aumentada, la cual se obtiene al unir la matriz cuadrada de orden n con la matriz identidad I,,;
una vez aumentada la matriz, por medio de operaciones elementales, se obtiene otra matriz.

Py Pn o - plnil 0 .. 0 1 0 0 Oiqll 4 - G
Pa P Qe YD 0 D e
. . . 1. . . . . ol . . .
Pu Pu e P10 0 1 00 o lig, G, - 4,

Si en el proceso algin elemento de la diagonal principal es cero, entonces la matriz no tiene inversa.

2 1
ooObténR",sikz[l 3].

Ejemplos
—

Solucién

Se aumenta la matriz y se efectian las operaciones indicadas:

2 1.1 0 1 =310 1 1 3,0 1
| ~ | ~ |
I =370 1 R,OR 2. 1710 2R -R,—>R 0 -77-1 2 TR-3R, >R

31

| |
~[7o 1] ~103§% ~10377
O 7i-1 20 o 7141 2w 0114 2
’ ok 77
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301
P 301
Por tanto, R ' = 7721
1 2 711 =2
17 7
(1 2 -1
? @e:DeterminaB'siB=|2 1 0.
4 2 3
Solucién
(1 2 -1'1 0 0 1 -111 0 0
| |
2 1 0!01 0 ~10 3 22 -1 0
| |
4 2 310 0 1], . . 4 2 310 0 1f, .
[1 2 -1!11 0 0] 1 2 -1!'1 0 O
| |
0 3 2'2 -1 0 ~10 3 212 -1 0
_0 10 _734 0 _1—10Rﬂ—3R~>R~ 0 0 1 38 -10 3R+2R4)R
(1 2 -1'1 0 0] 1 2 -1!'1 0
| |
0 3 0!18 21 6 ~101 0'6 -7
00 118 -10 3}, . [00 1i8 -10 3], .
32—>2 1R3> Ry
(1 2 019 -10 3 1 00/-3 4 -1
| |
01 0'6 -7 2 ~10 106 -7 2
00 118 10 3/ .~ [00 118 -0 3
-3 4 -1
Finalmente, B '=| 6 -7 2
8 -10 3
EJERCICIO 165
: Determina la matriz inversa de las siguientes matrices:
. L " 4 2 -1
: 3 4 11
. 1. A= 4. D=2 3 7.6=10 =2 2
2 2
L i 2 1 -1 2 -3
1 o] [2 1 -1] (6 10
2. B= 5. E=|-1 1 2 8. H=|2 -1 3
5 2
- - 1 2 -1 [0 1 -1
_ _ 4 0 2 1
_ 5 4 3
3. C= 2_1] 6. F= 10 9 yo |2 2 172
T -3 2 T Tl s 2 -3
-1 2 -3
- - 0 3 1 =2
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Inversa de una matriz para resolver sistemas de ecuaciones

Sea el sistema:

a,x, +a,x,+..+a, x,=c
ay X, +a,Xx, +...+a,,x,=c,
a, X, +am2x2 +.+ta, x =C,

mn”*n

Si el sistema se expresa en forma matricial se obtiene:

ay  Gp 4y a, X, [t
Ay Ay Ay ay, X, c,
a; Az dy as, Xy | = | ¢
aml amZ am3 amn x" C”
Sea
ay  Gp Ay a, X, [eh
Gy Gy Ay ay, X, c,
A=|ay ay, ay a, |, X = X; |y C= Cy
aml amZ am3 amn x” C”
Entonces:
AX=C

Si existe A™', se multiplican por A™ @ ambos miembros de la igualdad.
Se obtiene: ATAX =A"'C, pero AA™ =TI entonces, IX=A"C. 5 X=A4"'C.

Esta dltima expresion resuelve el sistema de ecuaciones.

) 2x — 3y 7
Té' 1 ®@e-Resuelve el siguiente sistema: { X+ dy = 2
9 ‘s
i Solucién
. 2 3 by 7
Se definen las matrices A, X y C, entonces: A = | 4 X= C= 5
y _

. .. -1
Luego, se obtiene la matriz inversa A

2 311 0 1 [1 410 1]
I =4 —
1450 1, —3‘1 0y oy L0 ML 2ty

_ 1oy
143 1 01 —
1 01— — r11 11
0 111-1 2| 0 1!-+ =
- ‘ TR EETEET!
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4 3
Por consiguiente, A™" = 1 11 11
INTRRT!
Finalmente, para hallar los valores de las incégnitas se aplica la expresién: X =A ' C
Entonces:
4 3 4 3
RN (=20 ] [2
e e S
11 11 11 11
Por tanto, las soluciones del sistema son:
x=2,y=-1
x+y-2z=-4
@e-Resuelve el siguiente sistema: {2x—y—z=1
3x-2y +z=7
Solucién
1 1 -2 X -4
Se definen las matrices A, Xy C,entonces:A= |2 -1 -1 [[X=|y|yC=
3 -2 1 b4 7
Se obtiene la matriz A™'
[ 1 =21 00 [1 1 =2] 100
-1 -1]0 1 0 ~10 -3 3(-2 1 0
3 =2 110 0 1| r+ror 0 -5 7(-3 0 1],
- 3R 4R SR, - —3R—k,
[ 11
_ - =0
11—2;010 10_1331
~]10 1 -1|= ——= 0 ~10 -1|= -—= 0
0 -5 3 3 00 2 3 3
B 7 -3 0 1—R2+R,—)R, 1 5 1
- SR, + Ry >Ry 5 A5
L 3 3 %RJHIQ
11 i
[ 11
1 0 -1/3 3 0 02 2 2
~lo 1 -112 -1y ~lo 102 21
) 3 3 6 6 2
OO s OOl s
6 6 2 [ry+roR, i 6 6 2
Ry+R, >R,

Por tanto, A" ' =

A= | N —
AN A |~
N|— N = |~

(continiia)
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Finalmente, para hallar los valores de las incognitas se aplica la expresion:
X=4a"cC
Entonces:
[1 1 1,1
111 5(‘4)+(‘5)(l)+§(7)
* § 3 12 s AT
X= == —= —|| 1l|=|=(-4)+-=(1)+=(7
NS HEE (-2 Jwe3 0
z
1 5 1 1 5 1
5 6 2 g(—4)+(—g)(1)+5(7)
Por tanto, las soluciones del sistema son: x=1,y=—1yz=2

EJERCICIO 166

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de la inversa de una matriz.

a-2b+c=12

1. {gj;g :iz 4. {2a+b-c=3
y= a-b+3c=13
Tm+9n=—-10 2e-y+3i=3

2. In—3m=16 5. qx+4y+z=12
B 3x—-5y-2z=7

_ x+2y—-z=1
3 | batTb=—4 6. {3x+y+2z==2
a-2b=31

x—y+4z=-6

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e « ¢ ¢ o o o o o o »
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RAICES DE UN POLINOMIO

HISTORICA

Resena

Niccolo Fontana-Tartaglia (1500-1557)

acié en Brescia y murid en Venecia. Su
N verdadero nombre era Fontana, pero

fue apodado Tartaglia por su fartamu-
dez, causada por una cuchillada asestada por
un soldado francés, que le derivé secuelas en el
habla. Fue el primero en idear un procedimiento general de resolucién de
ecuaciones de tercer grado, manteniendo en secrefo sus métodos. Cardano
le engafié bajo la promesa de mantener en secrefo estos métodos pero,
faltando a su honor, los publicd. En 1537 publicé su primer libro sobre
teoria balistica.

Niccolo Fontana-Tartaglia
(1500-1557)
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Teorema del factor y del residuo

n—

Sea el polinomio f(x)= a X" + a, X" +...+a, y bx + ¢ un binomio, entonces:

a) bx+ cesfactorde f(x) sif (—%) =0

b) bx+ cnoes factorde f(x) sif (—%) =k, con k# 0, donde k es el residuo del cociente de f(x) con bx + ¢, asimismo,

c .
_E resulta de resolver la ecuacion bx + ¢ =0

] ®@e-Demuestra que 3x — 1 es factor del polinomio f(x) = 3x° + 2x* — 19x + 6.

Ejemplos

Solucién

El binomio 3x — 1, se iguala con cero y se despeja x
3x-1=0 - xX=—

Este resultado de la ecuacion se evalia en f(x):
3 2
1(5)=33) l5) -l
3 3 3 3
f(l) - 3(L)+z(l)_19(1)+6 ~0
3 27 9 3

1
Como el resultado de f(g) =0, entonces se concluye que 3x — 1, si es factor del polinomio.

? ®e:0Obtén el residuo de dividir 4x° — 11x* — x + 14 entre x — 3.

Soluciéon

Al aplicar el teorema del residuo, se iguala con cero x — 3 y el resultado del despeje se sustituye en el polinomio f(x) =
4 — 11 —x+ 14

f3)=43Y - 1131 -(3)+14=20

Por tanto el residuo de la division es 20

3 ®@e-Identifica cul de las siguientes expresiones 5x + 1, x —4 y x +4, son factores del polinomio f(x) = 10x* + 57 + 71x + 12.

Soluciéon

Las expresiones 5x + 1, x — 4 y x + 4, se igualan con cero y se despeja a x, para luego evaluar los valores obtenidos

en f(x):

1 1y 1Y 1
f(—§)=10(—§) +57(_§) +71(—§)+12:0 por tanto 5x + 1, si es factor

f(4)=10(4)" +57(4)* +71(4)+12 = 1848, por tanto x — 4, no es factor

f(=4)=10(=4)’ +57(~4)’ + 71(=4)+12 =0, por tanto x + 4, si es factor
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4 ®e-Determina el valor de k, tal que f(x) = 3kx’ + (4k + 5)x* — 19x — 12, sea divisible por: x + 3.

Solucién

Para que f(x) sea divisible por x + 3, se debe de cumplir que f(-3) = 0, entonces:
F(=3) =3k(=3)’ + (4k + 5)(-3)* = 19(=3) - 12 =0
Se resuelve la ecuacion para k:
—45k+90=0 - k=2
Por tanto, el valor de k =2 y el polinomio queda expresado como:
fx)=6x"+13x" = 19x — 12
5 ®@e-Determina los valores de k, tales que f(x) = kx’ — (K* — 2)x* — (k + 3)*x — 20, sea divisible por: 3x + 2.

Solucién

. . s . 2
Para que el polinomio sea divisible por 3x + 2, se debe cumplir que f (—5) =0, entonces:

f(—%): k(—g -(k —2)(—2)2 —(k+ 3)2(—%)—20 =0

Al desarrollar la expresion se obtiene la ecuacién de segundo grado:

3K +50k-177=0

. 59 . .
Cuyas soluciones para k, son los valores, 3 'y 3 entonces los polinomios son:

f) =3 -7 -36x-20 y f(x)= —é[m;f +3463x” +2500x+180 |

Ejemplos

Raices

Dado el polinomio f(x) = a,x" + a, X" +...+ a,x' + a, el nimero de raices o ceros corresponde al grado n del

polinomio y son aquellos valores que cumplen la condicién f(x,)= 0, éstos pueden ser reales, complejos o ambos, de
acuerdo a las caracteristicas propias del polinomio.

] ®@e-Demuestra que — 2, 1y 3 son raices del polinomio f(x) = x* — 2x* — 5x + 6.

Solucién

Se sustituyen los valores — 2, 1 y 3 en el polinomio:
f2)= (2P -2(-2)-5(-2)+6=—8—-8+10+6=0
FD=(1Y =21 =5(1)+6=1-2-5+6=0
f3=03)’-237-53)+6=27-18-15+6=0

Todos los residuos son iguales a 0, por consiguiente, se demuestra que estos valores son raices o ceros del poli-
nomio.
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1 . .
2 ®@e-Prucbaque—i,iy 3 son las raices del polinomio f(x) = 3x’ — x* + 3x — 1.

Soluciéon

o1 . . .
Los valores — i, iy 3 son sustituidos en el polinomio

f) =3 (=i +3(=) - 1=3(=) - (O -3i-1==3"-*-3i-1
=—3-i)-(-1)-3i—1
=3i+1-3i—1
=0

FfO =30 -G +30) - 1=3(P) - (O +3i-1=3"-+3i-1
=3-i)-(-D+3i-1
=-3i+1+4+3i-1

3 2
(3)-45)-(3) (3 )1 - 3 )5 r1m1 - 55 #1-1 =0
3 3 3 3 27) 9 9 9
.o 1 . . .
Por tanto, se prueba que —i, i y 3 son las raices del polinomio.

3 ®@e-Determina cuiles de los siguientes nimeros 4, 1, 1 + iy —1 — 2i son ceros del polinomio f(x) = x* + 5x* + 7x* + 7x
- 20.

Solucion
Se sustituye uno a uno los nimeros en el polinomio, esto con el fin de saber cudles son raices del mismo.
f@) =@ +54)° +7(4) +7(4) - 20 = 696
S =M +501° +7(1*+7(1) -20=0
FA+D) =1+ + 51 +i) +7(1 +i)* + 7(1 +1) — 20 = 27 + 31i
F(=1=2i) = (=1 = 2i)* + 5(=1 = 2i)’ + 7(=1 = 2i)* + 7(-1 = 2i) =20 =0

Por consiguiente, los valores 1 y —1 —2i son los tinicos que son raices del polinomio.

Ejemplos

Si las raices de un polinomio son x,, x,, X;,..., X, entonces el polinomio se puede expresar de la siguiente forma:

f) =x—x)x—x)x—-x;)...(x —x,)

—

®¢-Determina el polinomio cuyas raices son los nimeros — 3,0y 4.
Solucion
Dado que existen tres raices, el polinomio a obtener es:
J&) == (3D -0)x - (4)
J&) =(x+3)x0)x—4),
Se desarrolla el producto de los binomios y finalmente el polinomio es:

f)=x"—x"—12x
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35

. . . 1
2 @®@e-Determina el polinomio de tercer grado con ceros en — 1, > yf(=2)=- ry

Solucién

Dado que el polinomio es de tercer grado, se representa como:

J) = (= x)(x = x)(x — x3)
F) = (x—(—l))(x— %)(x— X)) = (x+ 1)(x—%)(x—x3)

Y se sabe que f(—2) =— ? entonces:

f=2)= (—2+1)(—2—%)(—2—x3) - -= = (—1)(—7)(—2—%)

Al resolver para x;, se obtiene que:

1
X3 = —Z

Por tanto, el polinomio que cumple las condiciones establecidas es:

f)= (x+1)(x—%)(x+%) P+ éxz _ Ex

!
47 80 8

3 ®@e-0Obtén el polinomio de tercer grado si se sabe que sus raices son: — 1 —i, — 1 + iy 5.

Solucion
El polinomio se representa de la forma:
f@ = (x=(-1=i))(x=(-1+i))(x=5) = (x+1+i)(x+1-i)(x—5)
Al desarrollar el producto se obtiene:

f)=x-3x-8x—-10

4 ®e-Encuentra el polinomio de cuarto grado si se sabe que sus raices son: 2i, — 3, y ademds f(— 1) = —50 y f(0) = — 48.

Solucién

Al tratarse de un polinomio de cuarto grado se representa como:
JO) = (= x)(x — x)(x = x;)(x — x,)
fe) = (x=2i)(x+ 3)(x—x3)(x—x4)
Pero se sabe que f(— 1) =—50, entonces:
fED = (-1-2i)(-143)(-1-x,)(-1-x,) - =50 = (-1-2i)(2)(-1-x,)(-1-x,)
También se cumple que f(0) = — 48, por tanto:

fO)=(0-20)(0+3)(0-x)(0-x,) = —48=(20)(3)(-x)(-x,)
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Donde se genera el siguiente sistema:

8
XaXy =

l
x4 24 -2i
pe X, XX, =
AR ¥

El cual tiene como soluciones x, = 4 y x, = —2i, por lo que el polinomio queda definido como:

Fe) = (x=2i)(x+3)(x—4)(x+2i) - f) =x'—x’ -8 —4x—48

Céleulo de los raices por division sintética

Para encontrar las raices de un polinomio se emplea la division sintética, asi como los diversos métodos de factori-
zacién y resolucién de ecuaciones, ademds de hacer uso de la regla de los signos de Descartes.

Regla de los signos de Descartes
Esta regla nos permite determinar el tipo de raiz posible para un polinomio (positiva, negativa o compleja)
Sea el polinomio f(x) = a,x" +a, , X" +...+ a,x' + a, entonces sucede que:
El niimero de raices positivas es igual o menor en dos al nimero de cambios de signo del polinomio.
El niimero de raices negativas es igual o menor en dos al nimero de cambios de signo de la evaluacién f(—x).

El nimero de raices complejas depende del niimero de raices positivas o negativas que tenga el polinomio. Si
el polinomio con coeficientes reales tiene una raiz compleja entonces también tiene como raiz su conjugado.

] ®@e-Dado el polinomio f(x) = x* — 2x* — 11x + 12, determina sus raices.

Ejemplos

Solucion
Si se aplica la regla de Descartes se observa que:

1. Existen dos cambios de signos en f(x), en consecuencia el polinomio tiene dos posibles o ninguna raiz positiva

f)=+x =2x = 11x+ 12
/

2. Se evalda f(—x), para determinar las posibles raices negativas

f=)==x" =2+ 11x+ 12

Se observa que sélo hay un cambio de signo, por tanto existe una posible raiz negativa.
De acuerdo con la regla de los signos de Descartes las posibles combinaciones de raices son:

Raices positivas 210
Raices negativas 111
Raices complejas 0|2

408



Capituo 17

Raices de un polinomio

Se factoriza el polinomio mediante el uso de la divisidn sintética, como a continuacidn se ilustra.
Ya que el coeficiente de x’ es 1, se toman tnicamente los divisores de 12

Divisoresde 12={+1,£2,+3,+4,+£6,+ 12}

Estos son los posibles valores para los cuales el valor del residuo de la division sintética puede ser cero.
Se ordenan los coeficientes del polinomio y, con los valores anteriores, se efectian las operaciones siguientes:

1 -2 —-11 12 1
1 -1 -12 —
1 -1 -12 0 4
4 12 o
1 3 0 -3
-3 -
1 0

Finalmente, las raices del polinomio son: x, =1, x,=4y x,=-3

2 ®e-Dado el polinomio f(x) = x* + 3x* — 2x’ — 10x* — 12x, determina sus raices.
Solucion

Este polinomio carece de término independiente, entonces una de las raices es cero y mediante una factorizacion el
polinomio se expresa como:

FO=xpx)=x (" +3x’ = 22> — 10x — 12)
Se aplica la regla de Descartes al polinomio p(x) para determinar el nimero de posibles raices:
1. Existe un cambio de signo en p(x), en consecuencia el polinomio tiene una o ninguna posible raiz positiva

p(x) =x"+3x" - 2%’ — 10x — 12

2. Se evalda el polinomio p(— x), para determinar las posibles raices negativas
pl=x)=+ x* =3 —2¢ + 10x — 12
NN AN

Se observa que hay tres cambios de signo, por tanto existen tres, una o ninguna posibles raices negativas.
De acuerdo con la regla de Descartes las combinaciones posibles de raices son:

Raiz cero
Raices positivas

N = —a
A O O =

1
1
Raices negativas | 3
Raices complejas |0

Con el método de divisidn sintética se factoriza el polinomio p(x)

1 3 -2 -10 -12 5
2 10 16 2
1 5 8 6 0 3
-3 -6 -6 -
1 2 2 0

Se observa que no existe ningin divisor de 2 que dé como residuo cero en la divisién sintética, por tanto las dos
raices restantes son complejas y conjugadas. Hasta este momento la factorizacién del polinomio f(x) es:

F(x) = x(x = 2)(x + 3)(x* +2x + 2)

(continiia)
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(continuacion)

Se iguala a cero el polinomio x* + 2x + 2 y se obtienen las raices restantes:

X=

2420 -4(1)(2)  2+Ja-8  2+J4 242
2(1) - 2 2 2

Por tanto, las raices del polinomio f(x) son:

=—1=i

x=0,x=2,x,=-3,x,=—1+i,x,=—1—1

3 ®@e-Determina las raices del polinomio f(x) = 36x* + 24x* + 13x° + 6x + 1.

Solucién

El polinomio se expresa de la siguiente manera:
F(0)=36x" +24x" + 48" + 9" + 6x + 1
Se agrupan los términos
F(x) = (36x* +24x° + 42D + (9 + 6x + 1)
El factor comun da:
F(x) =43 (O +6x+ 1) + 1(9x* + 6x + 1) = (4" + 1) (95 + 6x + 1)
Para hallar las raices de f(x), se iguala a cero el polinomio, entonces

A+ DO +6x+1)=0
4% +1=0 ;9 +6x+1=0

x= —% ; (3x+1)2 =0

x=xt—; xX=-

i
2
se dice que existe multiplicidad cuando una raiz se repite dos o mds veces, como en este caso, por tanto las raices del
polinomio son:

X, = ==, X=X, = ——
2 >3 4
2

N |~

EJERCICIO 167

Indica cudles de los siguientes binomios son factores del polinomio propuesto:
1. f)=x"—4x* = Tx+10; x—=2,x—1,x=5
. g(x)=2x3+xz—7x—6; 2x+3,x+2,x+1

o px)=3x" -8 —8x" +32x - 16;3x -2, x+ 2, x -2

Ch(X) =X+ 20X + 64 x4+ i, x — i, x + 20, x — 2i

2
3
4. f(x)=x4—x3+7x2—9x— 18;x+ 1, x+3i, x—2i, x+2i
5
6

Cmx) =X+ 6x + 238 + 347 + 26x;, x+ 6, x, x+ 1 — i, x— 1 +i, x+ 2 +3i
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Determina el residuo que se obtiene al dividir el polinomio por los binomios dados:

7. (F+13x° + 14x - 88) + (x + 2)

8. 22X +5x—x—6)+2x+1)

9. (6x*+37x% +32x— 15) = 2x—3)

10. ¢ +28° -7 =8x+12) = (x+ 1)

11, (5x* = 26x° + 15x% + 38x — 8) + (x + 2)
12 (0 =3x" =5+ 15X +4x— 12) = (x + 3)

Determina los valores de k para que el polinomio:

13. f(x) =x* — kx> = (S5k+ 1)x + 12, sea divisible por x — 4

14. f(x) =2x’ + 2k + )x* — (K + 1)x — 24, sea divisible por 2x + 3

15. f(x) = kx’ — (K* = 1)x* + (7Tk + 5)x — 12, sea divisible por 3x — 1

16. f(x) =(2k* — 2)x’ — (5k — 1)x* — (3K’ — 4k + 3)x — 6, sea divisible por 5x + 1
17. f(x) = kx* = 2kx’ — (4k* = 3)x” + (k — 2)x + 15, sea divisible por x + 3
Indica si los valores propuestos son raices de los polinomios:

18. f(x)=x"— 12> +47x— 60; x=3,x=4,x=5

19. f(x) = 2%+ 3%+ 18x +27; x=3i,x==3i,x= —%

20. f(x)=x3+ 108°+27x+18; x=1,x=-2,x=-9

Determina cuéles de los valores propuestos son raices de los polinomios:
21. f) =20 =13+ Tx +22; x= % x=-2,x=-1

22, f(x) =58 — 17X+ 13x+15; x=2+i,x=-2—i,x= —g

23. f(x)=6x"+5x—19x—10; x=—1,x= % X = —%

24. f(x)=x4—4x3+7x2— 16x+12; x=-3,x=-1,x=2i,x=-2i

25. f(x):25x4— 100x° — 19x* +82x —24; x=4,x=1,x g x:—g
Encuentra el polinomio cuyas raices son:

26. x=-5,x=0,x=1

27. x=3,x=-3,x=-4

28. x= % x=4i,x=-4i

2. x=—— x=-2,x= é
2
30. x=4,x=-5,x=3-2i,x=3+2i
1 1
31. x=i,x=—i,x= — x= —

Encuentra el polinomio que cumpla con las siguientes caracteristicas:

32. Polinomio de tercer grado, con raiz en é,f(l) =10, f(-1)=-4
33. Polinomio de tercer grado conraizen 1, f(1) =0, f(0)=1

34. Polinomio que sea de cuarto grado, con raices, —1, i y —i, ademads f(3) =40

35. Polinomio de cuarto grado con raices en —3, multiplicidad 2 en raiz 1 y f(0) = -3

36. Polinomio que sea de cuarto grado, multiplicidad 3 en laraiz 2 y f(—1) =27
37. Polinomio de quinto grado con raices 1, -1 y f(-2) =0, f(0) =— 2, f(2) =60
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Determina las raices de los siguientes polinomios:
< 38 f()=xX-5"—x+5

39. f(x) =x’ — 12x* + 47x — 60

40. f(x)=15x"—53x" - 30x + 8

41. f(x)=2x"+ 138" + 30x + 25

42, f(x)=x"—6x’ = 135" + 42x

43. f(x)=x"—x"+10x* - 16x — 96

44. f(x)=6x"+x’ —20x" — 42x - 20

45. f(x)=2x"+13x" + 19 + x* + 17x — 12

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente e ¢ ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢ o o o«
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ALGEBRA

CAPiITULO 1 EJERCICIO 6

1.AuB={-3,-2,-1,0,1,2,4,6}

EJERCICIO 1

l.¢ 4.¢ 7.
2.¢ 5.e 8.

3.e 6. e 9

EJERCICIO 2

1.R={xeN | xesdivisor de 10 }
2.A={2,3,4,56,7,8,9}
3.B={4}
4.C={xeN | xesdivisor de 20 }
5.v={-2,-1,0,1,2}
6.Q={e0u}

7.T={2,3,4,5}

8.5={2,3,7}
9.U={xeN | xesunmdaltiplode 4}
10.M={2,10,50}

EJERCICIO 3

EJERCICIO 4

-

. Iguales

. Equivalentes y disjuntos
. Disjuntos

. Disjuntos

. Equivalentes

. Equivalentes y disjuntos
. Equivalentes y disjuntos
. Disjuntos

. Disjuntos

. Iguales

© 00 N O A wWwN

=
o

EJERCICIO 5

1. 8 subconjuntos
2. 32 subconjuntos
3. 16 subconjuntos

a{{ Mealfs)fo}{ap}fao

Plach{a
5. {ce}{ ace}{a
{cef
{{ }{1
6. {23}

w P
—— N

—_
N
w
(2]
\—v—‘ff—‘\—«—‘,—aﬂn_,_.w—a

e 10. ¢
3 11.¢
.e 12. ¢

j{Bo}{ape}}

epfaf}
cf}{aef}

2}{13}{ve},
f126}.{136}

13} {19}.{39}.{139}}
561,{57}.{67}.{567}}

u

2.AnB={2}

3.A’'={3,4,56,7}

6.B-A={4,6}
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EJERCICIO 7 EJERCICIO 8
1.AUB={012346812} L
2.8uC={012345612}

3.cuD={0123456}

4.0UB={12345612}

o

AnB={246}

7.CnE=

{
6.AnD={4,6}
{

01,2345} 2.

©

BnC={1234}

©

={1,35,7,910,11,12,13,14,15,16,17,18 }
10.8°={0,5,7,8,9,10,11,13,14,15,16,17,18 }
11.¢"={6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18 }
12.0'={0,1,2,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18 |

13.A-B={08} 3
14.c-p={012}
15.E-B={05789}
16.8-A={1312}

17.4 nB={1312}
18.AUB’={0,2,4,5,6,7,8,9,10,11,13,14,15,16,17,18 }
19.B’ N E’'={10,11,13,14,15,16,17,18 }
20.A'-G={1,357,9,1011131517 |

21.(AUBY ={57,9,1011,13,14,15,16,17,18 }
22.(AnBy={01,357,8,9,1011,121314,15,16,17,18 |
23.(AuF)nCc={0,24}
24.BU(F-G)={1234,6121517}
25.(F-G)nE'={1517}
26.(FNG)uD={3456141618}
21.E'n(AUG)={1214,16,18 }
28.(EUF)N(AUG)={0,2,4,6,814,16,18}
29.CUE)n(FUG)={ }=¢
30.(BUD)U(FNG)={12345612141618}
31.(BUD)y-(EUG) ={0,7,8,9141618}

32. (W NB')-(E'nF)={57.914,151617,18 }
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10.

A B
C

B’n(A-C)

A B
C

(AUC)A(B-C)

C

(A-B)U(ANnC)

(AnBnNnCY

C

(AnB)yu(BNC)

11.

12.

EJERCICIO 9

1.AUB={0123457}

2.AnB={23}
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Solucién a los ejercicios

4.AnB'={689}

9.(A-ByuC'={0123567809}

6.(AuBuUCY={69}

7.(W-B)nC={5] 12.(WUB)-(AuC)={4}

EJERCICIO 10
1.
] D p a) 101 personas
b) 158 personas
A ¢) 100 personas
49 |\/|
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2.
u N E a) 52 nifios
b) 73 nifios
A ) 100 nifios
I! d) 32 nifios
20 B
3.
u S G a) 8 personas
b) 5 personas
A ¢) 10 personas
v d) 26 personas
A A e) 34 personas
f) 36 personas
26 B
4.
U w T a) 5 personas
b) 15 personas
A ¢) 55 personas
al d) 31 personas
5 \Y
5.
U Ch = a) 50 nifios
b) 13 nifios
A ¢) 20 nifios
!I d) 16 nifios
8 %
EJERCICIO 12
1. “Espafia estd en Europa y Japon esta en Asia”
2. “Espafia estd en Europa o Jap6n esta en Asia”
3. “Espafia no esta en Europa”
4. “Jap6n no esta en Asia”
5. “Si Espafia esta en Europa, entonces Japon esta en Asia”
6. “Espafia estd en Europa, si y sélo si Japon esta en Asia”
7. “Espafia no esta en Europa y Japon esta en Asia”
8. “Espafia esta en Europa o Japon no esta en Asia”
9. “No es verdad que Espafia estd en Europa o Japon esta en Asia”
10. “No es verdad que Espafia esta en Europa y Japén esta en Asia”

EJERCICIO 13

l.anb
an~b
~av-~b
bva
~anb
~(@anhb)

oo~ wN

EJERCICIO 14

~a = “Espafia no esta en Europa y 6 no es nimero par
~b = “Los perros no ladran o 12 no es multiplo de 3”
~¢ = “5no es nimero par o es multiplo de 15~

. ~d =*“7 es primo y no es divisor de 21”

g r w N e

~e = “6 es nimero impar o el tucan es un ave”

EJERCICIO 15
1.

Conversa:

“Si 3 no es par, entonces es divisor de 6”
Contrapositiva:

“Si 3 es par, entonces no es divisor de 6”
Inversa:

“Si 3 no es divisor de 6, entonces es par”

2.

Conversa:

“Si x es divisor de 25, entonces es multiplo de 5”
Contrapositiva:

“Si x no es divisor de 25, entonces no es multiplo de 5”
Inversa:

“Si x no es multiplo de 5, entonces no es divisor de 25”

3.

Conversa:

“Si un tridngulo no es un cuadriltero, entonces es un poligono™
Contrapositiva:

“Si un tridngulo es un cuadrilatero, entonces no es un poligono™
Inversa:

“Si un tridngulo no es un poligono, entonces es un cuadrilatero”

4.

Conversa:

“Si la Luna es un satélite, entonces Marte no es un planeta”
Contrapositiva:

“Si la Luna no es un satélite, entonces Marte es un planeta”
Inversa:

“Si Marte es un planeta, entonces la Luna no es un satélite
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5.

Conversa:

“Si 17 no es multiplo de 50, entonces es nimero primo”

Contrapositiva:

“Si 17 es multiplo de 50, entonces no es nimero primo”

Inversa:

“Si 17 no es nimero primo, entonces es multiplo de 50”

EJERCICIO 16
1.{2468}

2.{24}

3.{12345679121518,...}

4.{2,345678}

N

Ciudadanos

Mexicanos

Duran —
guenses

Solucioén a los ejercicios

Numeros reales

NUmeros
enteros

Ndmeros
primos

7.~g=“x£ 7" xeN

~g="x>7"xeN

N

8.~h=“xnoesparyx <8”;xeN

~h="xnoesparyx=87;xeN

N

9.~i=“x%4o0xnoespar’;xeN

~i=“x<4o0xnoespar’;xeN

10. ~j=“x £ 50xnoesprimo”; xe N

419
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ALGEBRA

EJERCICIO 17

3. Falso 4. Verdadero 5. Verdadero 6. Verdadero

2. Falso

1. Falso

EJERCICIO 18

~p=-~q

~(pva)=~q

(PvaOA~(p=09

~a

~(p v q)

~(p=0q

(A (p=)=p

pva

p=q

pA(p=0)

pva

p=q

pv ~q

(~pA~0)=~(vV Q)

pPA~Qq

(PArg)e (pv )

(p=>0a) v (g=0p)

~(pva)

pvq

pvq

q=p

~PA~q

pPAq

p=4q

~q

a

a

~P

P

p

11.

10.

~pVv(~qen)

(~qger)

~a

PvaAa(pvn

pvr

pvq

r
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EJERCICIO 19

Y(l, 23) 1 2,Y5),(1 ;,e;) 1,4,3),(1,4,5),(1,4,6)

6 (22,3),(2.25),(2.2.6),(2.4.3),(2.4,5),(2.4.6)
(3.2.3),(3.25).(3.2.6),(3,4,3).(3.4,5),(3.4,6)}

(AxB)xC={(123),(1,25),(1,2.6),(1,4.,3),(1,4,5),(1,4,6)

7. (22,3),(2.25),(2.2.6),(2.4.3),(2.4,5),(2.4.6)
(3.2.3),(3.25),(3.2.6),(3,4,3).(3.4.5),(3.4.6) }

8.(AuB)x(AnC)={(13),(23).(33).(4,3)}

9.(A-B)xC ={(1,3),(15).(1.6).(3.3).(3,5).(3.6) }

Solucioén a los ejercicios

EJERCICIO 22
1.x-3
2.32+8

3. X

y
4.100- x
5.X,X+1

6.2a,2a+2, 2a+4 conaeZ
7.(><+y)2
8.x2+y?2

0.t

X
10.3x—y
1. Ja+b
12.5x =10

13 20
6

14.2x +(2x +2) +(2x +4)=3(2x)+%(2x +4)
15. 2y(10) +y=21ly

1
16. —xyz — 4
2 y

, 17. (a+b)’ =49

EJERCICIO 20
1. -5x 10. 2n 19. a’b —ab?
2.13a% 11. —%a% 20. a®b%c — 2a%hc?
3. —10xy? 12.0 21.7x% —10y% +8
4.0 13.0.05b = %b 22. -8m?2 + 4mn +5n
5.10a%b 14. —2ab%c 23. 2x?2a*1 4 532
6. -8a 15. -3m*2 24, —9a™*5 4 7x™+2
7. X 16. -3x + 3y 25. 7%312 +3ab
8. 8ab 17.b 26, ~ L ym1 _ L7 ym-2
6 20
2 1
9.-a 18.-11m —8n 27.Ex—3y
EJERCICIO 21
1.-1 10. % 16. % 21. =
2.5
3.3 1. % 17.2 5y 285
4.1 144 1 16
5.14 12.31 18. =
7 12 23, L
65 e
6. — 13. -2 156
- N 19.-2 24. 432
7.-2 14. 24 4 .43
8.6 105 9 33
9.24 15. - — 20. - — 25. ==
8 64 2

18. A=x?
19.P :2(3a+a):2(4a):8a

20.x+(x+3)+(x+5)=P

21. x — 0.15x = 0.85x

22.50 - 2x

23.x,80-x

24.2x+1, 2x+3,2x+5con xeZ

25. A=x(3x-3)
26.x - 10

2753 -2
2

28. x,2x,180° — 3x
29. 0.30x
30.2x +4

31.Ex+3(x+l)—£:10
3 X
32.2x=3(x-1)+7

EJERCICIO 23

=

. Un ndmero aumentado en tres unidades.

. El doble de un nimero disminuido en once unidades.

. El triple del cuadrado de un ndmero.

. Las cinco sextas partes de un nimero cualquiera.

. El reciproco de un nimero.

. El cuadrado de la suma de dos cantidades diferentes.

. La suma de los cubos de dos nimeros.

. El cociente de un nimero entre su consecutivo.

. El quintuplo de un nimero equivale a treinta unidades.

. El triple de un nimero disminuido en dos unidades equivale a veinticinco.

© 0 N o U A WwN

=
o
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ALGEBRA

11.

12.

13.

14.
15.

Las tres cuartas partes de un nimero aumentado en dos unidades equivalen  Ej

a dicho numero.

ERCICIO 25

1.-3a%+2a-5

Una sexta parte de la diferencia de dos cantidades aumentada en tres uni-

dades equivale a la suma de dichos nimeros.

El cociente de dos nimeros equivale a un quinto de su diferencia.
La diferencia de los cuadrados de dos cantidades.
La diferencia del cuadrado de un nimero con el doble del mismo.

w

bl

. x3 —5x2 —10x +11

15x*y —17x2y® - 5xy*

—5a°% +4a* —7a% +2a® -9a-1

—a%h - 4a*b? - 2a%° + 5ab® -1

19x2 +4x —12y

—2x — 20y

.—5x -2y +18z

-5x +5y -8z

. 2a—3b
10

14 17

=Xty

15 15

_x2y2z2

—4a’he
m°n?p
7 85133
6

12 504
35

7Xa+2 713Xa+1 _ Xa +12Xa—1
. 10a2m71 _ 6a2m _ 5arn+l + am—3
4y 18,8
4 3 3
2 mtn+ 3men2 - Amznd - omns
3 5
5 4 14 3 4 5,5, 1 4
X=Xy - — Xy -2
2 5 y 15 y 3 y
-3x+7y+5
2a-2
18x® —18x% +5x +1
2a* —2a>-a+5
—4x7y® —6xPy* +12x3y2
4m**t 4 2m* 2 4 m* S —3m* 8 — 4m*~°
_15an+10 + 4an+9 _ San+2 + 3an+1 _ San + 5an73
1 7 5
.=m-—n+=p
2 10 6
53 5, 1 5, 5 3
XD - SXY Xy - —
6 4 y 2 Y 12 y
LT e Bt + B 4 Lozt
2 4 4 2
ERCICIO 26
8x+y 7
.—1la+3b+2c 8.
. —23x + 3y 9
.23m —-14n 10.
-12a+2b 11
—18x +7y 12
ERCICIO 27
-15x2 7.
24x8y°7? 8.
—14a°%hc® 9.
3. s
——Xyz 10.
10 Y
50m® p* 11.
_3clmt0 p2 12.

16. El cuadrado de la semisuma de dos cantidades.
17. La raiz cuadrada del cociente de la suma de los nimeros entre la diferencia 5.
de ellos. 6
18. La suma de los cuadrados de dos nimeros enteros consecutivos. ’
7
EJERCICIO 24
1.10x -5y -2 8.
2.-3m-n-2
9.
3.3a-b
4. -Tp+2q-T7r 10
2
5.5x% +10x + 2 11
6.-2a° +9a’ -5 12.
7.2x4 +x% +2x% = x 13.
8. x% = 2x 14.
9.5y% —3y2 -3y-1 15.
10.22% +722 =72 -1 16.
11. —9x2 + 3xy —11y? 1r.
12. x5 +x* = x® +6x2 —=3x -2 18
13. -23x%y — x?y? —10xy®
y y y 19
14. 4x* — xy® — 4y*
20.
15. —4a’ +3a° +6a* —a® +7a
1, 1, EJ
16. =x° —3xy — =
6 Y 3 y
1.
17. 2 Bap T2 2
3 12 24 3
53 1, 1 5 3 4
18. =x° — =Xy —=xy“ -2
3 3 y g y y
5.
10. 1y 4 x2 —7x—gy
8 6 6.
3 5 3 9
20.X5+fX4 _7)(3 2_7X2 3—7X4 5
5 y 10 y 6 y 4 18 y
EJ
.l i e 11 1.
6 4 3 4" 4
2.
22.3a% +2a% +a*
3.
23. X2a + X2a—2
7 1., 7 +
24. ——b> +=b* +=b
6 5,
25 25y 4 Loy _Loasy 6.
3 12 3

422
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Solucioén a los ejercicios

13. 0.1m%np® 22. -56x°y8z2 7.9x2 + 3xy — 2y?
14. 0.048ahcxyz 23. 30xyz 8.n* —an? 28
15. ~10a™*?p"*3¢? 24. 48x™My? 1, 7
9. =X ——x-4
16. —42m3+2phs 25, 8 atzpscs 2 3
3
10.29,2 —Exy+§y2
17. —36x3M+5 y2n+5 26. —lagb“c“ 9 3 2
’ A Sy 3
18. 6x%3-2y%5 27. 40a%+4p3x+3¢x+2 15 30 727
19. 1a5x72b2x+lcx+4 28. 7ix4a+2 y7a+1 12.x% - 3x2y + 3)()/2 - y3
12
20, —2x%y 29, 24x%2-2yfa+ 135 + 3¢y + 3y 4y
21. -30a°h% 30. 202728 M543 14.m’ 40’
15.m® —n®
EJERCICIO 28 16.15x% — 22x2y —13xy? +14y°
1. 8a%b —14a*b? 17. —27a° + 51a%b + 40ab? — 28h°
2. -15m® +9m* —18m? + 9m 18. 4a* - 2a° —6a® +11a—4
3.3x*y —7x3y - 2x%y 19.15x° — 20x* - 9x® +12x? —18x + 24
4. —6a% + 21a%h? — 24ab® 20. x* =3x® +3x -1
5. 24a%b* — 28a’h° +16a°b’
2 abT+ba 2. 2822y 180 Ty
6. —35x7y*2% +15x%y%7 + 20x2y?2? 15 10 18 6
23 21 1
7. 40m*np® — 24m®p* + 48m*p? 22,103 - ZxPy + Zxy? - =y
p p p 5 y 2 y s y
4.5 3.4 5
8. —12a"c” + 21a’bc” + 6ac »s —x3+Ex2 +§x2—1 s
9. lsmx+7n2x+1 _ gmx+2n2x+4 + 6mx+2n2x+l . 30 y 40 y 2 y
10. —14x3*3 —12x** +16x® +18x3 — 4x?2 24. m* — m*n — mnat 4+ n?
11. _ga3x+2b3x+1 + 21a3x+1b3x+2 +1282x+lb2x+2 25. bm+3 i bm
12. 725X5m y3n+1 +10X5m+1y3n+2 + 20X5m+2 y3n+3 26. X2m+5 + 2)(2m4,4 _ 3X2m+3 _ 4X2m+z + 2X2m+1
13. _12ax+5by+zcm+5 +12ax+4by+3c7 _ 8axby+1ce 27. X2a+3 +4X2a+2 + X2a+1 _ 2X2a

14_23%2 ,%azbs ,gam 28.6x* —31x3 +43x2 — 6x - 8

29. -18x* — 25x2 —14x - 9

4
5 a2 4 33
15.x7y + 8y oY 30. 4x°y — 6x*y? — 2x%y* —12xy®

16. %a%zc - %asb“c + %aﬁbec - %ab% 31.m% - 2mp —n® + p?
17 —agmripmgh 35 o ma 32. -2m? +5mn —mp — 3n? —np +10p?
33.a% —b% +2bc —¢?
18, -3x2™2 4 y2m2 _ 3y om 34.x% —2x5 —x* +4x® —4x+2
28 16 ’ 35.3x" —11x* + 20x* - 7x -5

19. 2 am+1b3n+lc += amb3n+3
3 5 36. _X2rn+4 + 2X2m+3 _ X2m+2 + XZrn

16 14 2m+3 2m+2 2m+1 2m 2m-1
20. 77m3x+3 3a+4 3x+2 ,3a+3 + 7m3x 5 37. 2x +7X + 7% +xM —x

n +m n n
1 38. a° — 2a*b? — 4a%h* +7ab® — 20°
EJERCICIO 29 39. m#*2 — 2m? + 8m*! —3m?32
1.x% —5x-14 20, 30x5H 4 34x52 — 3151 _ 9352 4 3353
2.m? +m-72 41.m® +2m° - 2m* —=3m® + 2m? - m -1
2
j::xz_j;:izs 42'%X5+%X4_%X3_%X2+%X g
5.6x% —11x - 10 43. —a%*® 4 2272 4 292! _ 4% — g¥ ! 4 %77
6. 25x% —16y? 44, 2X70 4 a5 4 5B | g8 _ g2 _ ga2xtl _ pa2x

423



ALGEBRA

EJERCICIO 30
1. 3a%p° 13, —3aX+2px*+3.x-3
2. —6x* 14, %XfwmeygnfSZZm—z
3.2a%8 15.1
7
4.-4p%q* 16. —ac?
pq 20
5. -3a’h 17. éa
4
6. 5a°b° 18. —4xy®
7. —lx“y2 19, 1 gm-1pn-2
3 6
8.~ 2a% 20. 1X4y5
3 9
2, .
9. 5X°2 21.-9n*p
10. l><y3z 2. _lcads-x
4 2
11 -2xe oy 23. 2a%?
12. San76b2n+7 24. §a4m71b2n72
EJERCICIO 31
1.x+2
2.2x+1
3. -5x+2y
4.2x% —x+1
5.x% +3x -4

[oc]

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

L Ox2yP 73 4 oyl

247 sk

2
.9m®n* —5m?n* +1
. 4a%? +6a°h —%ag

LaxTyS —7x5y? -1

1es 4 64 1 33 2 5
—=xByS 4+ S xOyt - —x3y® 4+ Sx

5 y 15 y 20 y 5 y
2+12a%bYc? —16a%*h?Y ¢

éxa—S y12 _ 2X4y17a

4a3m+2b3m + 3a2m+7b2m76 _ 2am+1bm—l

_2a4m76bn+10 + 5a5m74bn—1 _ ia3m72b572n
' 5

2a-1,,b-1,c+2 _4X2372yb73zc+3

EJERCICIO 32
1.x+2 28. 4x% — 6xy + 9y?
2.x+1 29. x* +2x%y? + 4y*
3. X +3y 30.a°+a’ +a
4.x+3 31.x-4
5.x-6 32. 2x2 + xy + 3y?
6.x+6 33.3x% +x -2
7.m—4n 34.3x% —x +1
8.x —10y 35.2x2 —3x -1
9.n* -6 36.2x2 —-3x -5
10.m® +4 37.4a% —-6a—7
11 x* +2 38.6x% —3x—4
12.x5 -7 39.7x% +x — 4
13.3x -7 40.5x% -9x -3
14.4m -3 41. 4x% +3x -1
15.5a-7 42. 5a% — 3a%h — 6ab® — 2b°
16.2a+3b 43.4x5 - 6x* —7x® - 8x% —3x +2
17.7m -3 44.§a+£b

372
18.3a+4b 45, AX—%Y
19.7m—-3n 46. 4m—%n
20.3x -2y 47.%a+§
21.3m? - 5n? 48, x¥*2 x4 x@
22.3m? +5 49. g™t —pyt
23.5m% -6 50. m® - 2m¥t + m32
24.5m? -3m -2 51. m**2 4+ 3m**! — 2m*
25.3x% +7x -6 52. m**2 4 2m** —mX
26.2a-7 53, -5m?**2 4 m#** 4 3m?
27.x2 + Xy + yz 54, x4 _ yMH3 _pym+2 | mel
EJERCICIO 33
1.6t2-t+6 7.4x+y
2. X% +2x + 4400 8.6t +t3 +7t2 -2
3.5x% +6xy + y? 9. 40x? +36x +8
4.15y° +14y +3 10.9x? -1
5. 20x% - 7xy — 6y 11.15x% + 4x -3
6.12w° —8w? —13w - 3 12.20x2 -3x -9

424



) 46.
CariTULO 3 a7,

48.

EJERCICIO 34

[

P
> w NP o

15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

2

w

25.

26.

27.

28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.

35.

36.

37.
38.
39.

40.

41.

42.

43.
44,
45,

© o N aE N

. 36m’n® + 36m®n‘p + 9m'%
24,

X% + 16x + 64
m? - 20m + 100
a’-6a+9
V+2y+1
y>+ 10y + 25
p’-12p + 36
1-2b+b?

x> —10x + 25
4+4n+n?

16 - 8m + m?

.y?>+18y +81
X2 = 24x + 144
.p?+30p + 225
Jdal-da+1

16 6 9

9a%x? — 6ax + 1

m2n? + 16amn + 64a>
4922 - 42ab + 9h?

4x% + 12xy + 9y?

X2 + 0.4x + 0.04

16x° + 40x%y + 25y?
81a® - 18a% + a*h?

%, 5 1

10,2
al® _ 2255 + p10

3 9 L,
l-—xy+—x

2 Y 16 y
1, 3 6
=X -xy*+4
6 y y

4 1 1
—_—

ox? 3y 16y?

ox* + 24x%7 + 16x%y™

25a%h? — 30abxy® + 9x%y*°

m*® + 24m®y* + 144y®

ox* - 54x%y® + 81y*?

a¥ - 22 + ¥

gxaa -10 + 12X4a7 5y2a +1 + 4y4a +2
m6a+ 12 _ 8m3a+ 6n3b + l6n6b

9a2x + 3a4xb4y+ E aﬁbey
4

E aétmfZ_E aZm—lb + g bz
25 5 4
0.36m* - 0.6m*n* + 0.25n°

36x°™ 4 + 60x°™ 2y “M73 + 25yt
0.09x* - 0.48x%y* 1 + 0.64y?~?
25 X84 4 ax3a2yi-da 36 y2-ce

9 25

16-2
x1e 16-2x

+3x5YyE X 1oy
ﬁ B b4x X4a ya+1 . bsx y2a+2

25 10 16

X2 + 4y? + 922 + 4xy + 6xz + 12yz

OX? + 4y? — 12xy + 6x — 4y + 1

a® + 36b% + 25¢% + 12ab — 10ac — 60bc

49,
50.
51.
52.

53.

54.

55.

56.
57.

EJ

Lo

11.
12.
13.
14.
15.
16.

17.
18.
19. 1

9

20.

21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

32.

33.

34

425

© © NGO~ WwDD

a* + 10a®+ 33a%+ 40a + 16
a*+6a°+5a°-12a+4

X =A@+ X2 —Ax + 1

X2+ 2xy + Y2 —4x — 4y + 4

4a% - 12ab + 9b% + 4a— 6b + 1
16m? + 25n% + p? + 40mn + 8mp + 10np
Ox* + 4yt + 1 + 12x%y% — 6x2 — 4y?
laslpera+lan+Zne
4 9 3 3

1l it 1
36 16 3 12 2
4 9

e Ty
X2y 2oy xx oy

a® + b¥ + ¢ - 220 + 2a%c* - 2b%¢c?

a2x+2_4a2x+1+2a2x+4a2x—1+a2x72

ERCICIO 35
X*-9

a?-1

b2 -4

K’ - 64

25— y?

81-a’
m?2—n2

Xzyz _2

9x? - 25y?

. 16m? - 81n?
4b% - 9¢?
36x0-1

9am® - 64
25x8y? — 1672
81a%p® - ¢t
49a%° — ¢2d 10
9 e 1
25 4
250
36 4

9a2x78_ be

Bay“a-6_ 165

a’ + 2ab + b —¢?
a?—b? + 2bc - ¢?

m? - n? - 2np — p?

X2+ 2xy +y2 -9

16x2 - 9y? + 6yz — 72
X3y 4y
mé—m*-2mé-m?
4x2 + 20xy + 25y° - 97°
X2+ 4xy + 4y? -1
1, 1 1 4,

m—=m+-——-—n
4 16 9

4

ix4+ﬂx2 2, 4 4

25 315 49
.£X2m+2_i 2m _
9 36 6 4

Solucioén a los ejercicios



ALGEBRA

35. a% + 2ab + b? - ¢? — 2cd — d?

36. X%+ 2xz+ 22 —y?+2y—1
37.m2 - 10m + 25 — 4n? + 12np — 9p°
38.x2-2xy +y* -2+ 82-16

39. 4x% + 12xy + 9y? — 162% + 567 — 49
40. X% - 2xy +y? - 972 - 302 - 25

EJERCICIO 36
1.x2=3x—-40 21.x%-6x4 - 72
2.m2+3m-28 22.x0+x°-2
3.x2—12x + 20 23.a%-7a%+ 10
4.%%-11x + 30 24, x4M=2 4 ox?m-1_35
5.x2+ 10x + 24 25. a*x® + 322" + 2b®
6.n+n-12 26. 9x2™ — ox™y" — 28y*"
7.x%-9x+8 7 x2-iy 1
27 9
8.a" - 6a-27 28.im-tm-1
9 30 5
9.x%-3x-10 2022 1,5
16 327 48
10. m? + 5m - 24 30.>(2y2—gxy+E
8 32
11. 4x% — 4x — 24 C";l.gyz—ixy—gx2
49 70 5
12.9m? + 6m - 24 3. 8,0, Loyz Ly
25 10 12
13. 36x% - 6x — 12 33.a2+2ab+b?+7a+7h+12
14. 16x% - 28x + 10 34.a%—4ab + 4b* +6a—12b +5
15.2 - 9x + 9x? 35. X2 = 2xy + Y% — 4xz + dyz — 217
16. 25x% + 50X + 24 36. 4x% + 4xy + Y+ 2X +y -2
17. 4 - 2x — 42x% 37. m*+ 2m?n? + n* + 4m? + 4n? - 45
18. 25 — 35x — 18x2 38. a’ b? + 3¢% - 4ac — 2be
19. x* - 4x% - 60 39. X2 - 6y? — 422 + xy - 3xz + 11yz
20. m—12m® + 32 40. a%+ ¢ - 25b% + 2ac
EJERCICIO 37
1.3 -3%+3x-1

m® + 18m? + 108m + 216

X —6x%+12x-8

. a3+ 30a% + 300a + 1 000

n® - 21n% + 147n - 343

3+ 0%+ 27x + 27
1-3x+3¢-x°

.1 000 — 300m + 30m? - m®

L83 +12x% +6x + 1

. 27a% - 108a2 +144a - 64

. 8X% + 36x%+ 54x + 27

.1-12m + 48m? - 64m°®

. 27x% = 108x%y + 144xy? - 64y°
.125m® + 150m*n® + 60m?n*® + 8n'®
L 27%y% - 54x8yrt + 36xCy2® - 8712

. 64x8 + 96x%y + 48x%y? + 8x%y°

. 27m*? — 108m**n + 144m*°n? - 64 m°n®
1

R I S S
3 27

© O N UA®WN

R N
~N o 0k~ WN P O

=
o

193 - 3x2 4341
2 4 8
20 8y Lt L
27 3 8 64

21, — X7+ =Xy +—xy° +—
125 25 y 5 Y 27y

2 e D g e
8 16 32 64

1 1,154 42 3
23, — X+ =Xy +XYy +
27 3 y oy

24. 8X6a— 9 _ 36)(437 8y4a +1 + 54X2a - 3y8a +2 _ 27y12a +3

EJERCICIO 38
1Lx*+x2-2 11. x* - 41x% + 400
2. m* - 65m?+ 64 123806 8 xoy10 + L y?
81 225 625
3. 81x* — 162x° — 99x? + 180x + 100 13. 256x° — 32xy* + y®
4. 625x* — 1 800x° + 1 296 14.m*-m?-2m-1
5. m® - 12m* + 48m? - 64 15. x* - y*
6. x* = 72x% + 1 296 16. m® — 12m* + 48m? - 64
7.n8 - 36n* + 84n% - 49 17. X8 - 2xy* + 8
8. x16 — 28yt +y8 18.x* - 102+ 9
9. 16m* - 4m® - 200m? - 148m - 48 19. m® - 11m*-80
10. 6 561 — 1 296x*? 20. n'? - 48n® + 768n* — 4 096
EJERCICIO 39
1.a(@+1) 14. 55m?(n’x + 2n°x? — 4y®)
2.a%h(b-2) 15. 5x%(5x° — 2x° + 3x — 1)
3.a%a’+a-1) 16. 3a(3a — 4b + 5a%h? — 8b°)
4. 6x*(3x + 5) 17. 12m?n(1 + 2mn - 3m? + 4m°n®)
5. 12x%(4 — x — 2x?) 18. a?h(3 + 6ab — 5a?h? + 8a%h® + 4a’h*)
6. 5b%(5 + 7h? — 9b°) 19. 8x%y(2xy — x* - 3 - 5y?)
7. 11a(x — 11ax + 3a%) 20. 50abc(2ab? — 3bc + b2c? — 4c)
8. 3ab(3a* - 4ab? + 5b — 6a%h°) 21. 31a%(3axy — 2x%y° — 4)
9.33x% +2x + 1) 22. 2x(3x = 1)}(x + 3)
10. 4x%(x% - 2x + 3) 23.3(x + 1)(2-X)
11. 6x(x -y - 1) 24 X(x + 2)(x - 1)
12. 14x2(y% = 2x + 4x3) 25. 4x%(2x - 5)(2x - 3)
13. 17a(2x? + 3ay — 4y?) 26. (2x — 1)(3 -2x)
EJERCICIO 40

11. (b - c)(y? + m?)

12. (x + 3)(x* = 5)

13. (b-3m)(3z-y)

14. (@2 + 1)@+ 1)

15. (1 - 3a%)(2a + 1)

16. (3x = 7)(* + 1)

17. (1-4a)(b - 1)

18. (3m + 2)(6m? - 5)

19. (xz + my)(xy — mz)

20. (p% + m%n)(pt2 + mn?)

1. (m+n)(m+Xx)

2. (¢ +1)(3x—1)

3. (x+y)(a-b)

4.(y-3a)(2y° - 1)

5. (@a-2b)(m-3n)

6. (a — 3b)(4x — 5y)

7. (m?=3n)(2 +p?)

8. (5m + n?)(mn + p?)

9. (3a-2b)(y* + 1)
10. (2m + 3n)(x* + 5)

426



EJERCICIO 41

1 (x-1)(x +1)

2.x+7(x-7)

3.(9-X)(x+9)
4. (4x - 3)(4x +3)

5. (a2 + b?)(a—b)(a + b)
6. (X2 + 8)(x* - 8)
7.4(5-2)(5 +2X)

8. (6x - 1)(6x + 1)

9. (2-5x)(5x + 2)
10. (2a? — 3bc)(2a® + 3hc)
11. (¢ + 6)( - 6)
12. (4a?b>+c%)(4ah’—®)

o2k

EJERCICIO 42
1. (a+ 4y

2. (m-5)?

3. (n-4)?

4. (x-3)?

5. (x + 6)°

6. (3a-5)°

7. (11c-6)2

8. (4a + 3h)?
9. (2a - 5h)?
10. (3a + b)?

11. (2a - 3b)?

12. a%(12x%a - 1)2

3a Zb)(XSa i yzb)
3% (@ + 3

- 5)(m2a+4 + 5)

23. (4x33 —7y° )(4)(3a + 7yb)

24. (x+y—-4)(x-y+2)
25. (2x +y +6)(2x -y —4)
26. (x—4y-1)(x+4y-1)
27. (3x - 1)(9%x - 7)

28. (3x + 2y)(5x + 6y)

29. 4(7x - 9)(13x - 6)

30. 3x%(3x — 2)(5x + 6)

13. (10a2 - 3b)?
14. (a* + 6hc)?
15. (9a° + 11)°
16. (7x® - 5ay?)?
17. (20a° + 1)

18. (x* + 9)?

2
19. [X—z)
2

24. [3a + 3x - 2]

25. (2m—n + 3)?
26. (5a - h)?

27. 4n?

28. (3a-h)?

29. (b—m)?

30. (\/;+\/E)2
31 (\/&+2)2

3 2
32.| a2 - 5}

1 2
33.| x6 +3]

EJERCICIO 43

1L (x+2)(x+1)

2. (m-6)(m-5)

3.(n-4)(n-3)

4.(y-8)y-7)

5.(x +6)(x +1)

6. (X +4)(x + 3)

7.(@a+6)@a+4)

8.(b-5)(b-2)

9. (m-5)(m-4)
10. (y + 3)(y + 1)
11. x-4)(x-1)
12.(n+4)(n+2)
13. (a-18)(a+2)
14.(y +6)(y-5)
15. (x - 9)(x + 2)
16. (x — 10y)(x — 8y)
17. (a— 10b)(a + 5b)
18. (m —10n)(m + 3n)

19. (x + 8y)(x - 7y)
20. (M? + 4)(m - 1)(m + 1)

21 (y=2)(y + 2y’ -2)

22.(n+4)(n-4)(n-2)(n+2)

23.(a-6)(a+6)(a-1)(a+1)

24. (X2 - 10)(x% + 9)
25. (ab + 4)(ab - 3)
26. (5y + 7)(5y + 6)
21.(°-7)° + 2)
28. (m—=7n)(m + 3n)
29. (5-b)(1 +h)

30. ® +5)(° - 4)

EJERCICIO 44

1. (5m—=2)(m + 3)

2.(3a+1)@-2)

3.3y +2)(2y +1)

4. (2x-1)(x + 2)

5.(4n+3)(n +3)

6. (4x + 1)(5x - 1)

7. (Ta+5)(a-7)

8.(y+2)(2y+1)

9. (4x + 1)(5x + 2)
10. (3m + 2)(5m - 6)
11. (2z + 5)(10z - 3)
12. (b + 10)(2b + 9)
13. (2y? + 3)(3y* - 2)
14. (2m? = 7)(Tm? + 2)
15. (3ab - 5)(2ab + 5)

427

Solucioén a los ejercicios

31. (y? + 12x)(y? - 5%)
32.(a-b+8)@a-h-3)
33. (x¥y? - 11)(x¥y? + 9)
34. (m?n? + 12) (m?n? - 11)
35. (n - 18)(n — 16)

36. (y + 25)(y - 22)

37. (c - 44)(c + 22)

38. (a+21)(a + 12)

39. (x + 33)(x + 11)

40. (t - 54)(t - 45)

41. (x +8)(3-x)

42. (4-x)(x +3)

43. (x +8)(5-x)

44, (7 - x)(x + 6)

45. (8 -3x)(3x + 2)

46. (2x + 9)(1 - 2x)

47. (7 - 8x)(8x + 11)
48. (13 - 5x)(5x + 11)

49, (x* - 9)(x" - 4

50. (6> +9) (6™ - 8)

51. (y3a + 64)(y3a +1)

52. (x4 4 2) 1= x® (L x* 1+ x%2)
53. (- x**2)(x**2 + 5}

54. (x-=7)(x-3)

55. 2(x - 9)(2x + 1)

56. (5x +y + 7)(5x + y - 6)
57. 6a(6a - 5)

58. (x + 3y + 11)(2 — x — 3y)
59. 4(4x + 7)(1 - x)

60. (X + 3y)(4y —X)

16. (3y + b)(5y — 2b)
17. (n - 3m)(6n + 5m)
18. (3x + 5)(6 — X)

19. (4b% + 5)(3 - 2b?)
20. (5x — 3y)(6x + 7y)
21, (2a* + 5)(5a" + 2)
22. (2a-15b)(3a + b)
23. (3x% - 2)(-2x* - 3)
24. (3x° - 10)(10x® + 3)
25. (2m = n)(3m —4n)
26. (2ax — 7y)(3ax + 5y)
27. (3a—2h)(8a + 7b)
28. (xy + 2)(4xy - 5)
29. (a%b - 3c)(5a%h + 2c)
30. (m + 10n)(2m - 11n)



ALGEBRA

EJERCICIO 45

14. 2x3 +5

2 1 2 1
17.] 3x3 —8y2 |[ 4x3 +5y2

|
)

2 2
18.] 2x3 +3y3

EJERCICIO 46

1. (2x - 1)(4x + 2x + 1)

2. (x +3)(-3x+9)

3. (2x + y)(@x2 = 2xy +y?)

4. (3a-h)(9a® + 3ab + b?)

5. (2a + 3b?)(4a? - 6ab? + 9b*)

6. (4a—9)(16a* + 36a + 81)

7. (8 - 3a%)(64 + 24a° + 9a°)

8. (x2 = 2y (x* + 2x%y* + 4y®)

9. (1-6m)(1 + 6m + 36m?)
10. (a - 5)(a® + 5a + 25)
11. (3m + 4n%)(9m? — 12mn® + 16n°)
12. (7x — 8y?)(49x% + 56xy? + 64y*)

13. (a® + 5b*)(a* — 5a%h* + 25b%)
14. (2x® + 9)(4x* — 18x% + 81)
15. (3m? + 7n%)(9m* — 21m?n® + 49n°)

11y 2 11 2
16.| x% +y° [| x® —x%y9% +y?°

O [ 11 1
17.] a* —2b4 |[ a2 + 2a%h* +4b2

1 3 13
18.| x2 +5y2 || x —5x2y2? + 25y°

19. (X a+l _ yZa)(X2a+2 + xa+1 y2a + y4a)
20. (3y — X)(7x% + 3xy + 3y?)

21. (X + y)(X% = 4xy + 7y?)

22. (=2n)(27m? + 18mn + 4n?)

23.— (a + 2b)(7a% + 19ab + 13b?%)

24, ZLlG(SX - y)(7><2 +5xy +19y2)

EJERCICIO 47

1. (X + 4y)(x? - 4xy +16y°)
2. (a-2)(a° + 2a° + 4a* +8a° + 16a® + 32a + 64)
3. (3 - 2X)(81 + 54x +36x% + 24x° + 16x%)
4. (x+ 1)+ x* o w2 —x + 1)
5. (m=n)(m* + m®n + m?n?+ mn® + n%
6. (x —ab)(x® + x®ab + x*a%h? + x%a%® +x%a*b* +xa’® + a®h%)
7.(1-a)(l+a+a’+a’+a
8. (xy + 5)(x*y* — 5x3y® +25x%y? — 125xy + 625)
9. x=1)C+X +x+x®+x + 3+ 2+ x+ 1)
10. (x + 2)(x® — 2x7 + 4x5 — 8x° + 16x* — 32x% + 64x% — 128X + 256)

EJERCICIO 48

1L.(m+2n+1)(m-2n+1)
2.(y+z-3)(y-z-3)

3. (x-y+5)(x+y-5)

4. (m?-n®=3)(m? +n®+3)

5. (7m? = 5m + 3n)(7m? + 5m — 3n)
6.(M+a-x-3)(m+a+x+3)
7.(1-a-3n)(1 +a+3n)
8.(m-n+1)(m+n+3)

9. (1-y+b)(Ll+y-h)

10. 5p + m+ 1)(5p-m-1)

11. (m=n+ 2)(m + n + 10)

12. (x +y + 4a + 3b°)(x + y — 4a — 3b°)
13. (10 -3y + m—ap)(10 - 3y —m + ap)
14. (a+5b +m+ 3n)(a+ 5b-m-3n)
15. (2m - 7n — 3a - 5b)(2m - 7n + 3a + 5b)

EJERCICIO 49

1. (x-2)(x-1)

2. (x=5)(x+4)

3. (m-5)(m-2)

4. (x—8)(x + 6)
5.(@a-10)(a+4)

6. (n+9)(n-6)
7.(3x+4)(x+2)

8. (Bm +2)(2m + 1)

428



9.(3a-4)(a+1)
10. (3x + 4)(2x - 3)
1. (NP +n+1)(n*-n+1)
12. (a®-2a-1)(a2 +2a-1)
13. (m* = 2m?n? + 4n*)(m* + 2m?n? + 4n®)
14. (X2 + 5x — 10)(x* - 5x — 10)
15. (8a? - 6a + 7)(8a’ + 6a + 7)
16. (a?h? — ab + 11)(a’h? + ab + 11)
17. (6m? - 5mn — 7n?)(6m? + 5mn — 7n?)
18. (¢ +xy + Y = xy +y?)
19. (a® — ab — 3b%)(a% + ab — 3b?)
20. (2m* + 5m?n? — 7n*)(2m* - 5m?n? — 7n%)

EJERCICIO 50

X(X=7)(x + 4)

3(@-2)(a+1)

3m(m-1)(m + 1)
(+1)(y-2)(y+2)

(m-1)%(m + 1)

a(2x + 1)(3x - 2)

X(E + 1)(x - 1)

2a(2x + 1)(2x - 1)

a(@® +2)(a-1)a+1)

(2 +m)(2 - m)(4 - 2m + m?)(4 + 2m + m?)
S(X=4)(x=3)(x + 4)(x + 3)

. (a—=b)(@®-ab + b?)(a + b)?

.a(a* + b*)(@% + b?)(a + b)(a-h)

La(x + l)3

. (@®+2)(@®+3a+9)@a-3)
(a+@-1@i-a+1)

APy - 1)(y° +y + 1)

-3mn(p - 2)(p + 3)

(4 +a)4-a)(16 + a%)

. (a—b)(@* + b*(a® + b?)(a + b)

L202x + 1)(2x - 1)(x% + 1)

.5m(xy +2)(y - 1)(y + 1)
.(a+3)@a-3)(a®+3a+9)@-3a+9)
XK= Y)X+ Y)OE + xy + YD) = xy +yP)
(a-1)%(a-b)a+bh)
da@-a+1)@2+a+1)
.(Mm-=1)(m+2)(m-2)

Yy +2)(y + 6)(y - 2)(y - 6)

.m(m? + 1)(m = 1)(m + 1)

. —-m(3m - y)?

[

©o N oA ®N
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EJERCICIO 51

1.(b-12%0b+1)
2. (w=-1)(w+1)(w+2)
3. (x=3)(x-2)(x + 1)
4. (x=4)(x +2)(x + 3)
5. (x - 1)(2x - 1)(2x + 3)
6. (m + 2)(m? + 1)
7.(y+1Ey+2)(2y-3)
8.(a-3)(a-1)(a+ 1)(a+3)
9. (x-4)(x +5)(3x +1)
10. (m + 5)(m + 4)(m? - 3m + 7)
11. (n-2)%(n + 1)
12. (x=2)? (x + 1)(x - 1)
13. (x—1)? (x + 2)(x - 3)

Solucioén a los ejercicios

14. (x - 3)(x — 2)(x — 1)(x + 1)°

15. (a—6)(a + 2)(a + 5)(@>—a + 3)

16. (x = 3)(x —2)(x + 1)(x + 2)(2x - 1)

17. (X = 3)(Xx — 2)(x = 1)(x2 + 2x + 4)

18. (x — 2)(x — 1)(x + 3)(2x — 1)(3x + 5)

19. n=-3)(n+3)(n-2)(n +2)(n-1)(n + 1)
20. (x=5)(x = 1)(x + 1)(2x + 7)(x* + 1)

CArPiTULO 5

EJERCICIO 52
MCD mcm
1. 7x%y%2 210x%y°*
2. 24m?y? 1 440m*y®
3. 2xy 40x°y°2
4. 13abc 156 a%h’c?
5. 15mn* 2 100m*n**2
6. 11x yb 132x2* 2 yb +2
7. 6a%(x — 1)° 360 a®(x — 1)*
8.9(a-b)(x +y) 135(a — b)%(x + y)?
9.6 360(2x + 1)%(x — 7)(x + 8)?
10. 19a(1 + b) 228 a*(1+ b)®
1. x+1 Xy(x + 1)
12.m-1 (m-1)(m+ 1)(m?+m+1)
13.m+n m?n(m + n)
14.x—y (x=y)Ax +y)
15.x-2 Axy(x - 2)(x + 2)(x + 1)
16.3a-1 a(3a - 1)%(9a* + 3a+1)
17.m-4 m(m - 4)(m + 3)(m + 2)(m - 5)
18. a(a—1) 12a%(a - 1)
19.2b+1 (2b + 1)(6b + 1)(b - 3)
20.y-3 (y=3)y +2)(y - D2y + 1)(2y +3)
EJERCICIO 53
X2y — x _
1 B 11 *(2v-x) 2. =2
3ab 5x+y 3a+2
2
9 2a‘b 12 3x+4y 2 3x
a—-2b X -3y w-z
b(m-n
3 2+3 13, b{m-n) 23 W2
2a m+n y—X
2 2
42m -6m-8 l4.7>< +2x+4 24.p+l
5-3m X+4 2-p
2 2 _ 2
5 mn 15, X XY 25.-1
n+m X-y
2 2
6. 2 16.y +3xy + 9x 26.X+1
X+2 y +2X X+3
7. X+ 17. X1 a7, X1
X+y X—2 X—4
g X*13 18. 2 28.Y=2
X+6 X+2y y+2
9.N=2 191 29, A=Y
n+1 X+y y(y +l)
_ 2—-alla+4
10, 2X+3Y 20 2-0 50 2-3)a+4)
X+y 2ab a-3
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ALGEBRA

EJERCICIO 54 X6
13. ———
_ _ 2
1.4>< 3 3.Sn 1 'i 7.x +1 9.1 X+5
4x 2n n 2X 4x +3
14.
2 _ _ _
2 a“—6 4 19m-9 6. 3y-5 8.5 3x+4
a 4n 2y 15 X2 +3x +2
"x2 _9x+18
EJERCICIO 55
, EJERCICIO 57
l 14, 5x° —12x 3y
20 2 1. —
3 (x—2)3 4x2
2K4
7X+9 ox° +12x° 5 &P
2. 5 :|.5.71 x4
g (x2 4—1)E 3
3 [
: 2
3x2-7x-8 16— 14x x2(2x+3)
18x2 ' L H 1
(ax2 + 2 (x2 - 4 4.6x% (2 +1)2
2 _ 3_
.4x +7>; 18 17, 2X - 24x . . 4(x+y)
12x = = :
3(5—)(2)3 (xz +2)3 8
6 X2 +1
2 .
G S ‘
X+h+2)(x+ 2
(16x* - 9x? )2 7. %29
X+9
~ 2h 19 x? —3x — 40 w41
(x+h-1)(x-1) (x+4)(x+8)(x-3) 81
; 4xh + 2h? 2 2x% +2x% —5x + 34 x? —6x+5
Pl -7 N7 N7 N 2
(jeonf —2)f 3 T ez
10 x? —11x + 30
2xh + h? 0 A "3x2-14x+8
((x+h)2+1)(x2+l) X+4 g 21
2x -5
9. X 2.2
"x-3 "2x+5 EJERCICIO 58
10 = 23— M L1
x2 -1 m? —mn +n? X7
2 2
11 X o 2X° 4+ 27xy — 5y 5 a+1
x=2 (x+5y)(x—2y)(x—y) a®+a+1
12. L 25. 57"’1 3 a+1l
(xz—l)(x—l) 18(a+b) a1
2 -
13, 7X° —20x +3 2. rs . 41
(XZ—Q)(X+3) r2 -2 T
EJERCICIO 56 5. 2(x-4)
8 b o X 3x3)
7ab?x? axy 6 X
—m
Z.E 6. m;—l 10% 6Xx° —7x+2
y
) b(b—S) EJERCICIO 59
i 7. 1> X
8bx b-6 2X X +1
4.1642" 8.1 12."—+5 , -1
3 X “on-1
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X+6
Tax+1

x(x+3)

2x+1
x-3
“a-1

12

13.

14.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

10.

11.

12.

Xx—-5
2| ——
1. (X—S

n+4
‘n-4

X+4

2x -1
x+11
x% = 7x

x% - 2x - 35
X —8x

a+3
bx+1
2x% +3x

a+hb
X% +6X +8

X% +6X+9

n?+2
a?+ab
a-b

N
[uy

X —

X +2

6x% +9
2x2 —x-3
x-3
x—10

(2x73)2

x(2x+3)

(x - 5)2 (x +3)2

(2 (x-1f
3x? +5x

(x +1)(x +3)

2x2 —x - 25
x2 - 25

Yy
2y -3
m+3
m-5




a—4b
a-3p

1

)

11. ab - b2
12.a-2b
X+2
13. - 5
2(x+1)2 (2x+3)2
1 x° —10x
3
()
15. 2’2 7
3 3

(3x -1)3 (3x -1

10.w=19

11.x=

12. x =

NP gl

13. x:—Z
3

EJERCICIO 62
1.x=18

] "5
CAPiTULO © 9

EJERCICIO 60

1.x=3

10.z=-—

11.x=5

12.x=2

13.y=-3

14.2=-8

EJERCICIO 61

15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.x=—-—

30.z=—

3l.x=-4

32.x=3
33.x=-2

3. x=-=

B.w=-1

36.z2=—

37. No tiene solucion

38. Todos los reales

39. Todos los reales

40. No tiene solucion

EJERCICIO 63
1.x=7,x=-9

5.y=0,y=4

6.m=-3, m=-2

7.x=§,x=—
2

EJERCICIO 64
l.x=a

a+1
2.y=——

y 2
3.x=bh-a
_b+1

4.y=
y a+1l

mn
5.x=
n+m

431

N o

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20. x

17.

18.

19.

20. x

21. x

22.x

23.

24,

10.

Solucioén a los ejercicios

1=—— 25.x=1

26.x=35
27. x=—=
28.2=——
?_9.x:E
9
30. ><:—E
2
3l.z=—

32.y=6

15.x=—£,x=—
5

16.x =

17.x=4,x=

18.x =

19.x=

20.x=

21.x=-9,x=3



ALGEBRA

EJERCICIO 65
1.103,104,105 18.15y 8
2.234y 217 19.14y6
3.90,92,94 20.32y24
4.13,1517 21.35
5.68y 32 22.64
6.28y 70 23.15
7.18y 12 24. 45
8.12y8 25.72
9.80 26.38
10.12 27.54
11.7y3 28.24
12.6y5 29.97
13.8 30. 96
14.24y 12 31.124
15.30y 10 32. 264
16. 20,15y 10 33.436
17.55y5
EJERCICIO 66
1. Andrés: 35 afios, Carlos: 31 afios, Rodolfo: 24 afios
2. 24 afios
3. Luz: 11 afios, Maria: 14 afios, Tania: 17 afios
4. Dentro de 6 afios
5. Carlos: 30 afios, Mauricio: 10 afios
6. Barbara: 8 afios, Patricia 16 afios
7.7 afios
8. Omar: 16 afios, Alejandra: 36 afios
9. 8 afios
10. 20 afios
11. Guillermo: 48 afios, Patricia: 36 afios

PR e
g~ w N

. Joaquin: 10 afios, Julian: 20 afios, Camilo: 30 afios
. Antonio: 25 afios, lvan: 15 afios

. 18 afios

. Juan Carlos: 15 afios, Daniel 20 afios

EJERCICIO 67

[N

N
>N W NP O

© 0N O U~ WN

. 48 litros

. 40 litros

. 40 gramos
. 180 litros
. 10 litros

. 0.6 litros

6 onzas

. 10 litros

.25 ml al 4%, 50 ml al 1%

. 50 ml al 5%, 50 ml al 2%

. 10 litros al 30%, 20 litros al 3%

. 60 onzas al 30%, 90 onzas al 80%

. 1000 litros al 56%, 1 400 litros al 80%
.92%y 62%

EJERCICIO 68

[

180 monedas

. 7 de $500, 5 de $1000, 4 de $200
. 20 de $5, 10 de $10

. 100 de 50¢, 300 de $1

. 6 monedas

. 8 de $200, 7 de $100, 6 de $50
. 12 de $10, 36 de $5, 46 de $2

. 30 monedas

. 6 de $5, 12 de $2

. 60 monedas

1. 8 billetes

© 0 N o U WwN

=
o

EJERCICIO 69

1. $600
2. chamarra: $800
pantalén: $400
blusa: $120
$3600
185000, 80000, 167000
$200
escritorio: $2500
computadora: $12 600
. 10 problemas correctos
8. $5200
9. $360
10. 20 horas extras
11. 20 kg de $9.30
10 kg de $12
12. 4 de adulto y 2 de nifio
13. 8000 de $60 y 4000 de $80
14. 4 kg de $100
8 kg de $70
8 kg de $105

o g w

~

EJERCICIO 70

1. 1 hora 12 minutos
2. 2 horas 24 minutos
3. 16 horas

4. 2 horas 40 minutos

5. 1E horas
13

6. 3 horas
7. 4 horas

8. 25? minutos

9. 7E horas
12

=

0. 16 horas 30 minutos
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Solucién a los ejercicios

EJERCICIO 71 CAPiTULO 7

. 36 segundos

. 25 segundos EJERCICIO 74

. 10 minutos 1.

.12:18 pm Y
. 108 metros

. 16 segundos

1.5km

. 14:34 pm

. 8:37am

. 20:36 pm — * y %

=

=
o

EJERCICIO 72 1 A

1.62°

45°

. ancho: 12 cm, largo: 36 cm

. ancho: 24 metros, largo: 58 metros

. ancho: 4 metros, largo: 36 metros

.6, 7y 10 metros Al
8cm

.10y4cm P N sy

X
9. radio: E, largo: 11.25 cm B
b2

© N UAWN

10. 6 metros

11. ancho: 9 metros, largo: 18 metros

12. ancho: 6 metros, largo: 23 metros

13. radio: 15 metros 3.
14. ancho: 3 unidades, largo: 8 unidades

15. base: 6 unidades, altura: 4 unidades

_64-3n

T8

17. 12 unidades

18. ancho: 60 cm, largo: 160 cm

16. h

EJERCICIO 73

1n=PY 11.4=-4-8
rt n -1
2. ¢=P=20 lZ.r:"’iﬁ
2 a
am=Y0 18P, =—
X ok 4
4 r:? 14 v0=4/\—/f272ad
-3
2
5 F:§C+32 15.m=F"

m, —tgor
7.0=2A_g 17.m, =—2 g
h 1+ m,tga
—y, +mx —b++b%+4a(y—c
8.X2:M 18.X:¢
m 2a
9. h=x#+ rz—(y—k)2 19. p’:L
f -
2 2 Ap2.2 | 2
lO.F:B +C4A4Ar 20.t = v++v2da+v
a

433



ALGEBRA

5 4.
Y4 Y4
[ 3
x= 2
i 2
"X
EJERCICIO 75 5.
1.m=1
2.m=-12
3.m=§
9
am=-2
27
5.m=3
14
X
EJERCICIO 76
1.
Y4 6
1 Y4
[ [ y=4x
"X
y:_2 ) m X
2. 1
YL
[ 7.
2 Y‘
y=rx A
' y= -1y |
[ 2
"X I
"X
3.
Y4 8
- Xx=4 Y
X

434



9.
Y 4
3
= —x+3
y 4
/ k
10.
Y
1 ™~
= -—Xx+3
y 3 \
X
EJERCICIO 77
1.
m=0
X
m=1 m=-1
m=2 m=-2
2.
m=-2 m=2
m=-1 m=1
X
m=0
3.
4
m=—- —
3 m= —
m=_ L
3 m= 1
3
m=0

Solucién a los ejercicios

4.
b=-3
X
b=2 b=-2
5.
b=3_ Y4
b=0
b=-3 \
\ X
b=1
b=-1
6.
Y b=0
> x
b=3 b=-3
EJERCICIO 78
1.S =40t 4.a)G=£I+1800
20
2. a)P=Zt+3.5 b)u:il-laoo
3 20
b) P =24.5kg ¢) R =$4000
¢) t =10 afios 6 meses 5.a)C=F=-40°
3.c-19r 168 b) C = 160°y F = 320°
30 3
CariTULO 8
EJERCICIO 79
1. (2,—3),(7, 0) son solucién

3.

5.

N\l—\

3
— |es
0)

435

2. E— es solucion
2’

3~ 4), (-3~

4. 1 g es solucion
5'3

12) son solucion

solucién



ALGEBRA

EJERCICIO 80 6. v

1.

Y

2x+7y=0
X+y-3=0
X

2 7.

Y Y

_3x+5y—y

8.
Y
3. 8x=2y-4
Y
3X-2y+6=0 /
X
X
9.
4 %
Y
X
4x+3y-12=0
2, L,y
\X 3 2
/
5 10.
Y Y
i 1
—— X=—y=2
I 5 10 y
X
) X
3x-4y=0

436



Solucién a los ejercicios

EJERCICIO 81 6. Conjunto infinito de soluciones (rectas coincidentes)
1.(4,-2) Y
Y
5x+3y=2
X-y=6
X+y=2
\ X
X N
10x+6y =4
2. Conjunto_mf_lmto de soluciones 7. Conjunto vacio (rectas paralelas)
(rectas coincidentes) v
Y
6x -9y =18 6X +3y=-9 2x+y=5

Sy N

3. Conjunto vacio (rectas paralelas) 8. ( ~2,3 )
Y Y.

/ X : 2X+3y:5
_— x -5y =10 [ X
5X+ 4y =2
4.(-12) i
Y
EJERCICIO 82
/5x—3y=—1l
1 x=3 7 m=-1
x+2y=3 . Ny |n=4
1
X X==
/ ] 2 31 8{X_;1
| __ y=
y 2
2
Xx=-2 u=3
5.(01) 3. 0] 3
Y y=5 v=l
4
xty=1 3x-2y=-2 4 :i 10. Conjunto infinito de soluciones
y:
5177 11. No hay solucién
X y=4
6. {s:: 12. No hay solucion
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ALGEBRA

EJERCICIO 83

EJERCICIO 84

1.]*=3
y=—4

EJERCICIO 85

1.23
2.62

3.0

4.39

EJERCICIO 86

, [m=-2

n=-3

33772
b=5

a 1=
y=-1
5.]P=2
q=3

2

w2

6. 3

,ol

2

)3
5. 2 9
!
3
6.1 %78 10.
y=-2
7.} P="4 11.
q=0
g | X712 12,
y=9
5./ P=1 9
q=1
6.1 %4 10,
y=0
T 11,
b=3
2
m==
B.k 3 12.
1
n==
5
5.2 9.
4
6.1 10
30
7. 2ab—a? 11.
8.n%—3mn

n=-=
3

. Conjunto infinito

de soluciones

No hay solucién

Conjunto infinito
de soluciones

No hay solucién

Conjunto infinito
de soluciones

No hay solucién

No hay soluciéon

9. Conjunto infinito de soluciones

10. No hay solucién

11. No hay solucién

12. Conjunto infinito de soluciones

EJERCICIO 87
x=l
L X:;l 9.{“? 17. 31
y= y= __ L
=73
2 ]33 10.*71 18.]%72
b=4 y=2 y=5
wo L
3. Mm="2 11.1%74 19. 2
n=-2 y=-1 oL
4
1
x=1 p=5 X:B
4.{ ) 12.{ . 20. .
y= q=- _4
=5
5.|m=3 13.1%72 21,0
n=>5 y=-3 y=a
- — _ a2
6.]%=V3 14.{"‘3 2. 1*=8
y=v2 y=-7 y=b
7.1%=75 15,1271 23] X=2+b
y=4 bh=-2 y=a-b
x=2 m=l
8 i 16. 13 24.{’(:\/;
y== n== y=\£
2 2
EJERCICIO 88
1 180 1. Primera parte =350
45 Segunda parte=200
, 140 .
40°
5 |80 "
50
1
418 Alejandratiene=$120
1 Beatriz tiene=$50
6

$80 por adulto
" |$50por nifio

6. 5 monedas de $10

Ladosiguales=19 cm
Base=10cm

Agenda=$750
Traductor =$550

8.

Hermano=15afios
Antonio=5afios

©

Carlostenia $300
Gabriel tenfa $200

11.

{
1
10{
{

438

Lancha:10 km/h
" Corriente:1 km/h
25gallinas
19 borregos
Gallinas=$30
Borregos=$300

|
f
{Algebra L.=$120
|
|

18.

19.
Geometria A.=$90

12.5 Itdelade 30%
37.5Itdelade 6%

N

0.

Veracruz=0.75 kg
Chiapas=0.25 kg

21.



EJERCICIO 89
x=7
1.4 y=3
z=1
d=6
2.9e=-2
f=3
x=3
3.9y=-3
1
==
3
2
X==
3
1
4.3y==
y 5
z=-1
m=-3
5.{n=-
r=-1
1
a=—
4
6.{b=1
3
1
c==
2
EJERCICIO 90
Paleta=%$2
1. { Helado=$4
Dulce=$1
Camisa=$300
2. { Pantalon=$500
Playera=$400
EJERCICIO 91
2,3
x+1 x-1
2. ! + 5
3x-7 2x-3
3 1 _ 1
5x-4 5x+4
2 1
X+2 x-5
53 !t
x—7 x-4
6. 8 6
2x-1 2x+1
7. ! + !
Xx+3 x+2
. 3 2
2x+5 3x-1

o I N < X
Il 1] I
P NolP wlkr 0N W

o
1]

Paresde calcetas=$50
Pantalén=$550
Playera=$120

Centenas=8
Decenas=6
Unidades=2
NUmero=862

3 2
"4-x x+3
1 5
. +
2Xx+7 x-2
1 3

3x -2 (3X _2)2

10

11.

2.2 1t

3
_ 4=
X X+2 x-3
13.L—i+i
X—2 X+1 x+4
1 2 3
+ _

"X+3 x-2 (x—Z)Z

14

16.

17.

3 1 2
—t
x+1 x+3 x-2
2 6 3
—= +—
x+1 2x+1 x-2

20. 2z 1 __1

18

19

21.14-
X

22.

EJERCICIO 92

1.§+ x+1
X x*-3
1 X—2
T
x+1 3x2+1
3 1 +X—1
X=2 x%41
2 1
x> +5 x2-7
1 2x+3
x=1 x24x+1
X+1  7x

x2+5 x%+3
1 x+3 X+1
7.2 +

X x2-2 x?+3
5 1
S
X-=3 x?-2x-1
X-3 5x -1
2x2-7 x2+5
0—*-2 8
x? +5x -3 X
-1 1
x? +4x+5 2x-4

11.

439

Solucioén a los ejercicios



ALGEBRA

p Ly x+1 1 EJERCICIO 94
' 2 2
X (x2—3) x*-3 10y 10.1 19, 16y%°
y
13 X + 2x+1 Y 7
) 2 2. x4 11. (x +3y)e 20. x% +y?
X“+x-1 (x2+x—1) X ( )
11 12
x-3 1 5 3.x4yz 12. L 21 (x - 2y)°
14. i PR 64x
(x2+1) (x2+1) X2 +1
2L 13,20 222
5.2, 1 1 "4z T “ad 4bd
"X+1 (.2 2 42 o 5 s
(*-2) 5. 2% 1% 23 1
X - X
x+1 1 1 y y
16. 5 - 7t )
X
XTI (32 1 3x+4) 6.c 15. 2 24.L1
Xz y+
2 1 1 1 s 6 e
17. — ——+ - 2 5 c y° =X
2 2 7. 6X 16 25
L (x2+1) x“+1 y a’b* x*y®
12
gt __ 1 8. 16ab? 17. ga; 26.x+y
4 2
X 2
X“+2
( ) 12 X2 —xy + y?
9. —— 18.m*n’ 27. yry
19. 1 3x+1 1 4x10714 Xy

(x2—2)2 x2-2 x%+1

5x +17 + 14 —34x . 16 + 4 EJERCICIO 95
2 2 _ x-1
3(x2—x+1) 9(" X+1) 9(X+1) 1. 27 — 54x + 36x>— 8x°
2.1+ 4x + 6x2 +4x3 + x*
3. x% - 6x%y + 12xy? — 8y°

2 3
CAPITULO 9 X X
2 4 8

20.

I

EJERCICIO 93 5. x8 - 6x° + 15x* - 20x> + 15x% — 6x + 1
. 13 o - 6.16 — 32x + 24x2 - 8x° + x*
. X .a Pl
b2 7.x0 + 5x%y? + 10x%y* + 10x*y® + 5x%y° + y1°
5 4 3 2
2.2 9 1 g X _5xT 5xT_5x7 5x
2. 16x%y 14. 5 26. v "2 w8t 1 23
2 1 2x x> x® Xt
3. 20 g 15,3 .t T
mS 10. X° + 15x%y3 + 75x%y° + 125y°
6,,9 6
4. - 216x% 16. — 28. (x +2y) 1 1 1 1 1
n 1L —+—+—+—+—"—+
" 3 , X2 XA X6 X8 XlO
5.-32a 17. —— 29. 108a
17a% 12.i+ 3 + 3 + 5 + 15
29 . 0 8x® 16x* 16x° 32x° 128X’
_ X y
6. —m™ 18. — 30.
16 y 12x* 13_i i+9+@+§+
2025 L , x* x5 x8 X7 X8
7,248 19. - ——m1® 3. -% .
b® 243 X 14, (3¢ + 1 1 5 10
4.4 4 ' 2 S 8 u o
8. 16a°x 20. 16X 32.1 3(3X)3 9(3X)3 81(3)()3 243(3)()3
9. -15y° 21.-9 33. a%h?
1
10. xy’ 22.2 34.72a Ped 8 80
5 A TR
11. x 3.~ 9x3 B81x3 243x3
X
1 1 3 21 77 1155
12.-mn 2%, -— 6.5ttt —pt— gt
36x x4 2x4 8x4 16x4 128x4
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Solucioén a los ejercicios

EJERCICIO 96 EJERCICIO 99
1.127575%° 5. - 253125000%° 1.2 9. %i/z—ziﬁ
, 354 6 1792
8 e 2.5 10.Ym2 =¥
3. - 439040 7. is 3.Ym? 11.Ya+ b
X
11 3
W2 g 729 4.(3y) 12. -4y
! 14 : s
14 : .
729(8x)3 512x 5.4 (zxyz) 13.%(2x+ y)4
EJERCICIO 97 6. lxsy 14 Jm+n
1. 16x* + 325 + 24x% + 8x + 1 5[5 N —r
2. 2187 - 10206y + 20412y? — 22680y° + 15120y* — 6048y° + 1344y° — 128y 7.7 \/)T 15. (a +b )
3.x8 + 8x” + 28x° + 56x° + 70x* + 56x% + 28x2 + 8x + 1 -
4,55~ 65 + 15x* — 2053 + 15x2 — 6x + 1 8. 3% Wb? 16.{(m ™ ~n2)
5.3125m® — 6250m*n + 5000m®n? — 2000m?n® + 400mn* - 32n°
6. a® + 16a’h + 112a°h? + 448a°h° + 1120a%* + 1792a°h° + 1792a%h® + 1024ab’

EJErRCICIO 100

+ 256b°
2.3
7.x12 + 3010 + 375x8y2 + 25008 + 9375x%y* + 18 750x%y° + 15625y° 127 11. 3”1 n
g X I 2 3 35 21 7 1 22 1z
‘128 64 32 16 8x 4x3 2° X 3.3 13.2x y
953 + By — 61 + 3xy? — 12xy + 12x + y* — 6y? +12y 8 4.14 14.2m’n
10 7 7 10 5
lO.X——SL+10x4y—10xy4+5L—y— 5.4 15—,
vy W2 x5 y
11 x12 - 1251 + 66x10 - 220x° + 495x° — 7927 + 924x° — 792 + 495x" 220 ¢ 9 16. 5m2-"n¥-2
+66x°—12x+ 1 4
322 40 20 5 5 1 7.6 17.2(1 +x)
12 —+—+—+—+—+— 1
X5 x4 X3 x2 8x 32 8.-8 8. ‘x - y‘
9.-4 19. % %
2’ 2
i X + 2y
CapiTuLo 10 10, 207 20, [x +2y|
B
EJERCICIO 98
EJERCICIO 101
5 1
5 e
1.m? 1 (xty“ L xx 11. 6mn? Y3m°n? 21. 24y
2 1 2z
2.x7 12.(x® +y®)3 2
( y ) 2.3x% 3y 12. 2x2yz% 3xy? 20, 230 5280
. 1 15d2 ¥ cd
3.y3 13.(x" —y")2
( ) 3. 8mnz2 Jm 13. —-6m°n° Y/gmn? 23. E“\E
: o) "
4.a5 14.(x? +y?)3
4.3mn® Im? 14.2%\2a 24,245
u u 3\x2
5.b2 15.(x +2y) 5
( ) 5. xyz? §/x2y 15. 5aYab? 25.3mvm - 2n
1 9 3
6.(5x)2 16.2° —b7 6. 5xy2 Ux 16. %mn3 3/20mp? 26. ‘4x2 + 5y3‘\/;
5 1 1)\5
7.(2x)® l7.[x2 +y2]2 7.15a% 20 17.xy3fy 27. 3ab Va* - 2ab
3 73 8.15p7¢°\fq 18.;1/; 28. ‘m—n‘\/m—n
8. (3y2)4 18. m4n5 3 5
\ ) , 9. 6%y Y3z 19. 2% Jx 29.3(x2—y2)5(x2—y2)
g H 3 y
9. (2xy)2 19.m2 (n+ p)2 ,
2 217 10. 10bc Y/5a%° 20, 2 3 2 0.+ 1
10 (><2y)g 20.a3m3n4 m ¥3m 3/(2—m)2 3(2—m)2
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ALGEBRA

EJERCICIO 102

1.45
2. 175

3. 3128

25
8

5.5/ %2

81
6.4x°
7. 8x8
8. Ym?3ns
9. ix%y?

10. v50a°h5¢?

EJERCICIO 103

1.55

N

&
2

&

875
-3J3-72
Sho+is
4 2
7.-206

8
—43m
3Wx

1. 47

12. 2742
13. 41743
14.85+ 742

15. 23

16.42 -10V5

17. 4735 - 50411
18. —2\5%\@

19. 972

o~

o

(2]

o o

12.
13.
14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

20.
21.
22. -
23.

.—ab\/—b+ b\/—

24

25.

26. —-—

27.
28.

29. x

30.

31.

32.

33.

34. —

35. -

36.6

37.

38.

w w'
(AN ?‘»—\
T | @ i
~N N

~
N
N
<
N

=
[
[e]
x
)

w
g

w

4a% + 4a%b? + ab®

10xJy - 7x2\[2y
-y = x*yax
2y +4y\/§
—2abv/2c +16ac3
—2X 3{/y72 -3y Yax

10ab V5a20° — 6ah® i/3ah>

%a 5a—1b\/3ab
19
)’+ xy \/xy

20

13ng B

—XVX +2
10xy+/x — 3y

EJERCICIO 104

132

2.5V6

3.23
4. 27310

6. xy 3/ xy?
2.3
15
18a%b/2b
2xy>/3xy
10. a’+a

11. 22 Y2
12. -8ab? b
13. 6ava

14. 8x VXT
15. —6a%°v/2h

© ®

EJERCICIO 105
1. %18
2. x\/;

3. s

4. xy§/108x3y?
5. e,xzy‘ifx_3
EJERCICIO 106

1. n\/a

2. xy? §/xy
3.3a%%
4. 4yx

3x2y3/3y?

I

N
5p*

442

(2]

10.

10.

11.

.aV4ap®

12. ——

13.

14.

2 [oa
5x

7.2 3

am?

18.6- 46
19.5-325
2o.§x2ﬁ—x

21.19-8\3

16.

22.95

23.2m - 3nv2m —4n?

24.x-y
25.|x+ y|x—y
26.x? -y
27.[1-|
28.33(x - y)
29.x+ y|x -y

30.1

12. 13foxy
y

13. §g\/8mn2

14. 2 x% 16xy*
15. 3/x4y322

2p*

3m®n?

15.

2n?

17.

18. —y“z

19. ———+n

20 XX

3l



Solucioén a los ejercicios

EJERCICIO 107 .
CapiTulo 11
1 9 4x
1. — 6.25— 11.6/—

EJERCICIO 110

5 a4 72 12. "MK 1.4i 5. 25i 9. 55i 13.3+6i
y 2. 6i 6. 2/2i 10. 9V2i 14.2 - 4T
2 2
3.8 % 8. a%108ab* 13.""x 11 3.7 7.5v2i 11, % 3i 15. §+ %\/Ei
" 83&/E o L 1451 4.11i 8.3V6i 12, g 3 16. g— 2\2i
& Py
5 15[328 10, j 5 12/(a_b)5 EJERCICIO 111 . ]
b x Ux 1. 9i 8.5\Ei+5\5i
EJERCICIO 108 2.3+i 9.11-i
G 3.-9i 10.7
13 8. 13/3a22 15. i(4- JE) 4.1 11.0
3 b 10 :
25 . 5. 6v6i 12.0
257> 9. 5By 16.+/3a + 20 6.0 1354
3 . | 23 R
N \/eéoo 0. %W 17, (1) oK) 7. 42 + 343 14. 7x Vi
al
T 1 G 2><y(§/><—273 Xy+i/y7) EJERCICIO 112
4.3% 11.5(“2 3) 18. o L1 . U sis
2 i s 2.-i 7.2 12.0
5. 2xy/3xy 12.;(3+\/§) 19.—(1+\/;+\/x—2) 3 3 8 3i_2 31
n . \/57 4.-1 9. 4i 14. Sinespar: 0
6. — 4/8x3y? 13, 2 E VX 20. 3/0a% —33ab + 3b? Sinesimpar: —i
X 1=-5x 5. 10.1 15.0
35[ 4
7.2316a 14.3-2
2 Vs EJERCICIO 113
1.-9 6.8 1.2 16.0
EJERCICIO 109 o 5 5 :
L3 w1 2.-12\3i 7.-60 12.2-4 1.t
- = 4
V3 7-207 9
3. 43 8.-6-3V6 13. 2j 18. "
10 1 10
2. 5 12. P
2 Sty2 4.-2 9. 4i 12,8 19. 2i
3 2 13 1 5
s 54246 5.-2_5; 10.3 15.0 20.-i
« 1 2 4
4= 9 - — =
5 (X+3)(&+\@) EJERCICIO 114
1 ‘ 1.(23) 5.(5-2) 9.3
R 15— XY
2y 3x%y? X+3yxy +2y 2.-1+5i 6.1_5; 10.[5,—3J
L . 2 7 11
6. 16—
i 2(Vox + oy 3.(0,7) 7.-2i 11.2—&
3 X=5 2 5 1
7. 17. X222 4, [—, ——J 8. [_7’()) 12.(1, -1
24/6x \/;4.\/% 3 4 3 ( )
8. — 18 ! E 115
. 3= a—= JERCICIO
23ax 3\/x72 +3x+9 (4 1)
1.(10, 1) 4. (5,-6) 7|22
9.2 19—+ 5 2
X52x2 3\/a72+23 ab+4% 2.(1,0) 5. [ﬂ'_é) 8. (\/5’_5)
20" 3
X 1
10. 20. -
2y (v 2)(i/y7+§/5+3\/1) 3.(-2,-5) 6.(0,1) 9.(V3.V2)

443



ALGEBRA

10.7 i 15.11—; 20. 16 - 4i EJERCICIO 118
11.6 16. 4 - 10i 21.2 +3i Imaginarios

12.0 17.1 22. 4 +5i
13.-1+11i 18- 1429
2 6 z
14. 3i 19.4-3i
EJERCICIO 116 %
1.-17 + 6i 7.5 13.-8 - 6i >Reales
6 W2
73 5
25+i 8.2+ Y2, 10, 2L y
2 400 5 .
3.6+ 4i 9.6+ 18i 15. 32 - 126
4.1-3i 10. -2 + 10i 16.4
5.-3+4i 11. 7%+4i 17. -5+ 13i EJERCICIO 119
6. -1+ 2./6i 12.i 18.-3 + 4i 113 16.=si sh.3+a
1. )
2.4/41 17. -2 32.2-4i
19. (a+bi)(a—bi) = a® —b%? = a? +b? 2
, , 3.4 18.(2,-1) 33.1+8i
=Re(z) +Im(2) 4.3 19. (0, 3) 34.2-9i
n
20 (L+i) - (1-i) = (1-12) = (1+2) 5.45 20.—$+§i 35.4
=[Re(z)+Re(z,)[ 6. V85 21.-2-6i 36. 11
3 )
n 7.2 2.(-1,1 37.-4+6
21.w2"=(1+i)2n=|:(1+i)2:| =(2i)nsinespar, 2 cnD I
8.5 23, 21 38.7-6i
entonces n = 2k con k € Z, sustituyendo: 4
11 2.
N O AR K 9.42 24.|-= -2 39.1+%i
(a) =(2)" =(47) =(-4)" =(-1-4) 273 3
k k
=(-1)"-(4) 10. |7 25 2 30. 0.2
3 ! 6
N No se incluye )
=(-1)2(2) 1. 2413 la solucién g1 177
n 3 13
0o i
=(-1)2(2.0) 12.411 42. %
n .
22w = 141" =[0+i)' | = (@) = (02 13.5-4i 4.1
14.-5 1.2
12
EJERCICIO 117 i
L, s 15.1—i 45. L
P g. =9 4
5 5
, 5-12i o 243 ;
: : CapiTuLO 12
13 2
. ~13-0i
3.-3-i 10— EJERCICIO 120
=] 1y 2+ 1, =-4,%,=-1 6.2,=15,2, =2
5 % 2. x1:—9,x2:3 7. x1:6,x2:4
5 —4-2i 1p, ~129-107i
-72 -710 3.X,=-6,x,=-5 8.x, =-20,x, =12
i 4.y, =3+i,y,=3-1i 9. %, =-1+2i,x,=—1-2i
6.1+ 13. 74‘/53 al ! 2 ' 22
X 5.W1:—5,W2:8 10. x1:l,x2:—f
3+i . 3
7201 14. —i
2

444



11. x :—l,x
2

12.w, =§,W2=—£

2 5

13. X, =3,X, =—
1.

14. X, ==—=1i,X
: 3

1
15. X, ==b,x, =—=b
1 2 2

EJERCICIO 121

1.%x,=3,X%=5

2.%=3,%=-2
X ==4,%=-2
4.%,=5X%=-3

5 5
5.Xy ==, X =—
1Ty

5 1
6.)(1:—7,)(2:5

3
7-y1=—g'YZ:1

.xlzs—ﬁ,x2:3+\ﬁ

o

9.%,=-1-+6,%=-1++6
10.x,=2-i, X, =2 +i

EJERCICIO 122

=

Reales y diferentes
2. Complejas

3. Complejas

4. Reales e iguales

5. Reales y diferentes
6. Complejas

7. Reales y diferentes
8. Complejas

9. Reales y diferentes
10. Reales e iguales
11. Complejas

12. Reales e iguales

EJERCICIO 123

l6.w1:—§a,wzz5a
17.x,=-5b,x,=2b
5 6
lS.xlz—E,XZ:E
2b b
W n=- =y
10 a
20.y, 7a,y27§
ll.x1——5—2l,x2 -—=+2i
12.x1—%+%i,x2— ——i
13.w,;=0,w,=5
14.21—0,12——2
a
15-)’1—0')’2=§
16.)(1—0,x2:E
a
17.%,=-5,%=5
18.x1:—%,x2:%
19.x1——%i,x2—gi
ZO.le—g,wz—g
x, =1
7. 2
X, ===
23
y,=-4
8. 1
yz 2
Lo 2
9.4 3
X, =3

Lo L
—
10. 7
5
XZ:E
L2
=2
11, 5
w=1
274
=1
12.{17 5
7,=2
wo L
=
13, 2
6
W=
L3
=3
14, 2
2
X, =3
X, =-5
15. 3
><2:5

EJERCICIO 124

150
X, =—6

< x
e

o

N ©

x X
[

1l
o u1 ©

x
WL
I

EJERCICIO 125

L=
X, =2
2 X =-1
X, =1
w, =—10
3 1M
w, =10
4 ]%="8
X, =8
5. n=-3
yzz\/5

16.

17.

18.

19.

—_— —— —_—— —— ———
x x x
N e
I 1l
o jw |
D |

x
s
I

<
~N
1}

i

<
~N
1}

x
I
© NIk © Nlo ©

(o 2
6.] = 4
v =2
27 g
;=8
2 B
. =8
25
g | N0
y2=6
w7
9
w, =7
10.

Solucioén a los ejercicios

2| 1=
. xz:Sﬁ
yo L
=1
23. 2
y =L
215
L2
-2
24, 3
1
X, =—=
ol
=1
25. 3
w2
g
X, =——
1
11, 3
w2
273
12 1%t
X, =1
13 =4
y, =4
1.2
W2—5i



ALGEBRA

EJERCICIO 126
1.27y15

2.30y12
3.3,5y7
4.12,14y 16
1
5.-y5
5 y
6.5y 20
largo=200 m
" |base=125m
largo=250 m
base=100 m

altura=10 m
" |base=30 m

9.3,4y5
10. 96 m®

altura=18 m
" |base=54m

EJERCICIO 127

1LV(2-2) x=1x,=3

w NIR
Lol

Nk, NP
=]

EJERCICIO 128

1.50y 50
2.-10y 10
3.20y20
4.55y55

5. 72 pies

EJERCICIO 129

X, +X,=0
1 9
X, X, =——
1 "2 4

x1:—2,x2:3

J X, =—4,X,=5

Alejandro =8 afios
" | Alfredo=4 afios
13.7
arboles=15
" |filas=13
15.r=4cm
6 largo=17 cm
" |ancho=16 cm
17. 39 afios

18. 5 segundos

19. 7.5 segundos

0 primera llave=8 h
" |segunda llave=24 h

21.$20
22.8, 6y 10 unidades

6.19cmy 19 cm
7. 500 ejemplares
8. 20 pelotas
9. 35 cajas
10. {56.5 cm
43.5cm

X X, =1 X +Xp==3
7 9 14
X X, ==12 X1'X2=5
1
6 x1+x2_—§ L X, +X,=—7Ta
: 2
M ) X, =12a

EJERCICIO 130

1.x2-9=0 6. X% +4x+29=0
2. X% +7x=0 7.2x% —5x+2=0
3.x2+16=0 8. 20x% +19x +3=0
4.x% -5x+4=0 9. x% +2bx—302 =0

5. x2 +8x+15=0

EJErRCICIO 131

1.x=49 7.x=3 13.

2.x=-8 8. x=7 14.

3.x:E 9.x=-1 15
2

4.x=5 10. x=1 16.

5.x=5 11. x=4 17.

6.x=2 12. x=1 18.

EJERCICIO 132

1.(0,0), (4, 4)

2.(0,3), (3,0)

3.(3,-3),(-3,3)
4.(2,4),(-2,-4)

5.(-3,-5), (5,3)

6.(3,2), (-3, 1)

7.(4,3), (4,-3), (-4,3), (-4,-3)

. (%0)[7%0]
o.(2 42) (2. - 4V2) -2 442), (-2, - 42
10.(7,-7), (=7, 7), (207,47, (-247, - V7)

11.(4,2), (-4,-2), (5, 1), (-5,-1)
12.(5.1), (-5, -1),(V3, 243}, (3, - 243)

13.(1,1),(-1,-1),(-2,0),(2,0)
14.(3,2), (-3,-2), (4, 1), (- 4i, - )

15, (@,@],[—@ —@]@ -3),(-2:3)

5 5 5" 5
16. (3, 6), (- 3,-6)

17. (2,1),(4,4),&%,&],[%, 7\/5J

18.(-2,1), (2, - 1)

)5

19. (1. 0)(-1, 0){ R

20.(-1,-4),2,-7,(1,4,(-2,7

17 17

446

10. x> —7ax+10a% =0

.X=3

x=—-2,—-7
x=-1,1
x=9



Solucién a los ejercicios

CapiTuLO 1.3
13.(73,1) 14.(700,73}[3,&)
3 2

EJERCICIO 133

1.(3) 21. [ %,m] EJERCICIO 135

2.(-=3) 22.(-,13] 1.(%,«»] 8.(-1,3)u(1Le)

3.(-e-4) 23.(-2.3) 5 1

5. (—e0,-7) 25.[732 21] 3'[23) 10.(-=-2)u(24]
8 _ 26l o1 4. (=0, 2)U(2,0) 11.(-4,-2)u(Le)

T e
2 6.[-3.2 13. (—e0,—6) U (1,4

8.E wz)] 28.([—23,—)10) 7.([_%_)1]%3‘&) ( el

10:(_0015] 30:[—4:1) EiE[Rflzcyl_ci]lf[GZ” -

11.[2,00] 31.(~1000,100) 2.[2,)u{-2} 5.(-3,0)u(3)

3.(—e-2)u(-11) 6.(—w,—2)U(4,0)

12'[ mv%} 32[%2} EJERCICIO 137

13.[%,«») 33.[-16,8) L (=oo7 ][ 7.0) 10[%2]

14.[ o %J 34.[-%,%1) 2.(-7 ) 11.(%,00]

15,2, 35'[_%%] 3.(—w1)u(9,) 12.(—w,~2 JU[ 0,0 )

16.(6,) 3 —92] 4[ 23} e .

17.[ -21,) 37.(712, Z) #(=3)ole) 14.(_00’5]

18.[ 6,0 ) 38.[-24] 6.0 15.(—%,0)40 4)

19.(—e=6] 3. %%} 7.[-9.10] 16.(—00,%}

20 [—%m) 40.(%,%) z:([z";]“')u(zoym) 17.(~=,0)u(4,)

EJERCICIO 134
EJERCICIO 138

1.(-33) 7.(=,0)u(4)

2.[-44] 8.(—w,—4)u(5,oo) . N

5. (~=-5]o[5) o4 ; v
4(-=m8)f6) 0]-12] 3 e 5
T e
6.(==,0)uU(5,) 12.(7«:,71]u[%,w]

447



ALGEBRA

3. 8. EJERCICIO 139

4.
5.
6.
7. 5 10.
Y Y
x+y=3 y=1-x y=x-4
N X
x-y=1 \\

448



Solucién a los ejercicios

Capulo 14 11. %Iog4 3+log, x+2log, y

EJERCICIO 140 12.2 Iog(x + y) + g log z

1.8=2° 13.log,, a=2
1 1
2.16=x* 14. log, 625=4 13.§Ing—Elogy
1
3.81=3% 15. log,, 4== 3 1 2 1
14. —loga+=logh —=logc —=logd
3 5092+ 7logb——loge - Zlog
4, —=672 16. log,, —=2 1
36 In 1g 15.Elogz(x+y)—4logz(x—y)
4 4
5'9_(\6) 17 IOQZ[g)_Z 16.2Iogx—£|og(x—3)—2Iog(x+z)
3 3
6.343=7"% 18.log, (x +3)=4
1 92( ) 17.llog(x+3)+£Iog(y—5)—2log(x+6)—llog(y—2)
7.46=(a)2 19. log, 256 = X 2 2 4
2 x 2 7
_1=732 = 18. ——=+—=In(x+1)+—In{x-1
8.x-1=3 20.log;, , 8=3 573t (x+1) % (x-1)
— e —
9.625=w 2l.log, z=w 19. In 25x2 28. log, %
1 m° -1
10. 128 = (x — 1)’ 22. Iog3a:—4 11
m3 x8y3
11. 243 = (3x)° 23. log, 125 = —3x 20.log—- 29. log —
n =
12.256 = (2x - 1° 24.1og ., ) 441=2 z*
Sey
21. log, §/x3y? 30. In>=t
EJERcCICIO 141 97 VXY X7
1.x=5 8.m=8 15.x=3 e“(x+y)3
22.In8e™ 3L In—————
2.x=4 9.y=+~ 16.a=-2 (x=v)
32 5 2 ,
x—-2)3 (x+1
3.y=3 10.N=8 17.x=-6 23. logn* Ym? 32, Iog( it - )
()(4—2)E
1 1
4.b== 11.w=3 18.y=-=
5 4 oxl4
4 24.log, 3-4* 33. log, —
5.x=4 12.x== 19.x=-3 y
9 1 1
1 (x +1)3 (x —1)2
6.a=343 13.b=2 25. log, — 34. Iogil
12 =
A (x+1) (x+2) 10x6
7.x=81 14.x=2 :
X X 3y lox +x+1(x+l)3
26. log— 35. Iogi2
EJERCICIO 142 X X
2 2
1.4log, 7 27.1og, = 36. In| P
3 yz 7xy®
2. —Eloge 3 EJERCICIO 143
7 1 Lx=1 9. x=17,x=7
3.—+=log, x
3 3 ¢ 9
2.x=-20 10.x==
4.log5+logx + 2log y 2
5.3log, x +2log, y + log, z 3.x=9,x=-2" 11.x=8 x=22
6.8+2In3+4Inx 5 9
7.3l | 4.x=17 12.x=-1
-3log (x+ )+ log (x -2 5.x=6,x=-6 13.x=0,x =35
8.log, 7-2log, x 6.x=13 14.x=6
2 2 7.x=40 15.x=3
9.Inx+2Iny-3-4Inz 7
8.x=25 16.x=12,x=—
10. logg 3 + 3 10gs X + 6 10gs (1-2X) — logs 2 - 1

y logs x - logs(<* - y?)

449



ALGEBRA

17.x=5
18.x=6
19.x=7

20.x=4

EJERCICIO 144

1.x=4
X=3I092
log3
3.x=0

10.x=3

11. x
2log5

12.x =-1.72683

-

13. x=-=
3

l4.x=Z
3
15.x=-4

16.

>
Il

17.

18.

= >
| I
Nl wlo alN

EJERCICIO 145

.pH =4.7212
.pH =3.2218
.1x107°

.4.3010

. 0.9 segundos

. 3500 micrémetros
. 59.46%

. 6.4321 afios

=

0 N A WN

_2log2+3log5

20.

21.

22.

24.

25.

26.

27.x=

28.

29.x

30.

3L

32.

33.

34.

35.

36.

©

x=-1,x=-2
x=-1

X=2

log 2
2log2-1log3

x=0,x=2

_2log7+log5
2log7-log5

x=0
y=In11-In13
x=2,x=1
x=¥2
x=0
x:ln(l—\/g)
x:ln\E

. 138.62 afios
10.
11.
12.
13.
14.
15.

18321 habitantes
3.5 horas

29.15 afios

T =64.762°C

T =94.84°C
t=133.9 min

EJERCICIO 146

1.1,

v ’

N
w |-
NI
[N

2.9.9,9.99, 9.999, 9.9999, 9.99999

2,510 17 2
4 9 16 25

N o
|
L
>
|
©
N
o
|
N
(S}

.0,0,2,6,12

©
L
n
w
>
o

101,23 85
5 3
11. 2,5, 11, 23, 47

12.
13.

14.27,-9,3,-1, =
15.-1,-1,-2,-6,-24
16. -2, 4, 16, 256, 65536
17.4,2,1 L
i v\/gyze/g

18.3,1,-1,1,-1

EJERCICIO 147

1.48
2.165
i
140
4.126
5.47-1
6. 18
. 1
2
EJERCICIO 148
1.Sies 7.a3=23
2. Noes 8. an:Z
2
103
3.Sies 9.a;5=—
15 12
4.Noes 10. 8,9 =55
. 27
5.Sies 1l. a5 = n
6. Sies 12.a, =48

450

10.

11.
12.
13.

14.

13.

15.

16.

17.

18.

21
n2
n(n+1)
2
c=3
c=1
c=3
20
c= y -
13
ap,=-5
.a;g =454
a3 =-27
a7 =
a; =7
r=-2

19.n=9

20.r=-=

21.a,=-28

22.a,=-15

23.n=10

24.8,=7



25.a1=—g 27.r=£ 29.a,=8n-5
6 4
26.n=10 28. a5=—E 30. aFM
4 6
EJERCICIO 149
1.S4=176 6. Sy, = 450 11.8=n?
2.5,=9 7.5,=0 12.n=12
3.S5g=31 8.5 =40600 13.n=10
n(n +1)
4.5, =648 9.s=T 14.3,=-9
5.S5,3=-78 10.S=n(n+1) 15. 8, =2, a, = 100

EJERCICIO 150

1. 365 lugares
2. 518 ladrillos
3.$1375

4.9 rollos

5. 18 filas

EJERCICIO 151

1 273, 34, 401, 47, 53l
2 2 2

2,628,975, 11,122 14,152
2772 2 2

3.1,1212,2,21 22
37377373

41122 31 415161 41
27272 272 2 2

5.-25,-2,-15,-1,-05,0

.24 1

636

7. Promedio = 8.24

EJERCICIO 152

1. 8 afios
2. 9.8 de calificacion
3. Promedio =9

& t+a,
2

4. Promedio =

5. 7 hileras y constan de 80, 76, 72, 68, 64, 60, 56 tejas
6. 8 hileras de 58, 62, 66, 70, 74, 78, 82y 86 tejas

EJERCICIO 153

32
1.Sies 7.ag=-81 13.8,=—
¢ 27 43
. 128 2
2.Sies 8. = 14. a,=m
%= 218 %
3. Noes 9.a;=-80 15.a;=n"
3
4.Noes 10.a,= > 16.a,=
128 n+1
1 27x-16
5. No es 1. ayg= ——— 17. a5= 2
107 2187 13
. 1 T
6. Sies 12. a{,—E 18. ag=ayr

19.a,=2

20.a,=4

21.r=

22.r=

Dlw wik

EJERCICIO 154
1.9,—,—-1
4

9,31-1

2. 4096 células
3.3,5,7
4. 6 células

EJERCICIO 155

3.5y =-855
989527
2187

4.8,y=

32767
5.5;5= B

. Sy = 524286

(2}

~

.Sy, = 1002 + 364 /3

. S;=31-3142
n?—n
n-1

10. Sg = 51122

©

9.5, =

EJERCICIO 156

1. 5461 triangulos
2. 127 personas
3.65761.7 ton.
4. 34316.76 partos

23.n=5

24.n=8

25.n=9

26. alzi

5. 1.01 % por afio, 110.4 millones

EJERCICIO 157

1.S=-4

[$2]

11.

12.

13.

14.

15.

16. a,

18.

19.

© © N o

Solucién a los ejercicios

1
27.4,=—

Zy9
28.8,,=26

. 30388 bacterias

. a,= 25000(1.05)*

$339814.7
67392 bebés
4 cm?




ALGEBRA

EJERCICIO 158
1.1,2,4,8,16
2.4, iy i
3’9
.—6,-12,-24,-48
6, 24, 96, 384, 1536

A

.6,6v3 ,18

28 3128

"3'9'27" 81
.—64,-32,-16,-8,-4,-2
(-1 (x-1)" (x-1f

8. , ,
3 9 27

(%]

.a|2,ﬂ
a

EJERCICIO 159
1.$25937.4
2. $64390.28

3.$49783.2
4. $43346.6
5.$13324.4
6.$18824.8
7.$1292.2
8.$8723.2
9. $8682.5
10. $188542

EJERCICIO 160

1. $55700.19
2.$3652.26
3. 25%

4. 8%

EJERCICIO 161
l.a=2,b=-1
2.x=-2,y=4,2=0

EJERCICIO 162

1. A+B=[_s 2},A—B

4

4A—BB:[_

81 L 2A-0B=| "
0 2

2.A+B=[-4 7 4],A-B=[8 -7 -2],A-A=[0 0 0]

[3 -9 3 1 3 -5
4. A+B= ,A-B= L A-
10.1,42,2,22 1 -4 8:| {7 -8 —e}
11306 T T d U W T
5 25 —-30 - -12
1 36 1 1w
13.545 5 3 8 5 3
14.12 5. A+B= % —2 10|,A-B= -% 8 -
15.3/36 B, 3 v 3
3 2 3 5
16.832 -
‘0 0 o B 4 1
17.33 5 2
A-A=|0 0 0|,4A-3B=| -1 27 -16
192 o0 0 % -8 O
8 5 2
fot
11. $17483
2.5% trimestral 2A-0B= 0 6 4
12. 2
10% anual 14 - 0
13. 14.86% 5
14. 7% 6.{ a=7,b=2,c=2,d=5v=-3,w=4
15.11.1 anos. 7.{n=—3,w:—10,x:3,y:6
16. 9955 habitantes
17. 3 afios 8. {v=4w=-2x=3y=72=2
18. $655446.5
19. 3% EJERCICIO 163
20. $12244.5
5 7
1.AB=[-2],BA=
-5 -7
5. $156 738.56 2. AB:[S _5]
6. 20% -
7. 10 afios de vida Gtil 5 -4
3.BA=| -5 0
| -6 1
a.pB=| 0 7T 4
|-5 -5 -8
T  BA= 4 -2
|-2 -4 -8 -8
3.9=2,r=1,t=1, -
4.x=7,y=1,2=-2 6. AB= 12 -7  BA= 13
-5 2 8 13
"1 2 4 2 0
00 7.AB=| :|,BA: 1 -1 -3|,A(BC)=
A-A= -1 7
00 L 7 5 3
6 2} [11 3
0 4 8.AB=| 4 2|, A(B-2C)=| 4 0|, A(BC)
12 0 -2 2

4A-3B=[26 -21 -5],2A-0B=[4 0 2]

-2 -2 6 —12 0
3.A+B=| 3 -6|,A-B=|-1 6|, A-A=|0
3 4 1 -10 0
20 43 4 14
4A-3B=|-2 18 |,2A-0B={2 0
5 -33 4 -6

EJERCICIO 164

0 1. detA =22

0 2.detB=8

0 3. detC = - 50
4. detD = 43
5. detE = 122

452

o ok

N w

98

4

-3



Solucioén a los ejercicios

EJERCICIO 165 CAPiTULO 17

1 [2 4} EJERCICIO 167

1.(x-1)y(x-5)
2.(x+1)y(@2x+3)
3.(x+2)(3x-2)y(x-2)
1[-2 o 4. (x+ 1)y (x+3i)
[ } 5.(x+2i)y(x-2i)
6. (X.(x + 1-i)y (x+2 +3i)
7. Residuo -72

1A=

| ~NiR N
-
|
N
Rlw ~IN
1l
N
~

N
w

|

N

Il

NI o

Il

|

N o

w
(@]
iR
|
| —
w N
N
[E—

8. Residuo 28
2

N Nlo

1|: 6 2 } 9. Residuo 2—;3

71-12 3 10. Residuo 12

11. Residuo 264

12. Residuo -240
13. k=2

14. k=3, k=-6

.k=6,k=4—6
3

I
lw)
IR
1l
| e |
|

~Nlw NN

|

]

|

|
w P oo
W P e
| |
w w w
=
Ul

NP Ol ol
NP NP NP
[

16.k:4,k:—@
73
1
-3 18 -3 17.k=4,k=-=

3
-2 6 18. Todos son raices

5 -14 -3 19. Todos son raices
20. Ninguno es raiz

1

T2

ol
m
|
L
Il
5 |
1
|
NIk Ok o \“I—‘

|k AP O]
o

|
NN AN W
1]

2|

r

N |
o b‘mb\'-‘ © |-

1

s 3 21.x=-1,x

. 3
22.Xx=2+i,x=——
7.6 '= 11U 41 2 _11 -8 5

1 3 4 2 6 -8 23.x:—1,x:

- 24, x=2i,x=-

‘(% glw vlw 5k

Y 25.x:4,x:§
5

9 :i -2 6 18 26.f (x) = x% + 4x% - 5x

5| 10 271 () =x3 + 4x2 - 9x - 36
2 6 8 T

4 28.1 (x) = 3x® — X + 48x - 16

5 29.1 (x) = 8x% + 2x* - 43x - 30

19

®
I
L
I
|

gk gl ol

. 30. f (x) = x* - 5x° — 13x? + 133x — 260

1

3L.f(x)=6x* =5+ 7x2=Bx + 1
32.f(X) = 3% + 5x% + 4x - 2
3B.fX)=x-x-x+1

-1 -1 1 -1 4. f(x)=x - xC-xP—x-2

1
6

1 43 49 -19 1

6| L

1] 6/-67 -79 31 -1 35.f(x) =x* - 6x> +8x -3
6

1

3

ok o|f

olk o

-32 -38 14 -2 36.f (x) = x* - 4 + 16x - 16
37.f () =x+ 2% -x-2
38.x=-1,x=1,x=5
39.x=5,x=4,x=3

EJERCICIO 166 40.><=1E ,x=—§ JX=4

5

1_{)(:5 3.{a=11 5.1y=2 41.x:—g,x:—2+i,x:—2—i
=-10
z=-1 42.x=2,x=-3,Xx=7,x=0
a=4 x=1 43.x=-4i,x=4i,x=-2,x=3
m=-4 _ _ 2 5
2. 4.1b=-3 6. =-1 44, x=—-= ,x== ,x==-1+i,x=-1-i
c=2 7=— 3

45-X:—i,><:i,X=—4,x=—3,x:%

453






Anexo: Ejercicios preliminares



ALGEBRA

Operaciones con numeros enteros:
1

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

© o N o 0 &~

6-4

. —8+6

3+7

-5-7
-2-5+6+4
-3-6-8+5+4+7
8+6+3-5-9-2
4+5-1+2-7-3

. —2+6-8-12+10-3-7

1-5+49-3+16-8+13
3(-2)

=54

~6(5)

@)

2-4)-3)

3-(-4)

17.

18.

19.

20.
21.
22.
23.
24.
25.

26.

27.

28.

29.

30.

31

32.

Descomposicién en factores primos los siguientes nimeros:

33.
34.
35.
36.
37.
38.

39.
Determina el MCD de los siguientes nimeros:

47.
48.
49.
50.
51.
52.

6

8
20
50
72
120
225

8y6

9y 18
12y 24
36y 18
6,18y 48
5,10y 15

456

40.
41.
42.
43.
44,
45.
46.

53.
54.
55.
56.
57.
58.

=12
3
15
-5
=28
-14
-3)+B)-2-1)+(-H+7
(-2 +(+9)
-4-(6+8-2)
7-5+3)-(-1-9+4) +(-8)
5-(-4-3)—-(7+2-1)
6-2(1-3-4)+((5-2+7)
13+15
7
-3-12-5
10
30+6
9+3
14-2
2+4
8+5+7
6-3-7
2(5-7)+20
5+3
(4-3)+3(2+4-1)
5(4)-6(3)

460
125
576
980
1000
1120
1800

24,36y 42
20,35y 70
32,28y 72
18, 24, 72y 144
12, 28, 44y 120
24,72, 84y 180



Determina el mcm de los siguientes nimeros:
59.
60.
61.
62.
63.
64.

6y3
9y 6
12y 18
20y 25
2,6y4
8,9y 12

Efectla las siguientes operaciones con fracciones:

71.

72.

73.

74.

75.

76.

7.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

N[~
+

3 7
—+

—+-+

2 2
4.8
5 5
2,3 1
777
9 3 7
77+7
4 4 4
5 6 15 8
B s e S
111 11 11

[N

N‘\, AN Ol
. + +

wl o ol Nlw

[y
+
wlN

[EnY

N
+
+

olk win
+
wl~ ol

457

65.
66.
67.
68.
69.
70.

89.

90.

91.

7,14y 21
3,10, 12

8,9, 12y 18
2,3,6y12
8,12, 16y 24
4,6,15y 18

92. 1—+

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

105.

106.

ol w N
X alw
w X
N[ o|©

Anexo: Ejercicios preliminares



ALGEBRA

107. ﬂ><1><g
3 6 8

4 1 _5

108. —x—x—x15

3 20 16

100 1.2
5715
110, 2.1
272

111 §+£:
6 3

Efectua las siguientes operaciones:

117. 62
118. 43
119. (-2)*
120. (-3)°
121. -5?

4

122 (_ﬁ)
2

4

123 _(E)
2

124.

N

Racionaliza las siguientes expresiones:

133, =
3
134, L
-
135 2

136. ——

458

112.

113.

114.

115.

116.

125.

126.

127.

128.
129.

130.

131

132.

138.

139.

140.

141.

142.

SRR

a
)
N

o
N
N
w

N
- &‘w

> &

N a1 B
SER ALY



SOLUCIONES A EJERCICIOS PRELIMINARES

Operaciones con nimeros enteros: 832 100. 38
1.2 12.20 23.-3 3 48
2.-2 13.-30 24.4 ga. 15 100 X
3.10 14. 60 25.28 8 2
4.-12 15. 24 26. 4 g5 2 102, L
5.3 16.7 27.-2 4 9
6.-1 17.-4 28.3 86,2 103 17
7.1 18.-3 29.2 3 40
8.0 19.2 30.-5 17 39
9.-16 20.13 312 8% 104-2%

10. 23 21.3 32.8 19

11.-6 22.-16 8.1 1055

s . - 4 5
Descomposicion en factores primos los siguientes 89. s 106.5
ndmeros: a1 1

90. — 107. —

: .

$2x2x2 74 5

35.2%x2x%x5 QI.E 108.5
36.2x5x%x5

17 3

37.2x2x2%x3x3 92.— 109. =

38.2%x2x2x3x%x5 8 2

39.3x3x5x5 91 5

. 93. — 110. —

40.2x2x5x23 12 2

41.5x5x%x5 94.§ 111_§

42.2x2%x2x2x2x2x3x%x3 12 8

43.2x2x5x7x7 95 -1 112.8

44.2%x2x2x5%x5x5 3 5

45.2x2%x2%x2%x2%x5x%x7 96.@ 113.2

46.2%x2x2x3x3x5x5 21

. L . 8 2

Determina el MCD de los siguientes nameros: 97. T 114-5

47.2 53.6 % 1 115 4

48.9 54.5 "2 ‘15

49.12 55. 4 9 5

99. — 116. -

50. 18 56. 6 8 3

51.6 57.4

52.5 58.12 Efectla las siguientes operaciones:

. - . 117. 36 124.2

Determina el mem de los siguientes nimeros:

118. 64 125.5

59.6 65. 42 119. 16 126.9

60.18 66. 60 120.-27 127.8

61.36 67.72 121, - 95 128. 2

62. 100 68. 12 12 81 129.3

63. 12 69. 48 16 130. 2

64. 72 70. 180 s Bl 131, 2

Efectla las siguientes operaciones con fracciones: " 16 132.3

8 . . A .

71.5 77. : Racionaliza las siguientes expresiones:

12
72. — 78.1 133 ﬁ 138. ﬁ
5 3 2
6 1
7.2 7.2 134, N 139 Y2
7 6
74. 5 80.2 135. 2 3
4 8 140. —
34 136 —Z‘E ?
75. — 81.-1 3 2.5
11 141, —
76.2 8.3 137 6¥5 ad
"3 ) "5 142.7

459
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